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1. SFORMULOWANIE PROBLEMU.

Zalézmy, ze X1, X>, . .. 53 niezaleznymi zmiennymi losowymi (deziemy ten warunek zakladaé
zawsze, Cz¢sto nie piszac go wprost) oraz, ze a4, naleza do przestrzeni Banacha (F, ||-|).
Wtedy zmienna losows, okredlong jako

S= Z Uzil,...,idXh T 'Xidv

T1eensdd

nazwiemy chaosem losowym rzedu d € N. Powiemy, ze S jest symetryczny jesli zmienne losowe
X1, X, ... sa symetryczne. Przez p-ty moment catkowy zmiennej S rozumiemy wielko§é zadana
przez [|S|, = (E||S PP, Naszym celem jest znalezienie dwustronnych oszacowan momentéw
zmiennej S, czyli znalezienie "prostszego"wyrazenia H, zalezacego od p, (@i, i, )i,..ig OL8Z
rozkladu Xi, X5, .. ., takiego ze :

C(d)™"H < |18ll, S C(d)H, )

gdzie C(d) (odpowiednio C) jest stalg zalezna tylko od d (odpowiednio jest stala numeryczna)
i moze zmieniaé si¢ pray kazdym wystapieniu (bedziemy pisaé S ~% H, jesli (1) zachodai).
W celu wyprowadzenia (1) trzeba nalozy¢ dodatkowe warunki na rozktad zmiennych losowych
X1, X3, .... Bedziemy tez zaklada¢ pewne warunki o strukturze wspélczynnikéw (@i, . 1,)41,...44-
Na przyktad bedziemy rozwazaé¢ przypadek, gdy zmienne Xi, Xs,... majg rozklad normalny
(nawet w tym przypadku wecigz istnieja otwarte problemy). Bedziemy wtedy pisa¢ g1, g2, . .. za-
nuiast X, Xog,.... Inna mozliwodciy jest zalozenie, ze zmienne losowe X1, Xo, ... 83 symetryczne
i majg, log-wkieste ogony, tzn. dla kazdego ¢ funkcja ¢ & — InP({X;| > t} € [0, 00] jest wypukla
na przedziale [0, 00). Jest to interesujaca klasa zmiennych losowych, gdyz zawiera wiele waznych

_ rozkiadéw, m.in. Rademachera, normalny i wyktadniczy.

Typowo bedziemy zaktadaé nastepujace warunki o strukturze (ai,,... i )4,..6, (zaUWazmy, ze
pierwszy warunek nie zmniejsza ogélnosci problemu): u

¢ wspblezynniki (as,,. 4,) s3 symetryczne, tzn. a;, i, = Bi e (1)emsbmct) dla wszy_stkich per-
mutacji « zbioru {1,...,d},

s wsp6tczynniki (ay, . 4,) sa tetraedryczne (ang. tetrahedral), tzn. a;, . ;, = 0 jesli i =4
dlak#1, k1 <d.

‘Zakladanie powyzszych warunkéw umozliwia stosowanie metody uniezaleznienia {ang. deco-

upling method) [7,8,13], ktéra jest podstawowym narzedziem w badaniu momentéw chaoséw
losowych.

Theorem 1.1 (Kwapien). Zatdzmy, e S jest chaosem rzedu d orez wspotcaynniki (aiy, i, )i ,...i4

sqg symetryczne i tetraedryczne. Niech

. E: oL xlxd
S v atl,...,deq‘,l Xid1
13-kl .
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gdzie (Xg“)ign, k=1,...d sq¢ niezaleznymi kopiami wektora losowego (Xi)i<n. Wtedy dla dowol-
nego p > 1 mamy

151, ~ 15[ -

Cazyli aby oszacowad ||S]|, = dokladnosci do statych, wystarcay oszacowat ||S'||,- Chaos &,
zwany chaosem uniezaleznionym (ang. decoupled chaos) posiada bogatsza strukture, ktéra umoz-

liwia stosowanie argumentow indukeyjnych.
Oszacowania ogonéw wynikaja w prosty sposéb z oszacowania momentéw. Zalézmy, ze || S]], ~

h(p) dla dowolnego p > 1. Wtedy z nieréwnosci Czebyszewa otraymujemy, ze

g P
212 Ohip) < (g ) <o @)

Nieréwnos¢ (2) moze by¢ odwrocona o ile k(2p) < Ch(p) lub réwnowaznie [|Sf,, < C||5],
(ten warunek jest speiniony, jesli chaos S oparty jest o zmienne losowe, ktérych momenty rosng
co najwyzej wielomianowo, co zachodzi we wszystkich naszych rozwazaniach). Z nieréwnosci
Paleya-Zygmunda mamy wéwczas

2 S P
21812 0~hie) 22 (1812 3181, 2 (1- 55 ) (||||3|:|2) > e

2. ZNACZENIE I WCZESNIEJSZE WYNIKI

Chaosy pojawiajg sie w wielu galeziach wspélczesnego rachunku prawdopodobieristwa, np.
jako aproksymacja wielokrotnych calek stochastycznych, skladniki w rozwinieciu Fouriera w
analizie harmonicznej na kostce dyskretnej (gdy zmienne X; sa niezaleznymi zmiennymi o roz-
kladzie Rademachera), w problemach zwigzanych ze zliczaniem podgraféw w grafach losowych
(wéwcezas zmienne X; przyjmujy wartodci 0, 1), w fizyce statystycznej i statystyce. Przykladowo,
nieréwnos¢ typu Hansona-Wrighta (oszacowania dla form kwadratowych ewaluowanych na wek-

. torach subgausowskich) znalazla szerokie zastosowanie w statystyce (stosunkowo nowa praca

[27] jest zacytowana ponad 250 razy wedlug danych z google scholar).

2.1. Przypadek d = 1. Zauwazmy, ze dla d = 1, § = > 0;X; jest kombinacja liniows, zmien-
nych losowych i dlatego mozna zastosowaé w tym przypadku wiele klasycznych nieréwnosci
dotyczacych szacowania momentéw i ogondéw (takich jak np. nier6wnog§é Chinczyna, Rosenthala,
Bernsteina, Hoeffdinga, Prohorowa lub Bennetta). Sytuacja jest bardziej delikatna, kiedy inte-
resuja nas oszacowania dwustronne. Oméwimy pokrdtce wyniki, jakie byly znane, zaczynajac

© od przypadku, gdy wspélczynniki a; sa, rzeczywiste.

Pierwszym wynikiem w tym kierunku byly dwustronne oszacowania kombinacji liniowych
zmiennych Rademachera S = 37, a;&;, otrzymane przez Montgomerego-Smitha [26] oraz Hit-
czenke [9] (Montgomery-Smith pokazal oszacowania na ogony zmiennej S, a Hitczenko wypro-
wadzit z nich oszacowania na momenty §). Udowodnili oni, ze

(e,

gdzie a1, ag, . . . jest nierosnacym ciaggiem nieujemnych liczb rzeczywistych (ten warunek moze by¢
zatozony bez straty ogélnosci). Nastepnym wynikiem byly dwustronne oszacowania momentéw
kombinacji liniowych zmiennych o logarytmicznie wklestych ogonach, otrzymane przez Gluskina
i Kwapienia [11] {co uogélniato {3)). Wykazali oni, ze

[z

Z Qi + \/_ Z (az)z (3)

i>p+1

Xil| ~supe > abi| > Ni(b)<po+B, [ Y (@)
P

i<p i<p Y izp+l
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gdzie ciag a1, a, ... jest taki jak powyzej, dlai=1,2... N;(t) = —InP(|X;| > t) € [0, 0] oraz
spelniony jest warunek normalizacyjny E(X;)? = 1 dla wszystkich . Hitczenko, Montgomery-
Smith i Oleszkiewicz [10] dopelnili ten wynik przez wykazanie, ze

1/p
2 ”(ZE'X””) + VB, | EIXL,
P i i

przy zatozeniu, e zmienne losowe X1, Xa,... sad symetryczne oraz maja logarytmicznie wypukle

ogony.
Nastepny wynik zamknal przypadek d = 1 w zakresie Wspélczynmkéw rzeczywistych. Zakla-
dajac, ze zmienne X1, ..., X, sa symetryczne. (i nic wigeej} Latala [15] udowodnit, ze

X;|P
N | . -t <
ZXE 1nf{t>0,;1n(]E'1+ - )_p}, (4)
1 p :

(powyzsze zachodzi tez gdy P(Xy,...,Xn = 0) = 1). Uzytecznosé powysej formuly wynika z
tego, ze w wielu praypadkach funkcja t — InE|1 - tX;|P moze by¢ oszacowane w prosty sposcb.

Jeden z pierwszym rezultatéw w przypadku wektorowym (tzn. gdy (a:) naleza do przestrzeni
Banacha (F,||-||)) nalezy do Lataly [17]. Zakladajac, ze zmienne losowe Xy, Xa,... sg syme-
tryczne, maja logarytmicznie wklesle ogony oraz ze zachodzi warunek normalizacyjny EX; 2= 1
dla wszystkich 7 pokazal on, ze

[ o], ~ [,

pEFR*
llek=1

{Z‘P(Gz )bi | ZNz(bz <p} (5)

gdzie (F™,|-||,) jest przestrzenig dualng do (F, ||-||) a funkcje Ni(t) sa zdefiniowane jako

y £ dla |t < 1
N‘ t = l
0 {-—ln]P’(}X” >t) dlalf =1

Niedawno formuta (5) zostala uogélniona przez Latale i Stzelecks na przypadek zmiez_lﬁych,
ktérych momenty rosng co najwyzej wielomianowo [19] {z punktu widzenia wielu- zastosowarl
jest to wystarczajaca ogdlnose).

2.2. Przypadek d > 2. Przypadek d > 2 byt duzo gorzej zrozumiany. W szczegdlnosci wszyst-
kie wyniki przytoczone ponizej (oprécz ostatniego) dotycza tylko chaoséw o wartodciach rzeczy-
wistych.
Dla dowolnego d dwustronne oszacowania momentéw byly znane w nastepujacych sytuacjach:
e Chaosy gaussowskie [14],
o Chaosy oparte o nieujemne zmienne z logarytmmzme wklestlymi ogonami i nieujemnymi
wspolczynnikami a;, .5, [18],
¢ Chaosy oparte o symetryczne zmienne losowe z Ioga,rytmlcznle wypuklymi ogonami [12].

Fochowski [23] wyprowadzil (uogélniajac wezedniejszy wynik [5]) dwustronne oszacowania na
momenty dla chaoséw rzeczywistych dowolnego stopnia opartych o symetryczne zmienne o lo-

- garytmicznie wklestych ogonach. Jednakze, jego oszacowania zawieraja wartosci oczekiwane su-

preméw proceséw stochastycznych indeksowanych zbiorami zaleznymi od p. Takie wyrazenia w
ogéinodci sg bardzo trudne do oszacowania.
Dla .chaoséw malego rzedu znane byly nastepujace wyniki

e d = 2, chaosy oparte o symetryczne zmienne losowe z logarytmicznie wklestymi ogonami
[16],
s d = 3, chaosy oparte o symetryczne zmienne losowe z logarytmicznie wquslyml ogonami

[1].
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Jedynym wynikiem w literaturze, obejmujacym dwustronne oszacowania momentéw, chaos6w
wektorowych byt rezultat dotyczacy chaosow gaussowskich dowolnego rzedu (poréwnaj podroz-
dzial 3.3). Niestety, zawiera on wielkodci (wartoéci oczekiwane supremoéw norm, ewaluowanych
na wektorze gaussowskim), ktore sg czesto niezwykle trudne do oszacowania.

3. OMOWIENIE ROZPRAWY

Rozprawa doktorska skiada sig z pigciu rozdzialéw zawierajacych wyniki badan przeprowadzo-
nych w Instytucie Matematycznym Uniwersytetu Warszawskiego od lutego 2016 r. do grudnia

2018 r. Rozdzialy sg oparte gtéwnie (z wyjatkiem piatego rozdzialu) na opublikowanych, prze-

stanych lub przygotowanych do wyslania do recenzji artykulach w nastgpujacy sposoéb:

e Rozdzial 1 R. Meller, Two-sided moment estimates for a class of nonnegative chaoses,
Statistics & Probability Letters 119 (2016), 213-219;

e Rozdzial 2 R. Meller, Tail and moment estimates for a class of random chaoses of order
two, przyjete do Studia Mathematica (2018);

e Rozdzial 3 R. Adamczak, R. Latala, R. Meller, Hanson- Wright inequality in Banach
spaces, wystane do recenzji;

» Rozdzial 4 R. Adamczak, R. Latala, R. Meller, Moments of Gaussian chaoses in Banach
spaces, w przygotowaniu.

Pigty rozdzial zawiera spostrzezenia autora rozprawy dotyczace chaoséw o wartosciach w
przestrzeniach Lg, opartych o symetryczne zmienne losowe z logarytmicznie wklestymi ogonami.

Omoéwimy teraz pokrotce glowne wyniki przedstawione w pracy doktorskiej. Poniewaz we
wszystkich przypadkach zakladamy warunki, ktére umozliwiaja zastosowanie metody uniezalez-
nienia (z niewielkim wyjatkiem w trzecim i czwartym rozdziale), ograniczymy sie giéwnie do
przypadku chaoséw uniezaleznionych.

3.1. Dwustronne oszacowania momentéw dla klasy nieujemnych chaoséw. Zalozmy, 7e
wspoltczynniki a;, . ;, s3 nieujemne, P(V; 4 XJ > 0} = 1 oraz, ze dla dowolnych i, j ]EXJ =1, oraz
X! ma logarytmicznie wklesty ogon. Niech Nj (t) = —=InP(X/ > 1) € [0,00]. Przy powyiszych
zalozeniach i notacji, Fochowski i Latata [18] pokazah ze

p .
IS, ~*sup > asa [JA+L) (6)
i1, j=1
gdzie supremum jest wziete po wektorach vl,v?,..., 0% € R} takich, ze dla dowolnego j < d
mamy
>N <
i

W szczegdlnosei dla d = 1 otrzymujemy, ze

Zain ~ SUp {Z ai(1 +v}) | ZNil(Uil) < p} . (7)
i P ;

i
Lochowski pokazal w swojej pracy doktorskiej, ze chaosy oparte o niezalesne zmienne zero-

" jedynkowe o jednakowych rozkiadach spelniajg (6) z niewielks poprawka. Mianowicie pokazal

on, ze

C(d)'lln_d( ) sup Z iy,....i 1—[(a¢+vwc <”S’||

i1y-ntd
d

<C(d)lnd( —)sup Z iy, i H(a-{—vfk),

(AT ) k=1




e
[

gdzie o = P(Xf = 1) (w powyzszej formule wystepuje (o + vfk) zamiast (1 + Ufk) poniewasz
zmienne losowe (X,:T )ij nie sg znormalizowane). Pokazal on tez, ze stala w oszacowaniii gérnym
musi zaleze¢ od a. Jedli P(X = 1) = 1 - P(X = 0) = «, to dla dowolnego p > 1 mamy
[ Xlly < @™¥?||X|,. To motywowato pytanie, cay (6) zachodzi (ze staly zalezng od §) dla
nieujemnych zmiennych losowych, speiniajacych nastepujacy warunek .

bl <, 0

Udzieliliémy pozytywnej odpowiedzi, ktéra jest gtéwnym rezultatem pierwszego rozdziatu.

Theorem 3.1. Niech (X;7 Yis<n,j<d bedg niezaleinymi, nieujermnnymi zmiennymi losowymi spel-
niajgeymi warunek (8). Zaldzmy ponadlo, e dla dowolnego i, mamy EX] = 1. Wiedy dlo
dowolnych, nieujemnych wspdtczynnikow (as,,. i,)i1,...iq<n 2achodzi :

d
15]l, ~*# sup > a0 [T (1 + 1),
i13eenyid j=1
gdzie supremum jest wziete po wektorach vl,v2, ..., v% € R% takich, Ze dia dowolnego j < d

mamiy

ZNf(Uf)Sp-
i

Mozna tatwo wykazaé, ze zmienne posiadajgca logarytmicznie wkleste ogony, spelnia (8} z
B = 3, cayli Theorem 3.1 uogdlnia [18].
3.2. Oszacowania momentow i ogonéw dla pewnej klasy chaoséw losowych rzedu
dwa. W tym rozdziale ograniczamy sig do praypadku d = 2, czyli gdy §' = 3, a5 X} X}
jest formg kwadratows ewaluowang na niezaleznych wektorach losowych. Zakladamy, ze dla
dowolnych ¢, j mamy E(X})? = E(X?)? = 1, X}, X7 sq symetryczne i spelniaja warunek (8) (w
szczegolnoscl wspotczynniki a;; moga by¢ ujemne). Definiujemy

R = 2 codlaft <1
YT | -mP(XH 2 ) dlaf>1]

NZ(t) jest okreglone analogicznie. Oznaczmy

I(ei)lix1 x2p = SUP{ Y aijziy; ‘ d NNz <p Y Ny <py, . (9)
(@i}l x1, == sup {Z ;T Z Nz} < p} ) (10)
i) le, =508 > awy | S NFw) <py. (11)

i i ' '

Gléwnym rezultatem omawianego rozdziatu jest nastepujace twierdzenie.

Theorem 3.2. Przy powyiszych zatoZeniach, dla kazdego p > 1 zachodzi

Z:a'inilX? ~P (aiz)llx1,x2 » + A /Z a?j + 1/ Z at?j ' (12)
K P 7. Xlp i X%p

Powyzsze twierdzenie uogolnia rezultat Lataly {16]. Zaskakujace jest to, Ze w obu przypadkach
{chaoséw opartych o zmienne losowe o logarytmicznie wklestych ogonach i chaoséw opartych o

zmienne losowe spetniajace (8)) momenty mozna oszacowaé w ten sam sposéb (por. [16, Theorem

1).

§




Rozdzial dzieli sie naturalnie na dwie czedci. W pierwsze] czedci analizujemy przypadek d = 1.

Mozna bylo przypuszczaé, ze formula (4) uzyskana przez Latale, moze by¢ zastosowana besz-

posrednio. Tak jednak nie jest (praynajmniej autorowi pracy sie to nie udalo). Zamiast tego
przedstawiono bezpoéredni, zmudny dowdd oszacowarl w przypadku d = 1. W drugiej czescl
rozdzialu najpierw formulujemy lematy dekompozycyine, dotyczace proceséw opartych o sy-
metryczne zmienne losowe, ktére spelniajg warunek (8) (ktére w naszej ocenie s interesujgce
same w sobie). Nastepnie, stosujac kilka pomystéw i powolujgc sie na wyniki uzyskane w [1],
dowodzimy Theorem 3.2.

3.3. Nier6wno$¢ Hansona-Wrighta w przestrzeniach Banacha. W tym rozdziale opi-
sano prébe znalezienia dwustronnych oszacowar dla momentéw chaoséw gaussowskich rzedu 2
o wartodciach wektorowych. W tym przypadku §' = 7. ai;9ig; oraz ai; nalezg do przestrzeni
Banacha (F, [|-]|). Takie nieréwnodci byly znane w literaturze w réznych kontekstach, nawet dla
chaoséw gaussowskich dowolnego stopnia por. [5,6,20,21]. Zawieraly one jednak wielkosci bar-
dzo trudne do oszacowania (wartodci oczekiwane supreméw norm ewaluowanych na wektorach
gaussowskich). W szczegélnym przypadku d = 2 bylo wiadomo, ze dla kazdego p > 1 zachodzi

D aygidi|| ~E|Daugigi| +vPE sup ||D agmigi|+p  sup (D aymy
7 7 lall<t |5 el <Lyt || 5

p
(13)

Estymacja problematycznego wyrazu E supz|,<1 ’Ew a,;ja:q;gju przez parametry, ktore w wielu
sytuacjach mozina latwie] oszacowaé, jest kluczowym rezultatem trzeciego rozdziatu.

Proposition 3.3. Przy powyzszych zatozeniach dla dowolnego p > 1 mamy

CE sup (1Y agmig|| <p TP B[ augigi| +EY aygi|| | + sup E[ aimig;
fell2<1 {1755 Y P |lzlla<1 7

+ sup || ayzi|| +pY2  sup > aimiys)| - (14)
fxllz<1 ij flel|2<1,[|l3}l2=1 ij

~ Niestety (14) jest za stabe by uzyska¢ dwustronne oszacowania momentéw chaoséw gaussow-
skich rzedu 2 o wartosciach wektorowych. Jest tak, poniewas nie w kazdej przestrzeni Banacha
(F, |I-l) zachodzi nastepujaca nieréwnosé

: 1
E- 0i8: ;|| = EE E a5 945
i » i7

“Ale jesli

E Zﬂ.ijgij < caE Z aijgig;- dla dowolnej macierzy (a;;)i; 0 wartosciach w F,  (15)

. gdzie o jest staly, ktora zalezy tylko od geometrii przestrzeni Banacha F, to nieréwnosé (14)

jest wystarczajgca do uzyskania dwustronnych oszacowan momentéw. Jest to gléwny wynik
rozdzialu trzeciego.
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Theorem 3.4, Niech (ai;)i; bedzie macierzq o wartosciach w przestrzeni Banacha (F,|||]).
Wtedy dia dowolnego p > 1 mamy :

> " aijgig) SO( E a;gig; || + E E ai;9if|| + VP sup E|D 0i; i
i
n

=<t |1

+ /P sup |]Zawwwi|+p sup zawm% ) (16)

|F$E|2_ : |!$|iz<1||yllz<1 i

Jesli dodatkowo zachodzi (15), t

[zfz<1

Zaijgig} ~& X:G,”gﬁgJ +\/1_9 sup E Zawngj
ij
- P

lafl2=1 iz <1

-+ \/’ﬁ sup || Z at-j.rin +p sup Z i Tyl (17).
lelz<1 55 i

Pokazanie, ze warunek (15) zachodzi (z a ~ ¢) w przestrzeniach Lg jest latwym ¢wiczeniem. Co
wigeej, w przypadku przestrzeni L, wyrazenia niedeterministyczne mogg by¢ zastapione przez
wyrazenia deterministyczne. Spodziewamy sig, ze (17) jest prawdziwe w dowolnej przestrzeni
Banacha (ze stala niezaleina od geometrii przestrzeni), ale nie jestesmy w stanie tego pokazag.
Jednak ndato nam sie wykaza¢ (17) z doktadnoscia do czynmka Inp (patrz Theorem 3.1.3 w
trzecim rozdziale).

Dzigki standardowym argumentom mozna z (16) wywnioskowaé nastepujaca nierdwnoéé typu
Hansona-Wrighta w przestrzeniach Banacha {zauwazmy, ze w ponizszym twierdzeniu wystepuje

- chaos nierozparowany ang. undecoupled chaos). Przez §;; oznacza delte Kroneckera.

Theorem 3.5. Niech zmienne losowe X1, X, ... bedg niezalezne a—subgaussowskie 1 o Sredniej

zero natomiast (ai;)i; bedzie symetryczng macierzg o wertosciach w przestrzem Banacha (F II ||)
Wtedy dla

t>Co? (E Zaz‘j(g@gj—5ij) +E Zaijgij
ij

|| i
zachodzi
P S ay(XiX; —E(X:X)| > t] <2 L SR (18
- aij( J ( |l = = 4exp “5111111 AU 2V ) )
gdzie
U= sup E Zﬂzgngg sup Zawwzj ,
”32‘”2<1 i#g ”(rij)”2<1 i

V = Z azjxgyj
lela<Livtast || 5

Latwo sprawdzi¢, ze w przypa,dku F = R Theorem 3.5 implikuje klasyczna nieréwnosé

 Hansona-Wrighta.

3.4. Momenty chaos6w gaussowskich w przestrzeniach Banacha. W tym rozdziale oma-
wiamy momenty chaoséw gaussowskich rzedu wickszego niz 2 o wartoéciach wektorowych. Po-

* nadto dowodzimy dwustronnych oszacowan momentéw chaoséw dowolnego rzedu o wartoéciach

w przestrzeniach L, opartych o symetryczne zmienne wykltadnicze.
- .




Gléwnym pomystem (ktory zostal wziety z (14)) jest wprowadzenie zmiennych gaussowskich
indeksowanych przez grupg indekséw. Dla przykladu nasze glowne twierdzenie przyjmuje dla
d = 3 nastepujaca postaé (zdecydowalismy si¢ zaprezentowad przypadek szczegdiny wyniku, aby
uniknaé potrzeby wprowadzenia dodatkowej skomplikowanej notacji).

Theorem 3.6. Zaldzmy, Ze (aijx)ije jest symetrycang macwrzq, o wartodciach w przestrzend
Banacha (F, ||-]]). Wtedy dla dowolnego p > 1 mamy

e Zdijkgaglgjz-gﬁ <E Zaijk.gilg;?gg +E Zaijkgiljg]% +E Zﬂijkgz‘j’k
ijk » ijk ijk _ |V gk

+p1/2( sup E Zatjkgzgjﬂ:k + sup E Zawkgnsck

+ sup E Zawk%%k + sup Zamk:ﬂ”k )

+p sup Zamkgmmjyk +  sup Zaijkifijyk
IEm"z’Hsz‘<1 itk liell2,lvl2st || 5
+P3/2 Zatjkm%yjzk . (19)

Ilwllz,llyllz,IIZIiz<1 ik

Warto podkregdlié, ze nasza ogédlna nier6wnosé (a wige i w szczegélnoded (19)) zachodzi w do-
wolnej przestrzeni Banacha ze staly zalezng tylko od rzedu chaosu (a wiec nie zalezy od geometrii
przestrzeni Banacha). Niestety, tak jak w oméwionym wczeéniej przypadku d = 2, nie ma szans
na odwrécenie naszych oszacowai w pelnej ogolnosci. Jednak mozna. je odwrécié (dla dowolnego
d) jedli przestrzen Banacha spelnia warunek (15). W szczegolnosci (jak wspomniano powyzej)
mozna wige odwrécié (19) w przestrzeniach L, (oraz mozna wtedy zastapié wszystkie wyraze-
nia niedeterministyczne przez wyrazenia deterministyczne). Jest to tre$¢ nastepnego twierdzenia,
(z tego samego powodu co powyze] postanowiliémy przedstawié tutaj tylko przypadek d = 3,
twierdzenie zostalo udowodnione w rozprawie doktorskiej dla dowolnego stopnia chaosu).

Theorem 3.7. Zaldimy, Ze (aik)in jest symetrycang macierzq o wartosciach w przesirzeni
Banacha (F, ||-|), spetniajgcej warunek (15). Wiedy dla dowolnego p > 1 zachodzi

1.2.3 1.2 3
> aipgiaial] ~* B> airgtelel
ik » ik

+p1/2( sup E Za”kgzgj:ck + sup E Zawkgzmjk + sup Zaijkm?;jk )
[|=ll2<1 ifk lzllz<1 ijk lzllz=1 ijk

+P( sup E Zaijkgimjyk + sup Zazgkwmyk )

lefadole<t || 57 fella lyls<1 s

3/2
+p / Z Qi Tillj 2k
||a:||2,||y||2,]|z||2<1 ik

Co wigeej, uzywajac technik z [4], uogélniliémy nasz wynik dotyczacy gaussowskich form

- wieloliniowych, na ogélny wielomian o wspélczynnikach w przestrzenla.ch Banacha ewaluowany

na niezaleznych zmiennych gaussowskich.
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3.5. Oszacowania momentéw dla pewnego typu chaos6éw w przestrzeniach Banacha.
Bedziemy korzystac z notacji zaprezentowanej w podrozdziale 3.2, ale bgdziemy teraz zakladag,
ze zmienne losowe X}, X2, ... X}, X2, ... sg symetryczne, niezalezne oraz maja logarytmicznie
wkleste ogony, natomiast (a;;)i; jest macierza o wartodciach w przestrzeni Banacha (F, ||-|[).
Chcemy oszacowa¢ momenty chaosu losowego o wartosciach wektorowych 8" = 37, a,z-th-lij.
Podezas dowodu wynikéw opisanych w podrozdziale 3.3, bylo jasne, ze przy drobnej modyfika-
cji dowodu szacowati entropijnych, mozna uzyskaé oszacowania ktére sa potrzebne do badania
momentéw S’. Jednak bylo tez jasne, ze bedzie potrzebny odpowiednik [1, Theorem 7.2|. Nie
wdajac sie w szczegbly, cheielibysmy przedstawié "duzyzbior jako sume riiezbyt wieluzbioréw,
ktére sg "male". Przez "malyzbiér mamy na my$li, Ze supremum pewnego procesu gaussow-
skiego indeksowanego tym zbiorem jest "male". Problem polega na tym, ze w przypadku wekto-
rowym "duzyZbiér ma gorsza strukture niz w przypadku rzeczywistym. Niestety nie udato nam

" sig wyprowadzi¢ w rozwasanej sytuacji odpowiednika [1, Theorem 7.2]. Naszym gléwnym pomy-

slem jest to, ze przy dodatkowym zatozeniu o subgaussowosci zmiennych X2, X2, ... mozna uzyé
prostszego rozktadu. W rezultacie otrzymujemy nastepujace oszacowanie momentéw chaosu S (z
dodatkowym zalozeniem o subgaussowoéci) o wartodciach wogélnej przestrzeni Banacha. Zanim
sformulujemy twierdzenie, przypominamy o normach ||-fixs x2 . 'llx1,, Il x2,, zdefiniowanych
w (9),{10) oraz {11).

Theorem 3.8. Przy powyzszych zaleieniach, oraz zaktadajgc dodatkowo, ze dla j = 1,2 orazi >
1 mamy E Xf ) =1, oraz ze zmienne X2, X2, ... sq v-subgaussowskie, nastepujoca nierdunosé
jest prawdziwa dlo dowolnego p > 1 ' l

-1 Zain}XJ? <E ZainilX? +alE Zaijgij +E Zaz‘jgz‘gg
D

+suplE Za&jwilx? | ZN}(‘:C%)S
i i

+sup E ZaﬁX}m? [ ZNJ?(SU?)SP
if g

+ sug:) Z‘PGU)Z + SuP ”(‘P(aij))ij”)(l,xz,p’ (20)
e *
el AN illxe, o<t

gdzie (F*,||-||,) oznacza przestrzent dualng do (F,|-|))-

Podobnie jak w przypadku gaussowskim, powyzsze oszacowanie okazuje sie byé dwustronne
w przestrzeniach L;. Kluczowa wlasnoécig przestrzeni Ly jest to, ze dla dowolnego chaosu &’

- opartego o zmienne o logarytmicznie wklestych ogonach zachodsi

E[S'®)] 1y ~* | VEISEP

Ly(T)

‘(zauwazmy, ze wyrazenie po prawej stronie jest deterministyczne)

Theorem 3.9. Niech zmienne losowe X1, X2,..., X2, X2, ... bedg takie jak w Theorem 3.8
oraz (ai;)ij bedzie macierzq o wartoSciach w przestrzeni Ly(T, dw). Wiedy dla dowolnego p > 1
o .




zachodzi .

ZainilX? ~TE ZainilXJ? +sups E Zaijm}Xf | Z]\Ale(a:tl) <p
T ij Ly ij Ly i

+sup E ZainngJ? | Zﬁf(m?) <
| i j

Lq

+ sup > o(ai)?
eeky 1AV
lell, <1

gdzie (L3, ||Il,) = (Lgv, ”'”Lq*) jest przestrzenig dualng do Lo(T, dy).

+ sup l(plai))igllx x2,  (21)
) wELy :
7X2p  |eli.<t

Bez 'przytaczania wyniku, wspomnimy tylko, ze w przy.pa,dku przestrzeni Hilberta zatozenie o

subgaussowoscl moze byé¢ pominigte. W ostatnim rozdziale stosujemy wigkszoéé technik uiytych’

i rozwinigtych w poprzednich rozdziatach. Z tego powodu jest to dobre podsumowanie pracy
doktorskiej.

LITERATURA

[1] Radostaw Adamczak and Rafal Latala, Tuil and moment estimofes for chooses generofed by symmetric
rendom wariables with logarithmically concove tails, Ann. Inst. Henri Poincaré Probab Stat. 48 (2012},
no. 4, 1103-1136.

[2] Radoslaw Adamczak, Rafal Latala, and Rafal Meller, Hanson-Wright inequality in Banach Spaces,
arXiv:1811.00353, submitted.

[3] Radostaw Adamczak, Rafal Latala, and Rafal Meller, Moments of Gaussian chooses in Banach spaces, in
preparatiox.

[4] Radostaw Adamczak and Pawel Wolff, Concentration inequolities for non-Lipschitz functions with bounded
derivatives of higher order, Probab. Theory Related Fields 162 (2015), no. 3-4, 531-586.

[5] Migtel A. Arcones and Evarist Ging, On decoupling, seriés expansions, and tail behavior of chaos processes,
J. Theoret. Probab. 6 (1993}, no. 1, 101-122.

[6] Christer Borell, On the Taylor series of a Wiener polynamml Serninar Notes on multiple stochastic integra-
tion, polynom1al chaos and their integration, Case Western Reserve Univ., Cleveland, (1984):

[7] Victor H. de la Pefia and Evarist Ging, Decoupling, Probability and its Applications (New York), Springer-
Verlag, New York, 1999. From dependence to independence; Randomly stopped processes. {/-statistics and
processes. Martingales and beyond.

[8] Victor H. de la Pefia and S. J. Montgomery-Smith, Decoupling inequalities for the tail probabilities of mul-
tivariate U-stetiséics, Ann. Probab. 23 (1995), no. 2, 806-816.

9] Pawel Hitczenko, Domination inequality for martingale transforms of a Rudemacher sequence, Israel J. Math.
84 {1993), no. 1-2, 161-178.

[10} P. Hitczenko, 8. J. Montgomery-Smith, and K. Oleszkiewicz, Moment inequalities for sums of certain inde-
pendent symmetric random variables, Studia Math. 123 (1997), no. 1, 15-42,

[11] E. D. Gluskin and S. Kwapieni, Tail and moment estimates for sums af independent random varwbles wzﬁh
logarithmically concave tails, Studia Math. 114 {1995), no. 3, 303-309.

f12] Konrad Kolesko and Rafal Latala, Moment estimates for chaoses generated b'y symmetrzc mﬂdom variables
with logarithmically convex tails, Statist. Probab. Lett. 107 (2015), 210-214.

[13] Stanistaw Kwapies, Decouplmg inequalities for polynomial chaos, Ann. Probab 15 {1987), no. 3, 1062-1071.

[14] Rafal Latala, Estimates of moments and toils of Goussian cheoses, Ann. Probab. 34 (2006), no. 6, 2315-2331.

[15] Rafat Latala, Estimation of moments of sums of independent real rendom varicbles, Ann. Probab. 25 (1997),
no. 3, 1502-1513.

[16] Rafal Latala, Tail and moment estimates for some types of chaos, Studia Math. 135 (1999), no. 1, 39-53.

[17] Rafal Latala, Tail and moment estimates for sums of independent random vectors with logarithmicelly con-
cave tails, Studia Math. 118 (1996), no. 3, 301-304.

" [18] Rafal Latala and Rafal Lochowski, Moment and tail estimates for maultidimensional choos genervated by

positive random variables with logerithmicelly concave tails, Stochastic inequalities and applications, Progr.
Probab., vol. 56, Birkh#user, Basel, 2003, pp. 77-92.

[19) Rafal Latala and Marta Strzelecka, Comparison of weak and strong moments for vectors with independent
coordinates, Mathematika 64 {2018), no. I, 211-229. :

i0




o
/ \

120] Michel Ledoux, 4 note on large deviations for Wiener chaos, Séminaire de Probabilités, XXIV, 1988/89,
Lecture Notes in Math., vol. 1426, Springer, Berlin, 1990, pp. 1-14.

[21] Michel Ledoux and Michel Talagrand, Probebility in Banach spoaces, Ergebnisse der Mathematik und ihrer
Grenzgebiete (3} [Results in Mathematics and Related Areas (3)], vol. 23, Springer-Verlag, Berlin, 1991

[22]) Rafal M. Lochowski, Oszacowanie momentdw i ogondw wieloliniowych form losowych, in Polish.

[23] Rafal M. Lochowski, Moment and tail estimates for multidimensional chaoses generated by symmetric ran-
dom variables with logarithmically concave teils, Approximation and probability, Banach Center Publ.,
vol, 72, Polish Acad. Sci. Inst. Math., Warsaw, 2006, pp. 161-176.

[24] Rafat Meller, Two-sided moment estimates for a class of nonnegative chaoses, Statist. Probab. Lett. 119
(2016}, 213-219.

[25] Rafal Meller, Tail and moment estimates for o class of rendom chaoses of order two, To appear in Studia
Math. (2018).

. {26] 8. J Montgomery-Smith, The distribution of Rademacher sums, s. Proc. Amer. Math. (Do uzupelnienial).

[27] Mark Rudelson and Roman Vershynin, Hanson- Wright ineguality and sub-Geussian concentration, Electron.
Commun. Probab. 18 (2013}, no. 82, 9.

[28] Michel Talagrand, Upper and lower bounds for stachastic processes, Ergebnisse der Mathematik und ihrer
Grenzgebiete. 3. Folge. A Series of Modern Surveys in Mathematics [Results in Mathematics and Related
Areas. 3rd Series. A Series of Modern Surveys in Mathematics], vol. 60, Springer, Heidelberg, 2014. Modern
methods and classical problems.

11




