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Oszacowania momentów i ogonów
wieloliniowych form losowych

Niech X1, X2, ..., Xn b ↪edzie ci ↪agiem (niezależnych, rzeczywistych) zmien-
nych losowych. Jednym z g lównych zagadnień jakimi zajmuje si ↪e rachu-
nek prawdopodobieństwa jest opisanie w lasności rozk ladu sumy S = X1 +
X2 + · · · + Xn w zależności od rozk ladów X1, X2, ..., Xn. Jednymi z podsta-
wowych wielkości charakteryzuj ↪acych rozk lad zmiennej losowej s ↪a jego mo-
menty. Bardzo ogólne twierdzenie podaj ↪ace proste formu ly szacuj ↪ace mo-
menty S w zależności od jednowymiarowych rozk ladów niezależnych zmien-
nych X1, X2, ..., Xn w przypadku gdy s ↪a one dodatnie lub symetryczne (nie-
koniecznie o takim samym rozk ladzie) poda l Lata la w [16].

Naturalnym uogólnieniem tej problematyki jest próba przeniesienia otrzy-
manych wyników dotycz ↪acych sum (lub kombinacji liniowych) zmiennych
losowych na szersz ↪a klas ↪e funkcji tych zmiennych.

Najprostszymi funkcjami wielu zmiennych, bardziej ogólnymi niż kombi-
nacje liniowe argumentów s ↪a formy wieloliniowe. Dla niezależnych, rzeczy-
wistych zmiennych losowych X

(r)
i , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ r ≤ d, oraz dla nd -

wymiarowej tablicy rzeczywistych wspó lczynników (ai1,...,id)1≤i1,...,id≤n zdefi-
niujmy zmienn ↪a losow ↪a

S =
∑

ai1,...,idX
(1)
i1
· · ·X(d)

id
.

Tego rodzaju zmienn ↪a S b ↪edziemy nazywali uniezależnionym chaosem
losowym rz ↪edu d, generowanym przez zmienne losowe X

(r)
i .

Uzależnionym chaosem losowym rz ↪edu d generowanym przez zmienne
losowe Xi, 1 ≤ i ≤ n, o wspó lczynnikach ai1,i2,...,id , b ↪edziemy nazywali
nast ↪epuj ↪ac ↪a wieloliniow ↪a form ↪e losow ↪a

S̃ =
n−d+1∑
i1=1

n−d+2∑
i2=i1+1

...
n∑

id=id−1+1

ai1,i2,...,idXi1Xi2 · · ·Xid .

Idea chaosów losowych zosta la zapocz ↪atkowana jeszcze przez Norberta
Wienera [22]. Potem udowodniono takie podstawowe w lasności chaosów loso-
wych, jak równoważność momentów chaosów uzależnionych i uniezależnionych
(ang. decoupling) oraz równoważność momentów ‖S‖p i ‖S‖q , 1 ≤ p < q <

1



∞, dla dość dużej klasy zmiennych generuj ↪acych chaos S (metoda hiperkon-
trakcji), zob. [13], [3]. Z odpowiednio wolnego wzrostu momentów wyni-
kaj ↪a (przez standardowe zastosowanie nierówności Czebyszewa i nierówności
Paleya-Zygmunda) dwustronne oszacowania na ogony S.

Nast ↪epnym krokiem by loby uzyskanie analogicznych oszacowań na mo-
menty S do tych, które uzyska l Lata la dla kombinacji liniowych.

W rozprawie doktorskiej podj ↪a lem si ↪e w laśnie próby znalezienia takich
oszacowań. Postawiony problem jest jednak zbyt ogólny, trudny (dla pisz ↪ace-
go te s lowa) i nie do końca dobrze zdefiniowany (co to jest ”prosta” formu la?);
dlatego w pracy nad rozpraw ↪a zaj ↪a lem si ↪e przypadkami, w których spo-
dziewa lem si ↪e, że poszukiwane formu ly ”naprawd ↪e” istniej ↪a lub przypadkami,
w których choćby cz ↪eściowa odpowiedź na to jak zachowuj ↪a si ↪e momenty S
by la istotna ze wzgl ↪edu na zastosowania. (Dopiero ca lkiem niedawno - w
styczniu 2005 - Lata la udowodni l szacowania w przypadku chaosów genero-
wanych przez zmienne gaussowskie.)

Omówmy co z powyższego programu uda lo si ↪e zrealizować i jaka jest
zawartość kolejnych rozdzia lów rozprawy.

Pierwszy rozdzia l zawiera podstawowe definicje i kilka wybranych, zna-
nych twierdzeń. Definiuj ↪e też, wykorzystane w nast ↪epnych rozdzia lach poj ↪ecie
semihiperkontrakcji zmiennej losowej:

Definicja 1 Rzeczywista zmienna losowa Y ma w lasność semihiperkontrak-
tywności rz ↪edu δ ze sta l ↪a C pocz ↪awszy od momentu p0 > 0 jeżeli E |Y |p0 < ∞
oraz dla dowolnych λ ≥ 1, p ≥ p0 zachodzi nierówność

‖Y ‖λp ≤ (Cλ)δ ‖Y ‖p .

W drugim rozdziale rozważono przypadek chaosu S, gdy wszystkie wspó l-
czynniki ai1,...,id s ↪a nieujemne i X

(r)
i s ↪a niezależnymi, dodatnimi zmiennymi

losowymi z logarytmicznie wkl ↪es lymi ogonami.
Znanych jest wiele ważnych nierówności na momenty i ogony S, nawet w

bardziej ogólnym przypadku U -statystyk (zob. [5], [6], [9] i [12]). Udowod-
nione w rozprawie oszacowania s ↪a jednak precyzyjniejsze i s ↪a optymalne z
dok ladności ↪a do sta lych multiplikatywnych zależnych jedynie od rz ↪edu d.

Optymalne szacowania momentów liniowych kombinacji (przypadek d =
1) niezależnych, symetrycznych, logarytmicznie wkl ↪es lych (tzn. z loga-
rytmicznie wkl ↪es lymi ogonami) zmiennych losowych by ly uzyskane przez
G luskina i Kwapienia (cf. [7]). W pracy [17] podobne nierówności zosta ly po-
dane dla chaosu rz ↪edu 2 generowanego przez tego typu zmienne (gaussowskie
chaosy rz ↪edu 2 by ly rozważane znacznie wcześniej w [8]). Metody użyte w
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obydwu pracach mog ↪a być adaptowane do przypadku zmiennych dodatnich
(zob. [20]).

Wydaje si ↪e jednak, że istnieje zasadnicza różnica pomi ↪edzy chaosami
rz ↪edu d ≥ 3 oraz d = 2. Wydaje si ↪e, że praca [19] by la pierwszym kro-
kiem w stron ↪e bardziej ogólnych rezultatów obejmuj ↪acych przypadek d ≥ 3.
Dopiero ca lkiem niedawno - w styczniu 2005 - Lata la udowodni l dok ladne sza-
cowania w trudnym przypadku chaosów rz ↪edu 3 generowanych przez zmienne
gaussowskie. Rozdzia l drugi zawiera wyniki opublikowane w [19]. Okaza lo
si ↪e jednak, że narz ↪edzia tam użyte mog ↪a być znacznie uproszczone. W [19]
używa si ↪e twierdzenia Talagranda (cf. [21], [14]) dotycz ↪acego koncentracyj-
nych w lasności miary 1

2
e−|x|dx, w rozprawie uda lo si ↪e unikn ↪ać konieczności

stosowania tego twierdzenia, w rezultacie czego rozumowania sta ly si ↪e bar-
dziej elementarne.

G lównym rezultatem rozdzia lu drugiego jest nastepuj ↪ace twierdzenie.

Twierdzenie 1 Istniej ↪a takie sta le 0 < c1(d) ≤ C1(d) < ∞, zależne tylko
od d, że dla dowolnego p ≥ 1 zachodz ↪a oszacowania

c1(d)
∥∥(ai)i∈I

∥∥
N ,p

≤ ‖S‖p ≤ C1(d)
∥∥(ai)i∈I

∥∥
N ,p

.

Norma
∥∥(ai)i∈I

∥∥
N ,p

jest zdefiniowana za pomoc ↪a jednowymiarowych roz-

k ladów zmiennych X
(r)
i .

Wnioskiem z Twierdzenia 1 jest

Twierdzenie 2 Istniej ↪a sta le 0 < c2(d) ≤ C2(d) < ∞, zależne tylko od d i
takie, że dla dowolnego t ≥ 1 zachodz ↪a oszacowania

P
(
S ≥ C2 (d)

∥∥(ai)i∈I

∥∥
N ,t

)
≤ e−t

oraz
P

(
S ≥ c2 (d)

∥∥(ai)i∈I

∥∥
N ,t

)
≥ min

(
c2 (d) , e−t

)
.

W trzecim rozdziale zaj ↪a lem si ↪e szacowaniem momentów i ogonów chaosów

∆d =
∑

ai1,...,idX
(1)
i1

...X
(d)
id

o nieujemnych wspó lczynnikach ai1,...,id , generowanych przez niezależne zmien-
ne dwupunktowe o rozk ladzie

P
(
X

(r)
i = 1

)
= 1− P

(
X

(r)
i = 0

)
= α ∈ (0; 1) .
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Korzystaj ↪ac z ogólnego Twierdzenia Lata ly udowodni lem wpierw, z do-
k ladności ↪a do uniwersalnych sta lych, oszacowania momentów kombinacji li-
niowych o dodatnich wspó lczynnikach zmiennych X

(1)
i .

Nast ↪epnie zaj ↪a lem si ↪e oszacowaniami momentów form wieloliniowych od
zmiennych X

(r)
i . Niestety nie uda lo si ↪e uzyskać optymalnych formu l na mo-

menty ∆d, wykaza lem natomiast, że nie zachodzi naturalne uogólnienie na
wyższe rz ↪edy d formu l uzyskanych dla d = 1, czyli dla kombinacji liniowych
zmiennych X

(r)
i .

Otrzymane rezultaty wykorzysta lem do udowodnienia semihiperkontrak-
tywnych w lasności chaosu generowanego przez niezależne zmienne dwupunk-
towe i zastosowa lem je do identyfikacji wielkości pojawiaj ↪acych si ↪e w badaniu
prawdopodobieństw odchyleń liczby ma lych podgrafów ponad wielokrotności
jej wartości oczekiwanej w klasycznym, dwumianowym modelu grafu loso-
wego. Nieco inne techniki do badania tych prawdopodobieństw rozwin ↪eli
Janson, Oleszkiewicz i Ruciński w [11].

Technika oparta na semihiperkontrakcji pozwoli la ulepszyć nieco wyniki
autorów [11] w przypadku ma lych podgrafów b ↪ed ↪acych np. gwiazdami lub
trójk ↪atami.

W ostatnim, czwartym rozdziale zaj ↪a lem si ↪e oszacowaniami momentów i
ogonów S =

∑
ai1,...,idX

(1)
i1
· · ·X(d)

id
w przypadku, gdy X

(r)
i s ↪a symetrycznymi

zmiennymi losowymi z logarytmicznie wkl ↪es lymi ogonami. (Jest to również
przypadek chaosów gaussowskich i chaosów rademacherowych.) Dok ladne
oszacowania (z dok ladności ↪a do uniwersalnych sta lych) na ogony i momenty
S nie s ↪a znane gdy d ≥ 3. Dla d = 1, 2 (por. [15], [17]) mamy nast ↪epuj ↪ace
szacowania. ∥∥∥∑

aiX
(1)
i

∥∥∥
p
∼ sup

x(1)∈B̃
(1)
p

∑
aix

(1)
i , (0.1)

∥∥∥∑
aijX

(1)
i X

(2)
j

∥∥∥
p
∼ sup

x(1)∈B̃
(1)
p

∑
i

x
(1)
i

√∑
j

a2
ij

+ sup
x(2)∈B̃

(2)
p

∑
j

x
(2)
j

√∑
i

a2
ij

+ sup
x(1)∈B̃

(1)
p ,x(2)∈B̃

(2)
p

∑
aijx

(1)
i x

(2)
j . (0.2)

B̃
(1)
p , B̃

(2)
p s ↪a pewnymi podzbiorami Rn, zdefiniowanymi za pomoc ↪a jednowy-

miarowych rozk ladów zmiennych X
(r)
i .

Ostatnio Lata la udowodni l także oszacowania dla chaosów gaussowskich
rz ↪edu 3. W [18] udowodnione s ↪a również analogiczne oszacowania dla chaosów
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rz ↪edu d > 3 z dok ladności ↪a do czynnika max (1, ln p)d−3 .
Wczesniej Borell [2] oraz niezależnie Arcones i Giné [1] otrzymali dok ladne

oszacowania dla chaosów gaussowskich, w których wyst ↪epowa ly jednak war-
tości oczekiwane supremów pewnych procesów empirycznych. W rozdziale
czwartym uogólnione s ↪a ich wyniki na chaosy generowane przez symetryczne
zmienne losowe z logarytmicznie wkl ↪es lymi ogonami. Uży lem w tym celu
podobnych metod jak autorzy [1], tzn. zjawiska koncentracji miary udowod-
nionego przez Talagranda w [21]. Zaadaptowa lem tez kilka metod z [17].

W ostatnim podrozdziale rozdzia lu 4. poda lem oszacowania innego typu.
Wyst ↪epuj ↪a w nich momenty chaosów generowanych tylko przez zmienne rade-
macherowskie i daj ↪a oszacowania p - tego momentu z dok ladności ↪a do czyn-

nika (max (1, ln p))d2

. Wydaje si ↪e jednak, że szacowanie chaosów radema-
cherowych jest zdecydowanie bardziej zawi l ↪a rzecz ↪a niż szacowanie chaosów
gaussowskich. W dowodach uży lem technik z [19].
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