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Oszacowania momentow 1 ogonow
wieloliniowych form losowych

Niech Xy, Xy, ..., X, bedzie ciagiem (niezaleznych, rzeczywistych) zmien-
nych losowych. Jednym z gléwnych zagadnien jakimi zajmuje sie rachu-
nek prawdopodobienstwa jest opisanie wlasnosci rozkladu sumy S = X; +
Xo+ -+ X, w zaleznosci od rozktadéw X, Xs, ..., X,,. Jednymi z podsta-
wowych wielkosci charakteryzujacych rozklad zmiennej losowej sa jego mo-
menty. Bardzo ogdlne twierdzenie podajace proste formuly szacujace mo-
menty S w zaleznosci od jednowymiarowych rozkladéw niezaleznych zmien-
nych X7, X, ..., X,, w przypadku gdy sa one dodatnie lub symetryczne (nie-
koniecznie o takim samym rozkladzie) podal Latata w [16].

Naturalnym uogélnieniem tej problematyki jest proba przeniesienia otrzy-
manych wynikéw dotyczacych sum (lub kombinacji liniowych) zmiennych
losowych na szersza klase funkcji tych zmiennych.

Najprostszymi funkcjami wielu zmiennych, bardziej ogélnymi niz kombi-
nacje liniowe argumentow sa formy wieloliniowe. Dla niezaleznych, rzeczy-
wistych zmiennych losowych Xi(r), 1 <i<n,1<r <d, oraz dla n? -
wymiarowej tablicy rzeczywistych wspétezynnikéw (a;, . ;) zdefi-
niujmy zmienna losowa

S = Z ail""’idX,ill) I X(d)

id

1<iy,....ig<n

Tego rodzaju zmienna S bedziemy nazywali uniezaleznionym chaosem
losowym rzedu d, generowanym przez zmienne losowe Xi(r).

Uzaleznionym chaosem losowym rzedu d generowanym przez zmienne
losowe X;, 1 < 7 < n, o wspélczynnikach a;, bedziemy nazywali
nastepujaca wieloliniowa forme losowa

12,50yl

n—d+1 n—d+2 n

S = Z Z Z Wiy i, yig Xiy Nig " Xy

i1=1 dg9=i1+1 tg=tqg—1+1

Idea chaoséw losowych zostala zapoczatkowana jeszcze przez Norberta
Wienera [22]. Potem udowodniono takie podstawowe wlasnosci chaoséw loso-
wych, jak réwnowazno$¢ momentow chaosow uzaleznionych i uniezaleznionych
(ang. decoupling) oraz réwnowaznos¢ momentow 1S, i [[S]l,,1 <p <g <
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00, dla do$¢ duzej klasy zmiennych generujacych chaos S (metoda hiperkon-
trakcji), zob. [13], [3]. Z odpowiednio wolnego wzrostu momentéw wyni-
kaja (przez standardowe zastosowanie nieréwnosci Czebyszewa i nieréwnosci
Paleya-Zygmunda) dwustronne oszacowania na ogony S.

Nastepnym krokiem byloby uzyskanie analogicznych oszacowan na mo-
menty S do tych, ktére uzyskal Latata dla kombinacji liniowych.

W rozprawie doktorskiej podjalem sie wlasnie proby znalezienia takich
oszacowan. Postawiony problem jest jednak zbyt ogdlny, trudny (dla piszace-
go te stowa) i nie do korica dobrze zdefiniowany (co to jest ”prosta” formuta?);
dlatego w pracy nad rozprawa zajatem sie przypadkami, w ktérych spo-
dziewalem sie, ze poszukiwane formuly "naprawde” istnieja lub przypadkami,
w ktorych choéby czesciowa odpowiedz na to jak zachowuja sie momenty S
byla istotna ze wzgledu na zastosowania. (Dopiero catkiem niedawno - w
styczniu 2005 - Latata udowodnil szacowania w przypadku chaoséw genero-
wanych przez zmienne gaussowskie.)

Omowmy co z powyzszego programu udato sie zrealizowa¢ i jaka jest
zawartos$¢ kolejnych rozdzialow rozprawy.

Pierwszy rozdzial zawiera podstawowe definicje i kilka wybranych, zna-
nych twierdzen. Definiuje tez, wykorzystane w nastepnych rozdzialach pojecie
semihiperkontrakcji zmiennej losowej:

Definicja 1 Rzeczywista zmienna losowa Y ma wtasnosé semihiperkontrak-
tywnosci rzedu 0 ze statq C' poczqwszy od momentu py > 0 jezeli E Y |”° < oo
oraz dla dowolnych X > 1, p > pg zachodzi nierownosé

Y[l < (CN 1Y,

W drugim rozdziale rozwazono przypadek chaosu S, gdy wszystkie wspol-
czynniki a;, _;, sa nieujemne i Xi(r) sa niezaleznymi, dodatnimi zmiennymi
losowymi z logarytmicznie wklestymi ogonami.

Zmanych jest wiele waznych nieréwnosci na momenty i ogony S, nawet w
bardziej ogélnym przypadku U-statystyk (zob. [5], [6], [9] i [12]). Udowod-
nione w rozprawie oszacowania sa jednak precyzyjniejsze i sa optymalne z
doktadnoscia do stalych multiplikatywnych zaleznych jedynie od rzedu d.

Optymalne szacowania momentéw liniowych kombinacji (przypadek d =
1) niezaleznych, symetrycznych, logarytmicznie wklestych (tzn. z loga-
rytmicznie wklestymi ogonami) zmiennych losowych byly uzyskane przez
Gtuskina i Kwapienia (cf. [7]). W pracy [17] podobne nieréwnosci zostaty po-
dane dla chaosu rzedu 2 generowanego przez tego typu zmienne (gaussowskie
chaosy rzedu 2 byly rozwazane znacznie wezesniej w [8]). Metody uzyte w
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obydwu pracach moga by¢ adaptowane do przypadku zmiennych dodatnich
(zob. [20]).

Wydaje sie jednak, ze istnieje zasadnicza réznica pomiedzy chaosami
rzedu d > 3 oraz d = 2. Wydaje sie, ze praca [19] byla pierwszym kro-
kiem w strone bardziej ogdlnych rezultatow obejmujacych przypadek d > 3.
Dopiero catkiem niedawno - w styczniu 2005 - Latala udowodnit doktadne sza-
cowania w trudnym przypadku chaoséw rzedu 3 generowanych przez zmienne
gaussowskie. Rozdzial drugi zawiera wyniki opublikowane w [19]. Okazalo
sie jednak, ze narzedzia tam uzyte moga by¢ znacznie uproszczone. W [19]
uzywa sie twierdzenia Talagranda (cf. [21], [14]) dotyczacego koncentracyj-
nych wiasnosci miary %e"“"daz, w rozprawie udalo sie unikna¢ koniecznosci
stosowania tego twierdzenia, w rezultacie czego rozumowania staly sie bar-
dziej elementarne.

Glownym rezultatem rozdzialu drugiego jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1 Istniejq takie state 0 < c¢1(d) < C1(d) < oo, zaleine tylko
od d, ze dla dowolnego p > 1 zachodzq oszacowania

(@) [[ (@l < 15Ty < (@) [[(as)seall v,

Norma H (ai)iGIH Nop jest zdefiniowana za pomoca jednowymiarowych roz-

ktadéw zmiennych Xi(r).
Whioskiem z Twierdzenia 1 jest

Twierdzenie 2 Istniejg state 0 < co(d) < Cay(d) < o0, zalezne tylko od d i
takie, ze dla dowolnego t > 1 zachodzq oszacowania

P (52 0@ |@hally,) <

oraz

P <S > ¢y (d) H(ai)ieI”N,t) > min (cp (d) ,e”").

W trzecim rozdziale zajalem sie szacowaniem momentow i ogonéw chaoséw
_ E : 1) (d)
Ad — ailu-“,idXil ...X,L'd

o nieujemnych wspétczynnikach a;, . ;,, generowanych przez niezalezne zmien-
ne dwupunktowe o rozkladzie

P(x"=1)=1-P(x{"=0) =ae(01).
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Korzystajac z ogélnego Twierdzenia Lataly udowodnitem wpierw, z do-
ktadnoscia do uniwersalnych statych, oszacowania momentéow kombinacji li-
niowych o dodatnich wspétczynnikach zmiennych XZ-(l).

Nastepnie zajatem sie oszacowaniami momentow form wieloliniowych od
zmiennych X i(T). Niestety nie udalo sie uzyskaé¢ optymalnych formut na mo-
menty A,, wykazalem natomiast, ze nie zachodzi naturalne uogdlnienie na
wyzsze rzedy d formul uzyskanych dla d = 1, czyli dla kombinacji liniowych
zmiennych XZ-(T)

Otrzymane rezultaty wykorzystalem do udowodnienia semihiperkontrak-
tywnych wlasnosci chaosu generowanego przez niezalezne zmienne dwupunk-
towe i zastosowalem je do identyfikacji wielkosci pojawiajacych sie w badaniu
prawdopodobienstw odchylen liczby matych podgraféw ponad wielokrotnosci
jej wartosci oczekiwanej w klasycznym, dwumianowym modelu grafu loso-
wego. Nieco inne techniki do badania tych prawdopodobienstw rozwineli
Janson, Oleszkiewicz i Rucinski w [11].

Technika oparta na semihiperkontrakcji pozwolita ulepszy¢ nieco wyniki
autoréw [11] w przypadku matych podgraféw bedacych np. gwiazdami lub
tréjkatami.

W ostatnim, czwartym rozdziale zajalem sie oszacowaniami momentéw i
ogonéw S =3 a;, i, X;, (1) Xi(j) w przypadku, gdy XZ-(T) sa symetrycznymi
zmiennymi losowymi z logarytmicznie wklestymi ogonami. (Jest to rowniez
przypadek chaoséw gaussowskich i chaoséw rademacherowych.) Doktadne
oszacowania (z doktadnoscia do uniwersalnych statych) na ogony i momenty
S nie sa znane gdy d > 3. Dla d = 1,2 (por. [15], [17]) mamy nastepujace

szacowania.
1
> ax®

[,

~  sup Z aixgl), (0.1)
x(l)GBI()l)

~ sup Z ;|
(1)€B(1) §
sup Z 7% /Z
<2>EB j

+ sup Z aijmg )3:5.2). (0.2)

sWeBfM 2 eB?

B;,l), Bff) sa pewnymi podzbiorami R", zdefiniowanymi za pomoca jednowy-
miarowych rozkladéw zmiennych X"
ych rozkladéw zmiennych X;.

Ostatnio Latata udowodnil takze oszacowania dla chaoséow gaussowskich

rzedu 3. W [18] udowodnione sa réwniez analogiczne oszacowania dla chaoséw
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rzedu d > 3 z dokladnodcia do czynnika max (1,Inp)* > .

Wezesniej Borell [2] oraz niezaleznie Arcones i Giné [1] otrzymali dokladne
oszacowania dla chaoséw gaussowskich, w ktorych wystepowaty jednak war-
tosci oczekiwane supreméw pewnych proceséw empirycznych. W rozdziale
czwartym uogdélnione sa ich wyniki na chaosy generowane przez symetryczne
zmienne losowe z logarytmicznie wklestymi ogonami. Uzylem w tym celu
podobnych metod jak autorzy [1], tzn. zjawiska koncentracji miary udowod-
nionego przez Talagranda w [21]. Zaadaptowalem tez kilka metod z [17].

W ostatnim podrozdziale rozdziatu 4. podalem oszacowania innego typu.
Wystepuja w nich momenty chaoséw generowanych tylko przez zmienne rade-
macherowskie i daja oszacowania p - tego momentu z dokladnoscia do czyn-
nika (max (1,1n p))dQ. Wydaje sie jednak, ze szacowanie chaoséw radema-
cherowych jest zdecydowanie bardziej zawila rzecza niz szacowanie chaosoéw
gaussowskich. W dowodach uzylem technik z [19].
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