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Niniejsza rozprawa poswiecona jest roznym aspektom wyszukiwania najbliz-
szych sasiadow, czyli obiektéw, ktore sa do siebie podobne. Techniki zwigzane
z wyszukiwaniem najblizszych sasiadéw sg stosowane w roznych obszarach,
w tym geometrii obliczeniowej, bazach danych, robotyce, sekwencjonowa-
niu DNA, automatycznym sprawdzaniu pisowni, klasyfikacji, klastrowaniu,
podobienstwie chemicznym, wizji komputerowej, wykrywaniu plagiatéw, syste-
mach rekomendacyjnych, marketingu wirusowym, sieciach spotecznosciowych,
kompresji danych, teorii kodowania i rozpoznawaniu wzorcow. Podstawowa
motywacja jest nastepujaca. Wiedza na temat danego obiektu moze zostac
znacznie poszerzona poprzez badanie obiektow, ktore sg do niego podobne
lub w jakis$ sposob z nim powigzane. Wyszukiwanie najblizszych sasiadow
umozliwia zidentyfikowanie takich obiektow. W zaleznosci od tego, co w danej
sytuacji rozumiemy przez ”"podobny” lub ”"powiazany”, mozna wprowadzi¢
odpowiednig definicje sgsiada.

Wsréd licznych kontekstow, w ktorych stosuje sie wyszukiwanie najblizsze-
go sasiada, w tej rozprawie skoncentrujemy sie na wyszukiwaniu podobienstw
(ang. similarity search) w przestrzeniach metrycznych i rozpowszechnianiu
informacji w sieciach spotecznosciowych.



Przestrzenie metryczne

W tym przypadku interesuja nas wydajne algorytmy wyszukiwania podo-
bienstw w przestrzeniach metrycznych. Dane wejsciowe sktadaja sie ze zbioru
punktéw w RY. Zbiér ten moze zostaé¢ wstepnie przetworzony (ang. pre—
processing) w celu zbudowania struktury danych, ktéra bedzie uzywana do
zapytan. Zapytanie sktada sie z pojedynczego punktu w R? a odpowiedzig,
jest najblizszy sasiad tego punktu, tj. punkt ze zbioru wejsciowego, ktory jest
najblizej punktu zapytania w danej metryce. W tej rozprawie rozwazamy
réwnowazny problem[’] w ktérym dla danego zbioru wejéciowego oraz promie-
nia R, tworzymy strukture danych odpowiadajaca na zapytania dotyczace
bliskiego sgsiada. Bliski sasiad to dowolny punkt ze zbioru wejsciowego, ktory
jest blizej niz R do punktu z zapytania.

Istnieje wiele zastosowan tego problemu. Rozwazmy na przyktad wyszuki-
wanie dokumentéw w Internecie. W fazie zapytania dostajemy dokument i
chcemy znalezé¢ rézne wersje tego samego dokumentu w sieci. Innym scenariu-
szem zwigzanym z wyszukiwaniem w Internecie jest znalezienie najbardziej
podobnego zdjecia do tego udostepnionego przez uzytkownika. Ponadto szero-
ki zakres aplikacji obejmuje wykorzystanie wyszukiwania sasiadow do celéw
klasyfikacji. Klasyfikacje danego obiektu uzyskujemy poprzez wyszukanie
sasiadow wsrod juz sklasyfikowanych obiektéw. Uzyskana w ten sposob in-
formacje mozna réwniez wykorzysta¢ do predykeji. Okreslone cechy obiektu
mozna przewidzie¢ na podstawie wiedzy o podobnych obiektach wykrytych
jako sasiedzi.

W tej pracy rozwazamy przestrzenie wysoko-wymiarowe i metryki £,,.
Naiwny algorytm zapytan polega na skanowaniu wszystkich punktow wej-
Sciowych i wybraniu bliskiego (najblizszego) sasiada. Jednakze, dla takiego
algorytmu czas zapytania jest liniowy ze wzgledu na licznosé zbioru wejsciowe-
go, co nie jest akceptowalne w wielu praktycznych zastosowaniach. W tej pracy
rozwazamy algorytmy, dla ktérych czas zapytania jest pod-liniowy ze wzgledu
na rozmiar zestawu wejsciowego: O(n?) dla v < 1. Ponadto zaktadamy, ze
wymiar przestrzeni punktéw jest wysoki, wiec ani czas wstepnego przetwa-
rzania, ani czas zapytania nie moga by¢ wyktadnicze ze wzgledu na wymiar
przestrzeni. Niestety nie ma obecnie struktur danych spetniajacych powyzsze
warunki. Co wiecej, istnienie takiego algorytmu byloby sprzeczne z silna

'Kazdy z probleméw mozna zredukowaé do drugiego z niewielkim zwiekszeniem zlozo-
nosci [5].



hipoteza czasu wyktadniczego (ang. strong exponential time hypothesis) [6].
W zwiazku z powyzszym w tej pracy rozwazamy problem c-aproksymowanego
bliskiego sasiada, w ktorym dla danego zapytania zamiast punktu odlegtego
o mniej niz R dopuszczamy zwrdcenie punktu odlegtego o mniej niz cR.
Problem c-aproksymowanego bliskiego sasiada zyskat wiele uwagi w litera-
turze badawczej [5] [7, 8, O, [10] 11, T2]. Znaczna cze$¢ rozwazanych algorytméw
spelnia probabilistyczne gwarancje typu Monte Carlo. W tej pracy skupiamy
sie na algorytmach, ktére spetniajg mocniejsze zalozenia typu Las Vegas.
Algorytmy prezentowane w tej rozprawie dzialaja dla metryk ¢, dla p €
[1,00]. Jednak najlepsze wyniki uzyskano dla 5. W szczegdlnosei dla ¢ <
2 i p = 2 przedstawiamy algorytm o niemal optymalnej ztozonosci czasu
przetwarzania zbioru wejéciowego réwnej O(d“~'n) i z czasem zapytania
1

réwnym O(d“~1 + dn '+ s 2)) dla € = ¢ — 1. Sa to, wedtug wiedzy autora,
najlepsze znane wyniki dla metryk euklidesowych z gwarancjami typu Las
Vegas.

Prezentujemy wiele wersji algorytmow, ktore umozliwiaja ptynne przejscie
pomiedzy optymalizowaniem czasu wstepnego przetwarzania i czasu zapytania.
W szczegdlnodcei przedstawiamy algorytm z efektywnym czasem zapytania
O(d“~1) i z czasem wstepnego przetwarzania réwnym p'tO(E o8 0) o wyniki
sg zblizone do najlepszych wynikéow uzyskanych przez algorytmy Monte
Carlo [11]E| Ponadto prezentujemy algorytmy dla dowolnego p € [1,00].
Niestety gwarancje algorytmoéw staja sie gorsze gdy p oddala si¢ od 2.

Zastosowane metody

Prezentujemy dwa podejscia do rozwigzania NNanE|

e LSH (ang. Locality Sensitive Hashing). W tym podejsciu uzywamy
funkcji haszujacych z gwarancjami typu Las Vegas, t.j. takich funkcji,
dla ktorych z prawdopodobienstwem 1 dwa “bliskie” punkty pozostaja
bliskie po zaaplikowaniu funkcji. Dodatkowo, z duzym prawdopodobien-
stwem, dwa “odlegte” punkty pozostang “odlegte” po zaaplikowaniu
funkcji. Innymi stowy, lokalne funkcje haszujace zgrubnie zachowuja

2 Dotyczy to zaréwno wersji z efektywnym czasem przetwarzania wstepnego jak i wersji
z efektywnym czasem zapytania.

3NNy, (¢, n) oznacza problem wyszukiwania c-aproksymowanego bliskiego sasiada bez
falszywie ujemnych wynikéw (ang. false positives) ze zbiorem wejSciowym wielkosci n.



odlegtos¢. Dzigki temu mozna ich uzy¢ do zmniejszenia wymiaru rozwa-
zanej przestrzeni, co pomoze nam zbudowac algorytm dla NNyg,.

e Metoda zliczania. W tym podejéciu kwantyzujemy nasza przestrzen
tak, aby wszystkie punkty miaty wspotczynniki catkowitoliczbowe. Po
kwantyzacji istnieje skonczona liczba mozliwych sasiadow dla punk-
tow wejsciowych. Mozemy przechowywaé kazdy z nich, co daje prosty
algorytm dla NNyg,.

W celu poprawienia wynikéw, obie techniki taczymy z redukcja wymiaru
danej przestrzeni do O(logn). Ta operacja dodaje czynnik O(d/logn) do
ztozonodci, ale pozwala nam korzystaé z algorytmoéow wyktadniczych ze wzgledu
na wymiar. Pokazujemy, jak zredukowaé¢ NNy, (¢, d) w €4 do d/logn instancji
NNy (O(c), O(logn)). Redukcja opiera si¢ na znanym lemacie Johnsona-
Lindenstraussa [13]. Wprowadzamy d/logn odwzorowan liniowych, z ktérych
kazde zmniejsza wymiar pierwotnej przestrzeni. Kazde odwzorowanie zgrubnie
zachowuje dtugo$é¢ wektora i dodatkowo co najmniej jedno z nich jej nie
zwigksza. Wtasciwos¢ nie zwigkszania dtugosci wektora jest tu istotna. Dla
dwoch “bliskich” wektoréw x,y € R%: ||z —y||2 < 11 przeksztatcenia liniowego
A, Az i Ay sa “bliskie” wtedy i tylko wtedy, gdy ||Az—Ay||2 = [|A(z—y)|l2 < 1,
wiec A odwzorowuje “maty” wektor x — y, na “maty” wektor A(x — y).

Nastepujacy wniosek zawiera kluczowe wyniki dla redukcji wymiarow.
Pokazujemy, ze kazdy przypadek problemu bliskich sasiadéow moze by¢ zredu-
kowany do matej liczby instancji o wymiarze logarytmicznym ze wzgledu na
liczbe punktéw wejsciowych.

Whniosek. Dia kazdego 1 < o < ¢ i ylogn < d, NNy, (¢, d) moze byé zredu-

kowane do O(d/(ylogn)) instancji NNy, (a, ylogn), gdzie v < %

dla zadanego parametru v € [0,1) i:
query(c,d) = O(d® +n” +d/(ylogn) query(a,ylogn)),
preproc(c, d) = O(d*~'n + d/(ylogn) preproc(a, ylogn)).

Jezeli zapytania sq dostarczane w paczkach o wielkosci d, to ztoZonosc¢ obli-
czeniowa zapytania wWyYnosi:

query(c,d) = O(d*~" +n” 4+ d/(ylogn) query(a,~ylogn)).

Parametr v pozwala nam osiggna¢ rézne kompromisy pomiedzy ztozonoscig
czasu zapytania a wymiarem przestrzeni wynikowej. Jesli v = 0, ztozonosé
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obliczeniowa zapytania (cze$¢ zalezna od algorytmu redukcji wymiaru) nie
zalezy od n. Jesli v jest zblizony do 1, czas zapytania jest prawie liniowy ze
wzgledu na n, a wymiar przestrzen wynikowej jest staty. Powyzszy wniosek
bedzie przez nas uzywany do budowania wydajnych algorytmow dla NNy, .

W pracy pokazujemy kolejne redukcje, ktore pozwalaja nam rozluz-
ni¢ ograniczenie dla ¢ = w(y/loglogn). Rozszerzamy redukcje, korzysta-
jac z wielu rodzin funkcji haszujacych. Prowadzi to do rozwigzania inte-
resujacego podproblemu c-najblizszych sasiadéw w (R¥)E, dla iloczynu [,
product(z) := max;<;<r||®il|2 1 indukowanej metryki. Ta norma jest znana w
literaturze i zostala oznaczona jako maxr — produkt lub [, —product. Pokazu-
jemy, ze szukanie najblizszych sasiadow [,,—product moze by¢ rozwiagzane za
pomoca odpowiedniej rodziny funkcji LSH. Ponadto, aby pokazaé¢ wlasciwosci
funkcji haszujacych, badamy szacowania miar anty-koncentracji (ang. anti—
concentration bounds), co prowadzi do ciekawych probleméw geometrycznych.
W szczegolnosci pokazujemy optymalne, z doktadnoscia do matej stalej, osza-
cowanie dla pola powierzchni czaszy kuli. Dowodzimy, ze dla x,y bedacych
losowymi punktami z SU=Y P[| (z,y) | < a] mozna interpretowaé jako pole
powierzchni czaszy kuli. Pokazujemy, ze P[| (x,y) | < a] < an/d i twierdzimy,
ze ta nieréwnos¢ jest optymalna z doktadnoscia do statego czynnika.

W podejsciu zliczajgcym przegladamy wszystkie punkty i rozwazamy
NNy w domenie catkowitoliczbowej. W domenie catkowitoliczbowej istnieje
skonczona liczba punktéw, ktore moga by¢ sasiadami punktéw ze zbioru
wejsciowego. Naiwny algorytm bedzie przechowywat wszystkich sasiadéw w
stowniku. Zapytanie sprowadza si¢ wtedy do pobrania wtasciwej odpowiedzi ze
struktury danych. Mimo ze przechowywanie wszystkich mozliwych rozwigzan
jest wyktadnicze ze wzgledu na wymiar przestrzeni, to dzigki redukcji wymiaru
mozemy uzyska¢ algorytm wielomianowy, co umozliwia nam konstruowanie
algorytmu dla dowolnego ¢ > 1 dla /. Uzywajac standardowych rzutowan
pomiedzy normami ¢,, mozemy uzyska¢ wyniki dla dowolnego p € [1,c0].
Zastosowanie podejscia zliczajacego daje najlepsze wyniki dla NNy, ktore
sg przedstawione w tej rozprawie.



Wstepne przetwarzanie Zapytania
szybkie )
przetw. wstep. O(d“~'n) O(d“™! + dn'+ot@ies! )
c<2 (%
szybkie zapytanie 1O log 1) O(d*~1 + n?)
c<2(*
szybkie
przetw. wstep. O(d“~'n) O(d + dno(k%gc))
c>2 (")
Szyik;e ;a(iﬁt)ame O(d*~n + dn"tUese) [ log n) O(d“~ +nv)

Tabela 1: Ztozonosci algorytmu dla NNy, dla metody zliczajacej dla p = 2.
Mamy € = ¢ — 1 i v parametr wejéciowy.

Podsumowanie wynikéw

Tabela[l| podsumowuje wyniki dla metody zliczajacej dla p = 2 Rozrézniamy
przypadki dla ¢ > 2 i ¢ < 2 oraz szybkiego zapytania i szybkiego wstepne-
go przetwarzania. W wersji z szybkim wstepnym przetwarzaniem ztozonosé
obliczeniowa wstepnego przetwarzania wynosi O(nd“~!) i jest bardzo zblizo-
na do optymalnego czasu réwnego O(nd). W wersji z szybkim zapytaniem
przedstawiamy ztozono$¢ w zaleznosci od parametru v. Gdy v = 0, ztozonos¢
zapytania jest rowna O(d*), i jest zblizona do optymalnej wartosci O(d).
Wyniki przedstawione w Tabeli [1| dla ¢ > 2 mozna uogélni¢ na dowolne
p € [1,00], co jest przedstawione w Tabeli 2] Jesli p = 2, otrzymamy wy-
niki tozsame z tymi przedstawionymi w Tabeli [1, Wyniki te stopniowo sie
pogarszaja kiedy p oddala sie od 2. Jednakze, dla p # 2, dla wersji szybkiego
przetwarzania wstepnego, ztozonos¢ przetwarzania wstepnego jest nadal bli-
ska optymalnej. Analogiczne twierdzenie jest prawdziwe rowniez dla wersji z
szybkim zapytaniem, ztozonos¢ obliczeniowa zapytania jest bliska optymalne;j.
Nasze algorytmy sa poréwnywalne z najlepszymi algorytmami z gwaran-
cjami Monte Carlo. W szczegdlnodci, w wersji z szybkim czasem przetwarzania
wstepnego, czas przetwarzania wstepnego jest réwny (’)(nd”_l) a czas zapy-
tania jest rowny O(d“~! + dn1=0O(clog™" %)). Podczas gdy najlepsze wyniki z

4 W podsumowaniu skupiamy sie na metodzie zliczajgcej poniewaz daje lepsze wyniki
niz LSH.



Wstepne przetwarzanie Zapytania

szybkie wstepne przetw.

¢ > 2dIM/2=1l (%) O(d“~n) O(d*~" + dn®@)

szybkie zapytanie

¢ > 2dl1/2- sl (%) O(d*~'n +dn't 9 [logn) | O(d™" +n”)

Tabela 2: Wyniki dla techniki zliczajacej p € [1,00]. @ = loge — |1/2 —
1/p|logd.

gwarancjami Monte Carlo [I1] osiagaja czas zapytaniaO(d + nl_O(EQHO(I))
oraz czas wstepnego przetwarzania O(dn + n1+0(1)).

W wersji z szybkim czasem zapytania nasz algorytm z gwarancjami typu
Las Vegas ma zlozono¢ zapytania rowng O(d“~!) oraz ztozono$é wstepnego
przetwarzania réwna n®1/<*1051/9) 7 kolei najlepsze wyniki z gwarancjami
typu Monte Carlo [T} [10] maja czas zapytania réwny n°) oraz czas wstepnego
przetwarzania rowny n©(/<)+o() dla [11] lub czas zapytania réwny O(d log d+
log® n) oraz czas wstepnego przetwarzania réwny n@1/<) dla [10].

Czes¢ prezentowanych wynikéw byta efektem pracy zbiorowej i zostata
wczesniej opublikowana. Wyniki dla ¢ = Q(\/a) byty wynikiem zbiorowej pracy
i zostaly opublikowane w [1]. Ulepszone wyniki dla ¢ = Q(y/loglogn) zostaty
opublikowane w [2]. Wszystkie pozostate algorytmy i dowody algorytméw dla
dowolnych ¢ > 1 nie zostaly do tej pory opublikowane. Wyniki te nie tylko
ostabiaja ograniczenia na c, ale takze poprawiaja ztozonos¢ algorytmow.

Sieci spotecznosciowe

W tym dziale rozwazamy problem najblizszych sasiadéw z innej perspektywy.
Badamy sieci spotecznosciowe w konteksécie rozpowszechniania informacji lub
alternatywnie rozpowszechniania sie plotek. W tym kontekscie sasiedzi nie
muszg by¢ do siebie podobni, sg natomiast zwigzani w nastepujacy sposéb.
Sasiadem uzytkownika A jest uzytkownik, ktéry gotow jest rozpowszechniaé
informacje opublikowane przez uzytkownika A. Ta relacja jest asymetryczna i
nie moze by¢ bezposrednio zredukowana do przypadku przestrzeni metrycz-
nej przedstawionej w poprzednim dziale. Sasiedztwem danego uzytkownika
nazywamy zbior jego sasiadow, to jest zbiér uzytkownikoéw, ktorzy z duzym
prawdopodobienstwem beda rozpowszechniaé¢ jego wiadomosci.
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Typowym zastosowaniem do obliczania sasiedztwa jest optymalizacja mar-
ketingu wirusowego. Celem jest wybranie mozliwie niewielkiej liczby osob
wplywajacych na sie¢ (ang. influencer), tak aby zmaksymalizowaé liczbe
uzytkownikéw, do ktérych docieraja tresci marketingowe. W szczegolnosci
interesujace jest badanie dynamiki kaskad informacyjnychﬂ Dla danego mo-
mentu w czasie szacujemy szanse, ze dana kaskada bedzie bardzo duza, np.
na podstawie dynamiki jej wzrostu.

Kluczowe dla obliczania sasiedztw jest zrozumienie procesu rozpowszech-
niania sie informacji. Modelowaniu tego procesu poswiecona jest w gtownej
mierze ta czes¢ pracy. Przedstawiamy wyniki, ktore uzyskalismy w modelo-
waniu procesu w rzeczywistych sieciach spotecznosciowych, jak rowniez w
grafach losowych.

Modele w rzeczywistych sieciach spotecznos$ciowych

W tej czesci badamy znane modele i ich adekwatnos$é do sieci Twittera [14].
W szczegblnosei rozwazamy model (zainfekowany, podatny, zdrowy) (ang.
Susceptible, Infected, Recovered — S]R)H Ponadto proponujemy metode po-
rownywania modeli rozprzestrzeniania sie plotki. Dla danego modelu wska-
zujemy wartos¢ liczbowa, ktora ocenia jak bardzo dany model rézni si¢ od
stanu rzeczywistego. Argumentujemy, ze wtadciwym sposobem pordéwnywania
réznych modeli rozpowszechniania informacji jest test Kolmogorova—Smirnova
(KS test). KS test mierzy odlegto$¢ miedzy rzeczywistym rozktadem kaskad i
rozktadem generowanym przez model rozpowszechniania informacji.
Ponadto proponujemy nowe modele, ktére lepiej pasuja do rzeczywistego
rozktadu wielkosci kaskad: model exp—STR i model wielu Zrodet. W modelu

5Kaskada sklada sie ze wszystkich uzytkownikéw, ktérzy rozpowszechnili dana informacje.
Kaskada jest pewnym przyblizeniem sasiedztwa, sasiad uzytkownika A, to uzytkownik,
ktéry czesto znajduje sie w kaskadach ktére rozpoczynaja sie w A.

6 W tym modelu plotka zaczyna sie od jednego zainfekowanego wezta. Kazdy zainfeko-
wany wezel moze zainfekowaé kazdego ze swoich podatnych obserwatorow z pewnym stalym
prawdopodobienstwem, a nastepnie przechodzi do stanu zdrowego. Proces powtarza sie, az
wszystkie zainfekowane wezly zmienia sie w zdrowe. Istnieja rézne warianty tego modelu.
W modelu podstawowym kazdy wezel moze infekowaé¢ dowolny inny wezel. Rozszerzenie
tego algorytmu umozliwia infekowanie tylko weztéw, ktére sa potaczone w danym grafie.
Inne warianty tego algorytmu definiuja rézne reguly infekcji. Zainfekowany wezel moze
na przyklad zainfekowaé kazdego z podatnych sasiadéw niezaleznie z pewnym stalym
prawdopodobienstwem. W innym podejsciu, zainfekowany wezel moze zarazi¢ wszystkich
podatnych sasiadéw naraz z pewnym stalym prawdopodobienistwem.
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Rysunek 1: Poréwnanie rozktadéw wielkosci kaskad dla réznych modeli. W
modelu STR obserwujemy nadreprezentacje kaskad wigkszych niz 1000.

exp-SITR uwzgledniamy fakt, ze bliski zwiazek z osoba ktéra wytworzyta
informacje zwigksza szanse rozpowszechnienia tej informacji. W modelu wielu
Zrodet zaktadamy, ze informacje moga by¢ rozpowszechniane poza badang
siecig: przez kontakt osobisty, telewizje, radio, gazety, telefon itp. Pokazujemy,
ze oba modele unikaja problemu nadreprezentacji duzych kaskad, ktory byt
obecny w poprzednich modelach oraz ze rozktad kaskad generowany przez te
modele jest znacznie blizszy rzeczywistemu (zob. Rysunek ) Podsumowanie
wynikéw testu KS dla réznych modeli znajduje si¢ w Tabeli [3]

Tabela 3: Wyniki testu KS pomiedzy rzeczywistym rozktadem wielkosci kaskad
a rozktadem uzyskanym w danym modelu.

Model K-S test
SIR 0.0447
exp-SIR 0.0207
multi-source | 0.0116

Rozpowszechnianie informacji w grafach losowych.

W dalszej czesci pracy badamy teoretyczne wtasciwosci znanych proceséw
rozpowszechniania informacji w grafach losowych. Rozwazamy acykliczny
skierowany graf Erdésa-Rényi [15] i pokazujemy podstawowe wiasciwosci
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modelu SIR w tym grafie. Acykliczny graf Erdosa-Rényi jest konstruowany
w nastepujacy sposob. Zaldézmy, ze wierzchotki grafu sg oznaczone liczbami
naturalnymi od 1 do n. Skierowany acykliczny graf Erdésa-Rényi jest losowym
grafem, dla ktérego kazda krawedz (i, j) dla i < j jest probkowana niezaleznie z
prawdopodobienstwem p. Za pomocg tego mechanizmu probkowania mozemy
wytworzy¢ dowolny skierowany graf acykliczny. Analizujemy podstawowy
model rozpowszechniania informacji w skierowanych acyklicznych grafach
Erddsa-Rényiego. Pokazujemy, ze te modele spetniaja podstawows wtasnosé
rzeczywistych kaskad: rozktad rozmiaréow kaskad speilnia prawo potegowe.
Ponadto pokazujemy podstawowe wtasciwosci rozwazanych grafow losowych.
W ponizszym twierdzeniu wykazujemy, ze rozktad stopni w grafach Erdosa-
Rényiego jest w przyblizeniu jednostajny.

Twierdzenie. Zalozmy, ze X to rozklad stopni w n—wierzchotkowym skiero-
wanym acyklicznym grafie Erdds—Rényiego z prawdopodobienstwem krawedzi
p, wtedy:

LPX=I<+

pn’
2. IED[X:Z]}QP%H dla l < p(n—1),
3. PIX =1 < 222 g = (1 p(n— 1) i e >0,

pn

62
4o PIX =1 > 22200 g = (1 - e)p(n—1) i 1> e > 0.

Rozktad stopni jest kluczows wtasciwoscig charakteryzujaca graf.

Najwazniejszym wynikiem tej czesci rozprawy jest scharakteryzowanie
rozktadu kaskad w losowo skierowanym acyklicznym grafie Erdésa-Rényiego.
Niech s, bedzie prawdopodobienstwem, ze rozmiar kaskady w modelu STR
wynosi k, przy zatozeniu, ze kaskada zaczyna sie od losowego wierzchotka w
n-wierzchotkowym skierowanym acyklicznym grafie Erdos-Rényiego. Ponizsze
twierdzenie daje asymptotyczne wartosci s, ; dla duzych n

Twierdzenie. Niech p bedzie parametrem skierowanego acyklicznego grafu
Erdésa-Rényiego, o mniech bedzie parametrem modelu SIR oraz =1 — ap,
wtedy spp ~ (n(1— F))71.

Dla matych ap powyzsza warto$é¢ jest w przyblizeniu réwna (napk)™t, co
implikuje rozktad potegowy.
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Wiyniki przedstawione w tej czesdci rozprawy stanowia wynik pracy zbioro-

. Wyniki dotyczace modelowania rozpowszechniania informacji na Twitte-

zostaly przedstawione w [3]. Wyniki dotyczace rozktadu kaskad w grafach

losowych zostaly przedstawione w [4].
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