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Moja rozprawa doktorska sktada sie z dwu czesci, ktore sa blisko powigzane
tematycznie. Obie czesSci dotycza zagadnien zwiazanych z szeroko rozumiana
teorig $rednich w analizie matematycznej. Pierwsza czesé traktuje o srednich
quasi-arytmetycznych (termin ten wprowadzony zostal przez Kolmogorowa w
roku 1930), druga natomiast dotyczy witasnosci Hardy’ego $rednich (wlasnosé
wywodzaca sie w prostej — choé mocno rozciagnietej w czasie — linii od klasycznej
nierownosci Hardy’ego z roku 1920 zachodzacej dla czesci srednich potegowych).

Idea §rednich quasi-arytmetycznych najpierw tylko migneta w pionierskiej
pracy Knoppa [12]; niedtugo pozniej zostata zmaterializowana do konca w trzech
pracach z poczatku lat 1930-ch [7, 14, 20]. Srednia taka definiuje si¢ dla dowolnej
ustalonej funkcji ciaglej i $cisle monotonicznej f: U — R, U — przedzial. Na
n > 1 weztach (a1, ag, ..., a,) € U™ z odpowiadajacymi im dodatnimi wagami
(w1, wa, ..., wy), Y i w; =1, wynosi ona
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Srednie quasi-arytmetyczne stanowia naturalne uogoélnienie érednich potego-
wych (nazywanych tez czasami srednimi Holdera)
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gdzie a € (0,400)" dla pewnego n € N, w; > 0, Y1, w; = 1 — tego wlasnie
mozna doczytaé sie we wspomnianej wyzej pracy [12].

Jednak sama ich idea jest gleboka: Kolmogorow w [14] odtwarza funkcje
generujacy dang $rednia quasi-arytmetyczng uzywajac tylko kilku podstawo-
wych wtasnosci $rednich per se. Jego dowod, bardzo konstruktywny, pozwala
odtworzy¢ [jedna z wielu dopuszczalnych| funkeji f tylko na podstawie warto-
sci f7H(L Y f(a;)) dla réznych n € N oraz a € U". Wiele wynikéw znanych
wezesniej dla $rednich potegowych przenosi sie (czasami szybko, a czasami ze
sporymi trudnosciami) na — o wiele szersza od potegowych — rodzine srednich
quasi-arytmetycznych (czasem pisanych skrotowo: Q-A).

W czesci pierwszej rozprawy (rozdzialy trzeci i czwarty) dowodzone sa (a) fakty
dotyczace skal tworzonych przez liczne rodziny srednich Q-A (rodziny brane z



dokladnie analitycznie opisanej klasy rodzin), oraz (b)nowe oszacowania roz-
nic miedzy $rednimi quasi-arytmetycznymi pochodzacymi od réznych funkcji
generujgeych (takie okreslenie przyjeto sie dla funkeji f wystepujacej w defini-
cji powyzej). Wyniki te nawiazuja do i wzmacniajg rezultaty uzyskane wezesniej
wspolnie przez Cargo oraz Shish¢ w pracach [5] oraz [6]. Ponadto bardzo istotna
role w badaniach przedstawionych w tej czesci rozprawy odgrywa rezultat uzy-
skany jeszcze znacznie wezesniej przez Mikusiriskiego [18] (co ciekawe, rezultat
znany byl w tamtym czasie takze Lojasiewiczowi, patrz [18, przypis 2]).

Uwaga. Rozdzial trzeci dos¢ wiernie odpowiada opublikowanej juz pracy [25],
za$ rozdzial czwarty odpowiada pracy [26], ktora zostala wystana do czasopisma.

Czesé druga rozprawy (rozdzialy szosty i siodmy) poswiecona jest badaniu
tak zwanej wlasnosci Hardy’ego $rednich. W 1920 roku G. H. Hardy, [11], po-
kazal dla $rednich potegowych P,, ze dla kazdego p € (0,1) mozna wskazaé
staly ¢, taka, ze >0 Pplai,...,a,) < cp oo, a, dla dowolnego a € I'(Ry).
Podat on réowniez dowod ze stala ¢, = (p — p?)~1/P oraz postawil hipoteze, ze
najlepsza (najmniejsza) stala w tej nier6wnosci (przy podanym wyzej zakresie
zmiennosci wyktadnika p) jest ¢, = (1 — p)_l/ P (to sformulowanie wspolcze-
sne; jezyk w [11] byt troche inny). Hipoteza ta zostala udowodniona rok pozniej
przez Landaua. (W prywatnym liscie do Hardy’ego [16], potem upublicznionym.
Oficjalna publikacja [17] jest az o pie¢ lat pozniejsza.) Jeszcze dwa lata pozniej
Carleman [3] pokazal, ze " | Po(aq,...,an) < ey .., a, oraz, ze stala e jest
tu juz najlepsza. Z kolei w 1928 Knopp [12] rozszerzyt nieréwnosci Hardy’ego
i Carlemana na ujemne wykladniki p, dajac od razu najlepsza mozliwa stala
w oszacowaniu — w dalszym ciagu okazala si¢ nia by¢ ¢, = (1 — p) "V, teraz
rozumiana dla p < 0. Mozna tu zauwazy¢, ze graniczna wartoscia wyrazenia
(1- p)’l/p przy p — 0 jest wlasnie e. Knopp zamknal tym samym problem
wyznaczenia optymalnych wartosci statej w nier6wnosci Hardy’ego dla $rednich
potegowych. (Latwo sprawdzié, ze dla p > 1 érednie potegowe P, nie spelniaja
analogicznej nieré6wnosci przy jakiejkolwiek stalej; juz srednia arytmetyczna P,
nie daje szans na nieréownos¢ tego typu.)

Omowiona wyzej wlasnosé, ktorag maja Srednie potegowe P, przy p < 1,
zostala eksplicite nazwana dopiero w roku 2004 w pracy [24]. Mianowicie, mowi
si¢ obecnie, ze srednia A: (J7—, U™ — Ry, gdzie U jest przedzialem, inf U = 0
oraz 0 ¢ U, ma wltasno$é Hardy’ego jesli istnieje taka stala c, ze

o0 o0
Zﬂ(al, s an) < cC Z an dla dowolnego a € I'(U) .
n=1 n=1

Uwaga. Czesto $rednie majace wlasnos¢ Hardy’ego nazywa sie krotko ’Srednimi
Hardy’ego’. Tak wiec, uzywajac juz tej skréconej formy, srednia potegowa P,
jest Hardy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy p < 1. Wydaje sie naturalnym bada-
nie wlasnosci Hardy’ego dla réznych rodzin $rednich — temu przeciez stuzy tak
ogolna definicja. Daje nam ona pewien rodzaj kryterium pordéwnawczego ($red-
nia mniejsza od pewnej sredniej Hardy’ego jest Hardy’ego; $rednia wieksza od
pewnej Sredniej niebedacej srednia Hardy’ego nie jest Hardy’ego). Kryterium to
(w nieznacznie tylko ogolniejszej postaci) zostato sformutowane w [24] 1 wyko-
rzystane do rozstrzygniecia posiadania tej wlasnosci przez wiele $rednich innych
niz potegowe.

Bardzo wazna praca w rozwoju teorii $rednich Hardy’ego (pamietajmy, ze
jeszcze bardzo dlugo — ponad 70 lat — nie nazywanych tak oficjalnie!) jest praca



Mulhollanda [19]. Podany jest w niej pewien konkretny warunek jednoznacznie
charakteryzujacy $rednie Hardy’ego w ogromnej rodzinie $rednich Q-A. Do dnia
dzisiejszego jest to jeden z najogdlniejszych rezultatéw w teorii Srednich!

W tym miejscu warto podkresli¢, ze — pomimo klasycznosci sformutowan —
problem bycia [przez $rednia| srednia Hardy’ego pozostaje dla wiekszosci z nich
wciaz nierozwiazany. I to pomimo tego, ze od lat 1920-ch pojawily sie liczne
wyniki dotyczace srednich Hardy’ego. (Szeroko i przystepnie traktuja o tym
prace przegladowe [29, 8, 21| oraz niedawna ksiazka [15].) W ten wlasnie nurt
wpisuja sie $wieze rezultaty zawarte w drugiej czesci rozprawy.

Dokladniej, w rozdziale széstym (odpowiadajacym pracy [27]) podana jest
zaawansowana proba scharakteryzowania srednich Hardy’ego w bardzo natural-
nej tréjparametrowej rodzinie, uogélniajacej jednoparametrowa rodzine pote-
gowa, zaproponowanej w roku 1971 przez Carlsona, Meany’ego oraz Nelsona.
Natomiast w rozdziale siodmym (odpowiadajacym pracy [28]) po pierwsze: w
pelni scharakteryzowana jest wlasnos¢ Hardy’ego wsrod srednich Giniego ([9]),
i jest to rozwiazanie problemu postawionego przez Palesa oraz Perssona w roku
2004 w [24]. Po drugie za$, jest tam podana pela charakteryzacja wlasnosci
Hardy’ego dla tzw. produktow Gaussa srednich potegowych.

Obie prace [27] i [28] sa juz przyjete do druku.
Ponizej, w dwu kolejnych sekcjach bardziej szczegdélowo opisane sa wyniki
rozprawy dotyczace §rednich quasi-artytmetycznych oraz srednich Hardy’ego.

1 Srednie quasi-arytmetyczne

Srednie quasi-arytmetyczne zostaly zaproponowane na poczatku lat 1930-ch w
trzech niezaleznych pracach [7, 14, 20]. Przypomnijmy, ze jesli f: U — R jest
funkcja ciagly i Scisle monotoniczng, natomiast U jest przedziatem, to srednig
quasi-arytmetyczna generowang przez f okresla sie wzorem

My (a,w) = 7t (Z wz‘f(%‘)) )

gdzie a € U™ sa weztami, natomiast w; > 0 spelniajace warunek > w; = 1 sa
wagami. Doktadna dziedzina funkcji 9 jest nieoczywista — jest to

o0 n
U U™ x {w € (0,1)": sz = 1}.
n=1 i=1
Czesto przyjmuje sie w uproszczeniu wy = wg = -+« = Wy, = % i dziedzing jest

wtedy (J;2, U™ (tzn. jest ona wtedy dokladnie taka sama jak wymieniana w
kontekscie $rednich Hardy’ego).

Srednie te stanowia naturalne uogoélnienie §rednich potegowych. Zostalo to
zaanonsowane przez Knoppa pod koniec lat 1920-ch w [12]. W rzeczywistosci ro-
dziny te sa tak blisko zwiazane, ze klasyczny dowod nieréwnosci miedzy $rednimi
potegowymi korzystajacy z nieréwnosci Jensena mozna w przejrzysty i w pelni
kontrolowany spos6b przeniesé na liczne rodziny $rednich quasi-arytmetycznych.
Zanim wiecej o tym, zatrzymajmy sie przy wspomnianej monotonicznosci ze



wzgledu na indeks (wykladnik) samych $rednich potegowych i zobaczmy, jak ta
monotonicznosé przejawia sie w ... geometrii trapezéow.

Pomyslmy przez chwile o trapezie o bokach dlugosci a i b, a # b, oraz wy-
sokosci h, majacym pole P = hPy(a,b). (Tu i dalej uzywamy tylko klasycznych
wag wy = wg = %) Niech trojkaty przy jego podstawach utworzone przez jego
przekatne maja pola, odpowiednio, P, i P,. Z kursu geometrii pamietamy jesz-
cze, ze wtedy P, + P, > %P, albo piszac inaczej:

1
’Pl(Pa,Pb) > ZP =

1 1
= P%(Pavpb) = Zhlpl(a’a b) > th—l(aab)
= Po(Pa, Pp) .

(Pierwsza rownosé powyzej jest ¢wiczeniem na zastosowanie twierdzenia Talesa;
ostatnia rowno$¢ jest wnioskiem z wzoréw eksplicite na pola P, i P,.)

Tak wiec, w klasycznej geometrii trapezéw przejawiaja sie zaréwno nierdw-
nosci Py < 'P% < Py, jak tez P_1 < Pq.

Wracajac do $rednich Q-A, niech teraz U bedzie przedzialem, f, g: U —
R beda funkcjami cigglymi i $cisle monotonicznymi. Niech przy tym f bedzie
funkeja rosnaca (zalozenie to nie ogranicza ogélnosci, gdyz, jak tatwo sprawdzié,
My = M_¢). Wowczas rownowazne sa: (i) My (a, w) > My(a, w) dla dowolnych
a, w, (i) fog~! jest funkcja wypukta.

Dodatkowo, przy naturalnych zalozeniach dotyczacych gladkosci i korzysta-
jac z nieréwnosci Jensena, otrzymuje sie od razu trzecig wlasnosé réwnowazna
(iii) Af(z) > Ay(z) dlaz € U, gdzie Ap := f"/f'.

Oto6z istotne wzmocnienie obserwacji (iii) przedstawil niedlugo po wojnie
Mikusinski:

Twierdzenie 1 ([18]). Niech U bedzie przedzialem, f, g: U — R beda funk-
cjami dwukrotnie rozniczkowalnymi, f/-g’ # 0 wszedzie w U. Wowczas nastepu-
jace warunki sa rownowazne: (a) My (a, w) > My(a, w) dla wszystkich a oraz w,
przy czym réwno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a jest wektorem statym,
(b) Ay > A, na gestym podzbiorze U.

Twierdzenie to, pomimo swojej klarownosci i sity ekspresji, jest mato spopu-
laryzowane w literaturze dotyczacej srednich. Czesto przytaczane jest ono tylko
w uproszczonej (i anonimowej) wersji jako rownowaznos$é warunkow (i) oraz (iii).

Szacowanie réznic miedzy Srednimi

W latach 1960-ch w pracach [5, 6] rozwazano kwestie zwigzane z szacowaniem
roznicy miedzy dwiema srednimi quasi-arytmetycznymi. W tym celu Cargo oraz
Shisha zaproponowali nastepujaca metryke w zbiorze wszystkich srednich Q-A
generowanych przez funkcje na ustalonym przedziale:

p(My, M) = sup{|Ms(a, w) — My(a, w)| : a, w dopuszczalne}.

1Operator A zastuguje na wlasng nazwe. W ukladach dynamicznych jest to nieliniowosé
danej funkcji. W matematyce finansowej jest to przeciwnos$é tzw. indeksu Arrowa-Pratta.



Podali oni réwniez kilka gérnych oszacowan dla tej metryki, m.in. klasyczny
juz obecnie wynik mowiacy, ze p(My,My) < 2-wi-1(||f — gll) (Wi(:) jest tu
modulem cigglosci funkeji h).

W rozdziale trzecim rozprawy (odpowiadajacym pracy [25]), korzystajac z
wynikow [5, 6], dla srednich generowanych przez funkcje spelniajace pewne wa-
runki dotyczace gltadkos$ci udowodnitem

Twierdzenie 2. Niech U bedzie przedzialem, f, g: U — R beda funkcjami
klasy C? takimi, ze f’ - ¢’ nie zeruje sie nigdzie w U. Wéwczas

PN, M) < |U]exp(2 [ Ay],) - sinh (2]} 4, — A7, )-

Niedtugo po publikacji pracy wynik ten zostal przeze mnie jeszcze wzmoc-
niony. Jest on przedstawiony w sekcji 4.3.1 rozprawy i brzmi jak nastepuje

Twierdzenie 3. Niech U bedzie przedzialem, f, g: U — R beda funkcjami jak
wyzej. Wowczas

PN, M,) < U] exp [ Ayl - (expllAs — 44, — 1),

gdzie ||ul], := SUP, pers

ff u(a:)dx’

Rozdziat 4, w calosci inspirowany problemem przedstawionym w roku 2013
przez Palesa, [22], oprocz powyzszego Twierdzenia 3, zawiera twierdzenie pozwa-
lajace na oszacowanie odleglosci dla srednich, ktorych generatory nie sa funk-
cjami gtadkimi. Wynik ten jest wyrazony w terminach wprowadzonego przez
Palesa w [23] operatora Py(z,y,z) := % Dokladniej, w rozdziale tym

udowadniam

Twierdzenie 4. Niech U bedzie przedzialem, f, g: U — R beda funkcjami
cigglymi, §cisle monotonicznymi. Niech A, := {(z,y,2) € U3: |z — 2| > a}.
Wowczas, jesli || Py — Pg”Lw(Aa) < 1 dla pewnego a > 0 to p(Mi;, M,) < a.

Pojecie skali

Innym kierunkiem badan rozwijanym w rozprawie jest uogélnianie klasycznego
faktu znanego dla $rednich potegowych, mowiacego, ze dla dowolnego ustalo-
nego wektora argumentéw, przy przebieganiu parametrem wszystkich wartosci
rzeczywistych otrzymuje sie wszystkie warto$ci posrednie pomiedzy najmniejsza
i najwieksza sktadowa wektora (bez straty ogolnosci mozna zaktadaé, ze wraz ze
wzrostem argumentu wartosci srednich rosna). W rozprawie podjeta jest proba
rozstrzygniecia, przy uzyciu, jak sie wydaje, nietrywialnych metod, kiedy dana
rodzina érednich Q-A posiada wymieniona wyzej wlasnosé, tzw. wlasnosé skali?.
Doktadniej, w rozdziale trzecim (odpowiadajacym pracy [25]) znajduje sie udo-
wodnione przeze mnie

Twierdzenie 5. Niech I, U beda przedzialami otwartymi, (kq)acr bedzie ro-
dzina funkcji klasy C?, ko: U — R, k!, # 0 wszedzie w dziedzinie U dla o € I.
Wowczas

2Definicja skali jest bardzo trudna do doktadnego zlokalizowania w literaturze. W klasycz-
nej monografii P. S. Bullena wystepuje ona w kilku miejscach jedynie implicite [2, str. 269,
299, 323, 364].



e jesli I 5 a — A, (z) € R jest rosnaca i 1-1 dla x z gestego podzbioru U
oraz jest ,na” dla kazdego = € U, to (M}, )aer jest rosnaca skala na U;

o jesli (M )acrs jest rosnaca skala na U, to istnieje gesty podzbior X C U
taki, ze I 3 a — Ap_(x) € R jest rosnaca, 1-1 oraz ,na”’ dla kazdego
reX.

Chciatbym w tym miejscu podkresli¢, ze oba warunki podane w Twierdzeniu
5 w sensie logicznym ‘sie rozjezdzaja’. Pierwszy z nich (dostateczny dla bycia
skala) brzmi: [rozwazane tam| przeksztalcenie jest ,na” dla dowolnego z € U.
Drugi natomiast (konieczny dla bycia skala) mowi tylko, ze musi ono by¢ ,na”
dla z z (pewnego) gestego podzbioru X C U.

Twierdzenie 5 ma kilka (wydaje sie, ze znaczacych) konsekwencji. Nalezg do
nich

e nowy, bardzo krotki dowod faktu, iz rodzina srednich potegowych tworzy
skale na przedziale (0, +00);

e dowod faktu pochodzacego od wioskiej szkoty statystycznej z poczatku XX
wieku mowiacego, ze klasyczna rodzina $rednich pierwiastkowych (radical
means) tworzy skale na przedziale (0, +00);

e wynik czesciowo powiazany ze wezesniejszymi rezultatami Kolesarovej [13]
z roku 2001 moéwiacy, ze dla dowolnej $cisle rosnacej, wypuktej funkeji
k: (0, 1) — (0, 4+00) rodzina {Mx, }ae(0, +00) STednich quasi-arytmetycznych
generowanych przez funkcje ko, ko (z) = k(x®), a € (0, +00), tworzy skale
na przedziale (0, 1) miedzy $rednia geometryczna oraz maksimum. To zna-
czy, ze dla dowolnego wektora a z wagami w, jesli s € ([]}_; a;"", max(a)),
to istnieje doktadnie jedna warto$é a spelniajaca réwnanie

My, (a, w) = s.

Trzeci wynik w tym wyliczeniu nie méwi wprost o skali w sensie podanym na
poczatku tego podrozdzialu, tylko o jego nieznacznym uogoélnieniu. Mozemy
mowié o skali miedzy dwiema ustalonymi funkcjami, wymagajac przyjmowania
wszystkich wartosci pomiedzy nimi (w przykladzie powyzej — pomiedzy $rednia
geometryczna i maksimum) zamiast, jak to stoi w klasycznej definicji skali,
wszystkich warto$ci posrednich pomiedzy najmniejsza i najwieksza sktadowsa
wektora. Okazuje sie, ze rozszerzenie to nie prowadzi do istotnej komplikacji
metod dowodowych. Z drugiej strony pozwala ono na prostsze formulowanie
niektorych rezultatow.

2 Srednie Hardy’ego

Historia érednich Hardy’ego, wprowadzonych formalnie zaledwie dziesieé¢ lat
temu w pracy [24], siega wstecz az do roku 1920, kiedy to Hardy opublikowal
dowdd nieréwnosci

N 1 n q 2 q N
Z <Zak> < ( q ) Zaz7 gdzie ¢ > 1,n € N oraz a; > 0,
k=1 k=1

n=1 Q71

3



z ktoérej, po zmianie zmiennych oraz rozwazeniu granicy N — oo, otrzymuje sie
o0 o0
Z Pplar,...,an) < (p—p*)~ /P Z an, gdzie p € (0,1) oraz a € I*(R,).
n=1 n=1

We wspoélczesnym jezyku, uwzgledniajac pozniejsze uzupetnienia Carlemana
i Knoppa, méwi si¢ krotko: srednia potegowa P, jest Hardy’ego dla wszystkich
p < 1. Hardy zdawal sobie sprawe z faktu, iz stala wystepujaca po prawej
stronie powyzszej nieréwnosci nie jest optymalna. (Jego stala (p — pz)_l/ P nie
jest funkcja rosnaca, podczas gdy wielkosci Pp(a1, ..., a,) rosng przy wzroscie
p.)

Rok poézniej problem ten rozwiazuje Landau w liscie do Hardy’ego datowa-
nym na 21 czerwca 1921, bedacym podstawa do noty [17]. (Dokladna chronologia
wydarzen jest tu bardzo skomplikowana; pojawiajg sie w niej nazwiska Hilberta,
Riesza, Schura, Carlemana, oczywiscie tez Landaua. Szczegotowo opisuja to au-
torzy monografii [15] w dodatku konczacym ksiazke.) Ostatecznie pod koniec
lat dwudziestych byto wiadomo, ze

oo (o)
ZPp(al, cesapn) < ¢p Z an  dla dowolnego a € I'(R,) oraz p < 1,
n=1 n=1

gdzie ¢, = (1 —p)~'/? dla p # 0 oraz ¢y = e sa juz najmniejszymi mozliwymi
stalymi.

Obecnie teoria ta jest juz na tyle rozbudowana, ze wiele jej aspektow zostato
w rozprawie w calosci pominietych lub tylko wspomnianych. Tutaj zaanonsuje
jedynie kilka z nich. Pierwszym jest problem znajdowania, dla ustalonego p < 1,
parametréw v, > 1 oraz p, < 1 spelniajacych

Z v Pplar,...,an) < ¢p Z tnan,  dla dowolnego a € ll(R+)
n=1 n=1

(np. Redheffer [30]) oraz analogicznie dla innych $rednich (co wazne — bez zmiany
optymalnej stalej). Drugim jest badanie catkowych odpowiednikéw nieréwnosci
Hardy’ego.

W jeszcze innym nurcie miesci sie wazny wynik z roku 1932 laczacy dwa
gltowne filary rozprawy doktorskiej — srednie quasi-arytmetyczne oraz $rednie
Hardy’ego. W kontekscie historycznym na uwage zastuguje niewielki odstep cza-
sowy miedzy definicja $rednich Q-A oraz tym rezultatem. Wynik w pracy [19]
nie jest wyrazony w jezyku Srednich — mozna go natomiast latwo przedstawié
w tym jezyku. Nie wiadomo, czy Mulholland wiedzial o definicji srednich Q-A,
ktora pojawila sie niewiele wczesniej w pracach [7, 14, 20]. Tym niemniej w
swojej pracy, uzywajac wspotczesnego jezyka, pokazal on

Twierdzenie 6 ([19]). Niech U C Ry bedzie przedziatem, inf U = 0. Niech
f: U — R bedzie funkcjg ciagla i cisle monotoniczng. Wéwcezas My jest Srednig
Hardy’ego wtedy i tylko wtedy gdy istniejg liczby A > 1, k > 1 oraz funkcja
wypukla ¢: f(U) — R taka, ze

ey) <)Y <A py) dlaye f(U).



Pomimo istnienia tak ogélnych rezultatéw, problem posiadania przez $red-
nig wlasnosci Hardy’ego pozostaje otwarty dla wielu bardzo naturalnych rodzin
$rednich. W rozprawie podaje warunek konieczny i wystarczajacy bycia srednia
Hardy’ego dla: (i)$rednich Giniego oraz (i) produktow Gaussa $rednich pote-
gowych. Ponadto podjeta jest zaawansowana proba dokladnej charakteryzacji
wlasnosci Hardy’ego dla pewnego trojparametrowego, znanego od ponad 40 lat,
uogoblnienia $rednich potegowych.

Srednie Giniego

Srednie Giniego zostaly zaproponowane w 1938 roku [9] jako uogolnienie sred-
nich potegowych. Dane sg one wzorem

1/(p—q)

n
. a
i=1

( 2 dla p #q,
®P;Q<a17 ce 7a77’) = Zi:lzjz a? Ina;
exp <Zlnap1) dlap=gq.

i=1 %

S

Q

FLatwo sprawdzié, ze dla ¢ = 0 otrzymuyje sie na tej drodze p-ta srednia potegowa.
Ot6z Pales oraz Persson udowodnili w [24], ze

o Jesli &, , jest Srednig Hardy’ego to min(p, ¢) < 0 oraz max(p,¢q) < 1.
e Jesli min(p, ¢) < 0 oraz max(p,¢q) < 1 to &, , jest Srednig Hardy’ego.
W rozdziale siodmym (Twierdzenie 7.3) pokazuje

Twierdzenie 7. Niech p, ¢ € R. Wéwczas &, , jest Hardy’ego wtedy i tylko
wtedy, gdy min(p, ¢) < 0 oraz max(p,q) < 1.

Chce podkresli¢, ze do tej pory byla to jedynie hipoteza postawiona przez
autoréw pracy [24].

Iloczyn Gaussa $rednich potegowych

Definicja takiego iloczynu, uogoélniajaca stynna srednig arytmetyczno-geometryczna
Gaussa (stad wlasnie nazwa), zostala zaproponowna (w wersji troche ogol-
niejszej, niz tu ponizej) w 1947 roku przez Gustina [10]. Niech p € Ni X\ €
RP*+!. Niech ponadto v bedzie jakimkolwiek wektorem liczb dodatnich. Wéw-
czas mozna zdefiniowaé¢ nastepujacy ciag wektorow

v® =,
(D) = (P,\O(v(i)),P,\l(v(i)),...77?,\p(v(i))) L i=0,1,2,....

Okazuje sie, ze dla dowolnego 0 < k < p istnieje granica lim;_, o, v,(cz), ktora
ponadto nie zalezy od k. Granice te nazywa sie produktem Gaussa $rednich
potegowych i oznacza Py (v). Dotychczas rednie te zupetnie nie byty badane
pod katem posiadania przez nie wlasnosci Hardy’ego.

Podobnie jak wyzej, w rozdziale siodmym (Twierdzenie 7.2), pokazuje

Twierdzenie 8. Niech p € N oraz A = (), ..., \,) € RPTL. Wowczas

Py jest srednia Hardy’ego <= max \; < 1.
0<y<p



Uogo6lnione $rednie potegowe

W 1971 roku w pracy [4] zostalo zaproponowane jeszcze inne uogolnienie $red-
nich potegowych. Mianowicie dla k£ € N, s,q € R okresla si¢ $rednia

N Po(Polvis . vi): 1<in <. <ig <) dlan>k,
Prosg(v1...0p) 1=
Py(v1,...,0p) dlan < k.

W pierwszym przypadku srednia Py jest brana dla ciagu argumentéow ditugo-
$ci (Z) Dodatkowo uwzglednione sa graniczne parametry srednich potegowych
(P—so = min oraz Pio = max).

Autorzy pracy [4] pokazali, ze

75k’,s,q(vla cee avn) < 75l,s,q('Ula ce 7'Un)

dla dowolnego n € N, wektora a € R}, liczb rzeczywistych s, t takich, ze s <
t oraz k,l € N spekliajacych k£ + 1 > n. Omawiane tu uogdlnienie $rednich
potegowych nie byto dotychczas badane pod katem wlasnosci Hardy’ego.

W rozdziale szostym (Wniosek 6.3.1) udowodnitem nastepujace

Twierdzenie 9. Dla dowolnego k € N,
° ﬁk,s,q nie jest Hardy’ego dla s > 1, ¢ > 0,
. 75k75,q nie jest Hardy’ego dla s > k oraz ¢ € RU {£o0},
° 75k71’q jest Hardy’ego dla ¢ < 0,

o P4 jest Hardy’ego dla s < 1 oraz ¢ € RU {#00}.
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