Parametryzacje ciagte na zbiorze Cantora
| selekcje borelowskie na przestrzeniach potegowych
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Wszystkie rozpatrywane przestrzenie sa metryzowalsedkowe. Zwrot ,typowy” odnosi
sie do kategorii Baire’a w odpowiedniej przestrzeni.

Przeksztatcenia ciagte ze zbioru Cantdfana przestrze zwartaX nazywamy parametryzac-
jami. Przestrzie wszystkich parametryzac§i(2", X') kompaktuX na2" rozwazamy z topologia
zbiezn&ci jednostajnej. Wobec teg8(2", X) jest drodkowa przestrzenia metryzowalna w
sposéb zupetny. Krotémia punktur € X wzgledem parametryzacfi : 2 — X nazywamy
moc|f~!(z)| jego warstwy. Rzedem parametryzagijiest liczba sup| f~!(z)| : z € X }.

Zgodnie z twierdzeniem Kuratowskiego [Kul], dtavymiarowego kompaktu doskona-tego
X typowa parametryzacji € S(2V, X) jest rzedu< k + 1. Twierdzenie Hurewicza [Hu2]
zapewnia, ze istnieja wéwczas punkty kratoidk + 1. Zauwazmy, ze funkcja schodkowa Can-
tora, sklejajaca kiace odcinkéw usuwanych przy konstrukcji trojkowego zbioru Cantora, ma
rzad 2 i zbiér punktow krotreci maksymalnej jest przeliczalny. Spotykamy sie tu ze szczegdl-
nym przypadkiem sytuacji ogélnej. Twierdzenie Lelka—Mohlera [LM] orzeka bowiem,&te je
X jest doskonatym kompaktem wymiernym, tgkim, ze ding.X \ @) < 0 dla pewnego zbioru
przeliczalnega) C X, to istnieje parametryzacjf: 2% — X rzedu 2, ktéra spetnia rowso
|f~Yz)| =1dlar € X\ Q.

Z dowodu Twierdzenia Il1.8 w [Nagata] mozna wyprowat@ogdlnienie tego rezultatu:  mi-
anowicie j&li ) C X jest zbiorem przeliczalnym i difX \ Q) < k— 1, to doskonaly kompakt
X ma parametryzacje rzedu+ 1 z przeliczalnym zbiorem punktow maksymalnej kratoi
zob. [PPR, 9.6].

Jeden z gtébwnych wynikow naszej pracy — Twierdzenie 2.1.1 — mowi jednak, ze typowa
parametryzacja-wymiarowego, doskonatego kompak#i ma nieprzeliczalnie wiele punk-
tow maksymalnej krotr&ci £ + 1. Wynik ten precyzujemy we Whniosku 2.1.2 nastepujaco:

w rozwazanych okoliczrgziach zbiér punktow krotriwi 4+ 1 jest homeomorficzny z iloczynem
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kartezjaskim zbioru Cantora i przestrzeni liczb wymierny@h W dowodzie twierdzenia ko-
rzystamy z rozumowania uzytego w pracy [Po2] do zbadania typowych parametryzacji kompak-
téw nieskaczenie wymiarowych; uzasadniajac wniosek odwotujemy sie ponadto do twierdzenia
charakteryzacyjnego Aleksandrowa—Urysohna [AU].

Przy dodatkowym zatozeniu, ze kazdy niepusty podzbiér otwarty kompgkina wymiark
opisujemy takze zbior punktéw ustalonej krobeoscisle pomiedzy 1 k: jako tatwy wniosek z
twierdzenia charakteryzacyjnego van Milla [vM] dostajemy, ze kazdy z tych zbioréw jest homeo-
morficzny z iloczynem kartezieskim zbioru liczb wymiernyckQ) i przestrzeni liczb niewymiernych,
zob. Wniosek 2.3.1. T& punktow 2.2 i 2.3 niemal pokrywa sig z zawdt@ pracy [Mil].

W punkcie 2.4 wykazujemy, ze§& Z C X jest zerowymiarowym zbiorem typti, w doskon-
atym kompakcieX takim, ze dim{.X \ Z) < k — 1, to istnieje parametryzacja rzedu+ 1, dla
ktérej zbidr punktéw maksymalnej krotgoi jest rownyZ. W tym celu okrélamy ciag coraz
drobniejszych pokr§ przestrzeniX i przy ich pomocy definiujemyf w pewien standardowy
sposob.

W trzecim rozdziale szczego6lnie wazna rola jest odgrywana przez prZeptggowdC (X )
niepustych, zwartych podzbioréw przestrzeniz metryka Hausdorffa. Rozwazamy selekcje
borelowskie, tjfunkcjes : £(X) — X borelowsko mierzalne, ktére kazdemu niepustemu kom-
paktowi K € K(X) przyporzadkowuja punki(K) € K. Selekcja multifunkcjiF : X — K(Y)
nazywamy dowolna funkcj¢ : X — Y taka, zef(z) € F(z).

W punkcie 3.1 formutujemy niedawno opublikowane twierdzenie P. Holickiego i M. Zelenego
[HZ], zgodnie z ktérym kazda funkcja borelowska: X — Y majaca nieprzeliczalnie wiele
warstw, ktére nie sa-zwarte, przeksztatca pewien zbior domknigtya zbior  nieborelowski
f[E]. Rezultat ten dopetnia w interesujacy sposob klasyczne twierdzenie  Arsenina—Kunugui,
[Ar], [Kun].

Punkty 3.2 i 3.4 sa gtbwnie gwiecone przeniesieniu na przypadek multifunkcji twier-dzenia
Holickiego—Zelenego. Wyniki w nich zawarte zostaty uzyskane wspdlnie z R. Polem i zamieszc-
zone w pracy [MP].

Kluczowym elementem zaréwno w dowodzie Holickiego i Zelenego jak i w naszym rozu-
mowaniu sa pewne parametryczne wersje twierdzenia Kechrisa—Louveau—Woodina [KLW]. Nasze
uzasadnienie odwotuje sie be&pednio do twierdzenia Hurewicza [Hul], nie uzywajac przy
tym gry domknietej wprowadzonej przez A. Louveau i J. Saint-Raymonda [LSR], ktora jest w
istotny sposob wykorzystywana w dowodzie Holickiego i Zelenego. To Sotejvydaje sie
nam prostsze od dowodu przedstawionego w [HZ].
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Wspomniane wcZmniej uogolnienie twierdzenia Holickiego—Zelenego orzeka, ze jezeli prze-
strzenieS i F sa metryzowalne w spos6b zupelny oréz: S — IC(FE) jest przeksztatceniem
borelowskim takim, ze zbi6fx € S : y € F(z)} nie jesto-zwarty dla nieprzeliczalnie wielu
punktdwy € E, to istnieje zbiér domknigty c S i funkcja borelowskaf : S — F taka, ze
f(x) € F(z) dlaz € S'i zbior f[S] nie jest borelowski.

Wzmocnienie pewnego wyniku uzyskanego niezaleznie przez M. Balcerzaka, J. Peredko i
R. Pola [BPP1] oraz D. Lecomte [Le] zamieszczamy w 3.3. Pokazujemy mianowicigslize je
X jest przestrzenia zupetna, w ktdérej zbiory zwarte maja puste wnetrze&(jgst przestrzenia
liczb niewymiernych lub przestrzenia Hilbertg), to dla kazdej borelowskiej selekgcfi: B —

X, okreslonej na zbiorze borelowskim Il kategorii Bairela C K(X), istnieje punktz €

X, ktérego warstwaf ~!(x) nie lezy w zadnymr-zwartym podzbiorze przestrzeni potegowej
K(X), w szczegolnéci jest nieprzeliczalna. Stad i z pewnego faktu wynikajacego lseede

nio z twierdzenia Holickiego—Zelenego wyprowadzamy Whniosek 3.3.6, ze w tej sytuaciji istnieje
lezacy wB zbior domknietyF C IC(X), ktdrego obraz | F] nie jest borelowski.
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