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Wszystkie rozpatrywane przestrzenie są metryzowalne, ośrodkowe. Zwrot „typowy” odnosi

się do kategorii Baire’a w odpowiedniej przestrzeni.

Przekształcenia ciągłe ze zbioru Cantora2N na przestrzén zwartąX nazywamy parametryzac-

jami. Przestrzén wszystkich parametryzacjiS(2N, X) kompaktuX na2N rozważamy z topologią

zbieżnósci jednostajnej. Wobec tegoS(2N, X) jest ósrodkową przestrzenią metryzowalną w

sposób zupełny. Krotnością punktux ∈ X względem parametryzacjif : 2N → X nazywamy

moc|f−1(x)| jego warstwy. Rzędem parametryzacjif jest liczba sup{|f−1(x)| : x ∈ X}.
Zgodnie z twierdzeniem Kuratowskiego [Ku1], dlak-wymiarowego kompaktu doskona-łego

X typowa parametryzacjaf ∈ S(2N, X) jest rzędu≤ k + 1. Twierdzenie Hurewicza [Hu2]

zapewnia, że istnieją wówczas punkty krotności k + 1. Zauważmy, że funkcja schodkowa Can-

tora, sklejająca kónce odcinków usuwanych przy konstrukcji trójkowego zbioru Cantora, ma

rząd 2 i zbiór punktów krotnósci maksymalnej jest przeliczalny. Spotykamy się tu ze szczegól-

nym przypadkiem sytuacji ogólnej. Twierdzenie Lelka–Mohlera [LM] orzeka bowiem, że jeśli

X jest doskonałym kompaktem wymiernym, tj. takim, że dim(X \ Q) ≤ 0 dla pewnego zbioru

przeliczalnegoQ ⊂ X, to istnieje parametryzacjaf : 2N → X rzędu 2, która spełnia równość

|f−1(x)| = 1 dlax ∈ X \Q.

Z dowodu Twierdzenia III.8 w [Nagata] można wyprowadzić uogólnienie tego rezultatu: mi-

anowicie jésli Q ⊂ X jest zbiorem przeliczalnym i dim(X \Q) ≤ k−1, to doskonały kompakt

X ma parametryzację rzęduk + 1 z przeliczalnym zbiorem punktów maksymalnej krotności,

zob. [PPR, 9.6].

Jeden z głównych wyników naszej pracy – Twierdzenie 2.1.1 – mówi jednak, że typowa

parametryzacjak-wymiarowego, doskonałego kompaktuX ma nieprzeliczalnie wiele punk-

tów maksymalnej krotnósci k + 1. Wynik ten precyzujemy we Wniosku 2.1.2 następująco:

w rozważanych okolicznósciach zbiór punktów krotnościk+1 jest homeomorficzny z iloczynem
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kartezjánskim zbioru Cantora i przestrzeni liczb wymiernychQ. W dowodzie twierdzenia ko-

rzystamy z rozumowania użytego w pracy [Po2] do zbadania typowych parametryzacji kompak-

tów nieskónczenie wymiarowych; uzasadniając wniosek odwołujemy się ponadto do twierdzenia

charakteryzacyjnego Aleksandrowa–Urysohna [AU].

Przy dodatkowym założeniu, że każdy niepusty podzbiór otwarty kompaktuX ma wymiark

opisujemy także zbiór punktów ustalonej krotności ścísle pomiędzy 1 ik: jako łatwy wniosek z

twierdzenia charakteryzacyjnego van Milla [vM] dostajemy, że każdy z tych zbiorów jest homeo-

morficzny z iloczynem kartezjańskim zbioru liczb wymiernychQ i przestrzeni liczb niewymiernych,

zob. Wniosek 2.3.1. Treść punktów 2.2 i 2.3 niemal pokrywa się z zawartością pracy [Mil].

W punkcie 2.4 wykazujemy, że jeśli Z ⊂ X jest zerowymiarowym zbiorem typuFσ w doskon-

ałym kompakcieX takim, że dim(X \ Z) ≤ k − 1, to istnieje parametryzacja rzęduk + 1, dla

której zbiór punktów maksymalnej krotności jest równyZ. W tym celu okréslamy ciąg coraz

drobniejszych pokrýc przestrzeniX i przy ich pomocy definiujemyf w pewien standardowy

sposób.

W trzecim rozdziale szczególnie ważna rola jest odgrywana przez przestrzeń potęgowąK(X)

niepustych, zwartych podzbiorów przestrzeniX z metryką Hausdorffa. Rozważamy selekcje

borelowskie, tj. funkcjes : K(X) → X borelowsko mierzalne, które każdemu niepustemu kom-

paktowiK ∈ K(X) przyporządkowują punkts(K) ∈ K. Selekcją multifunkcjiF : X → K(Y )

nazywamy dowolną funkcjęf : X → Y taką, żef(x) ∈ F (x).

W punkcie 3.1 formułujemy niedawno opublikowane twierdzenie P. Holickiego i M. Zelenego

[HZ], zgodnie z którym każda funkcja borelowskaf : X → Y mająca nieprzeliczalnie wiele

warstw, które nie sąσ-zwarte, przekształca pewien zbiór domkniętyE na zbiór nieborelowski

f [E]. Rezultat ten dopełnia w interesujący sposób klasyczne twierdzenie Arsenina–Kunugui,

[Ar], [Kun].

Punkty 3.2 i 3.4 są głównie poświęcone przeniesieniu na przypadek multifunkcji twier-dzenia

Holickiego–Zelenego. Wyniki w nich zawarte zostały uzyskane wspólnie z R. Polem i zamieszc-

zone w pracy [MP].

Kluczowym elementem zarówno w dowodzie Holickiego i Zelenego jak i w naszym rozu-

mowaniu są pewne parametryczne wersje twierdzenia Kechrisa–Louveau–Woodina [KLW]. Nasze

uzasadnienie odwołuje się bezpośrednio do twierdzenia Hurewicza [Hu1], nie używając przy

tym gry domkniętej wprowadzonej przez A. Louveau i J. Saint-Raymonda [LSR], która jest w

istotny sposób wykorzystywana w dowodzie Holickiego i Zelenego. To podejście wydaje się

nam prostsze od dowodu przedstawionego w [HZ].
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Wspomniane wczésniej uogólnienie twierdzenia Holickiego–Zelenego orzeka, że jeżeli prze-

strzenieS i E są metryzowalne w sposób zupełny orazF : S → K(E) jest przekształceniem

borelowskim takim, że zbiór{x ∈ S : y ∈ F (x)} nie jestσ-zwarty dla nieprzeliczalnie wielu

punktówy ∈ E, to istnieje zbiór domkniętỹS ⊂ S i funkcja borelowskaf : S → E taka, że

f(x) ∈ F (x) dlax ∈ S i zbiór f [S̃] nie jest borelowski.

Wzmocnienie pewnego wyniku uzyskanego niezależnie przez M. Balcerzaka, J. Peredko i

R. Pola [BPP1] oraz D. Lecomte [Le] zamieszczamy w 3.3. Pokazujemy mianowicie, że jeśli

X jest przestrzenią zupełną, w której zbiory zwarte mają puste wnętrze (np. X jest przestrzenią

liczb niewymiernych lub przestrzenią Hilberta`2), to dla każdej borelowskiej selekcjif : B →
X, okréslonej na zbiorze borelowskim II kategorii Baire’aB ⊂ K(X), istnieje punktx ∈
X, którego warstwaf−1(x) nie leży w żadnymσ-zwartym podzbiorze przestrzeni potęgowej

K(X), w szczególnósci jest nieprzeliczalna. Stąd i z pewnego faktu wynikającego bezpośred-

nio z twierdzenia Holickiego–Zelenego wyprowadzamy Wniosek 3.3.6, że w tej sytuacji istnieje

leżący wB zbiór domkniętyF ⊂ K(X), którego obrazf [F ] nie jest borelowski.
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