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pt.
~Potok gradientu funkcji harmonicznej R?”

W roku 1970. naproblem sessioszkoty letniej ,Nuffic Summer School on
Manifolds” w Amsterdamie René Thom postawit nastepujacy problem: pékaza
ze na przestrzeni trajektorii gradientu rzeczywistej funkcji analitycznej mozna wprawadzi
stratyfikacje (spetniajaca blizej nieoktene warunki regularrszi). Mniej wigcej
w takiej, niezbyt sformalizowanej wersji zostat on opublikowany w [10].

Problem ten mozna doprecyzodvaastepujaco: pokazaze potok pola gradi-
entu funkcji analitycznef, traktowany jako przeksztatcenie bliskich pozionfic
jest morfizmem przestrzeni ze stratyfikacjami (a wiec przeksztalca strata na strata,
badz dyfeomorficznie — gdy strata sa tego samego wymiaru, badz jest rzutowaniem
stratum wyzszego wymiaru na stratum nizszego wymiaru), spetniajacyns jakie
priori trudno zgadn@jakie) warunki regularrii.

Zagadnienie to jest trywialne, gdy obie poziomice odpowiadaja \&eidm
regularnym, miedzy ktérymi nie ma wagai krytycznej — poziomice sa wéwczas
gtadkimi rozmait&ciami; potok przeksztatca jedna na druga dyfeomorficznie. Dlat-
ego tez kluczowym zagadnieniem jest zbadanie potoku jako przeksztalcenia

h:Ve={f(z)=c} — Vo ={f(z) =},

gdzied jest wartdcia krytycznaf, ¢ < ¢ jest dostatecznie bliska wa#tia regu-
larnaf.

W pracy podaja zadane stratyfikacje poziowiid V. (dla wygody przyjmuje
d = 0, c = —¢) i pokazuje, ze potok spetnia wspomniane wyzej warunki w
przypadku, gdyf jest funkcja harmoniczna wzgledem metryki euklidesowej w
R3. Problem jest natury lokalnej, zaktadam wiec, fgest zadana na pewnym
otoczeniw € R3.

Badania nad lokalnymi wtasgoiami analitycznego uktadu gradientowego

&=V f(z(t)) 1)
i jego trajektoriami zaowocowaty seria hipotez:

HiPOTEZA 1 (HIPOTEZA GRADIENTOWA THOMA, [11],[1],[8]).
Niechx(t) bedzie trajektorig1) taka, zex(t) — z¢ € U. Woéwczax(t) ma wzg
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styczna, tj. istnieje granica siecznych
t) —
im X — %0
t—00 |X(t) — :L‘0|
HIPOTEZA 2 (UOGOLNIONA HIPOTEZA GRADIENTOWA THOMA, [2]).
Niech zachodza zatozenia hipotezy 1. Wowczas istnieje granica stycznych do tra-
jektorii x(t) w x, tj.
lim X(t) .
o [%(1)|

HIPOTEZA 3 (I STNIENIE ITEROWANYCH STYCZNYCH , [9],[5],[4]).

Niech zachodza zatozenia hipotezy 1. Woéweczas dla kazdego ciagu rozdmuchah
punktuzx, podniesienie (strict transform) trajektorii(¢) bedzie miato doktadnie
jeden punkt graniczny.

HIPOTEZA 4 (ANALITYCZNA HIPOTEZA SKO NCZONOSCI DLA GRADIENTU ,
[2]).

Niech A bedzie analitycznym podzbioréft. Wowczas(t) albo pozostaje wA,
albo przecina go w skohczenie wielu punktach.

Jedynie pierwsza z tych hipotez zostata udowodniona (przez K. Kurdyke i T.
Mostowskiego w 1996 roku ([3], prostszy dowodd podali w 2000 r. wraz z A.
Parushskim w [4]).

Hipotezy te sa tu uszeregowane wedtug mocy, w szczeg§olmwawdziwét
hipotezy 4 pociaga za soba prawdz&w@ozostatych.

F. Sanz podat w 1998 roku liste warunkéw na to, by trajektorie analitycznego
pola wektorowego spetniaty hipoteze 4. ([9]). W pracy pokazuje, ze badane
przeze mnie poleV f w kazdym z rozpatrywanych przypadkéw spetnia zaloze-
nia twierdzenia Sanza — a wiec jego trajektorie spetniaja wszystkie cytowane tu
hipotezy.

Wigksza czg&t pracy zajmuje konstrukcja stratyfikacji poziontic. i V4. Sto-
sunkowo tatwo mozna podastratyfikacje tej drugiej: zbioér punktéw krytycznych
f lezacych nd/y (oznaczé go bede przes)) jest zbiorem analitycznymyf(= 0,

Vf = 0); tatwo mozna pokaza ze dlaf harmoniczneflim Sy < 1 — jest wiec
skahczona suma analitycznych, otwartych tukdw i punktow P;. Daje to nam
stratyfikacjel (dwuwymiarowe stratun¥y \ So, tuki f(),k oraz punktyP;), dla
naszych potrzeb rozdrabniam ja dodatkowo dzielac kazdfiggkma mniejszd’ ;

tak, by na kazdyni' ; funkcja f miata stata krotngt (punkty w ktérych krotn&c

sie zmienia ,dorzucam” do punktow;).

Gtéwnym narzedziem przy konstrukcji stratyfikakji. jest teoria rozmaitsci
niezmienniczych. Badajac przeciwobrazy!(I'y;) i h~'(P;) pokazuje, ze —
po odpowiednich rozdmuchaniach — w kazdym przypadku istnieja rozeeaito



stabilne lub centralnie-stabilne; pozwala mi to opighiér punktow przeksztat-
canych przez potok odpowiednioly ; i w P;. Pokazuje, zé~*(T;) jest suma
skahczenie wielu gtadkich tukéw, s~ (P;) — suma skaczenie wielu gtadkich
tukéw i punktow. Otrzymuje wiec stratyfikacj§_.: stratum dwuwymiarowym
jest V. \ h=1(Sp), strata jednowymiarowe to tuki wystepujace (T ;) i
h~1(P;), strata wymiaru O to punkty pojawiajace sighw' (P;).

Konstrukcjah (T ;) jest d&¢ prosta: wprowadzajac na otoczeniy; odpowiedni
~walcowy” uktad wspotrzednych (£ ; jako osia ,walca”) pokazuje, ze istnieje
gtadkich rozmaitéci centralnie-stabilnych, przeksztatcanych przez potaKow
(m jest krotnécia f naT'y;); kazda z nich transwersalnie przeciWia. wzdtuz
gtadkiego tukul_. ;.. Stadh =1 (T ;) jest suman gtadkich tukow.

Znacznie bardziej ktopotliwy okazuje sie opis!(P;). Rozpoczynam od
rozwiniecia funkcjef wzgledem zmiennej radialnej

f=> 1" Fm(0)
k=m

i przedstawienia rownania gradientowego (1) we wspétrzednych biegunowych wokot
Pj:

o= mr™ Ry () + ... (2a)
0 = M2V (0) + ... (2b)

Korzystajac z fundamentalnego dla teorii analitycznych uktadéw gradientowych
twierdzenia tojasiewicza ([6],[7], w pracy tw. 3.1) pokazuje, ze wspéirzedna sfer-
ycznaf trajektorii wpada w otoczeni& — punktu krytycznego funkcj,,. Wiemy
wiec, ze trajektoria wpada w pewien stozek wokét pétproétej 6.

Dzigki harmonicznéci f mogeexplicite poda post& funkcji F,. Pozwala
mi to, o ile przez caty czas w (2b) dominuje wyraZ 2V, F,(6), opis& zbior
punktow przeprowadzanych przez potokRx

Co jednak, gdy w (2b) zaczyna dominawiany wyraz (wyrazy)? Zauwazam,
ze zbidr punktow, w ktorych™ |y ()| < ™+ Fy(6)] to zbiér postaci

!
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Zbiory takie nazywam ,rozkami”. Z ,rozkiem” zwiazany jest naturalny uktad
wspotrzednychif, «) zwiazany z rozdmuchaniem go do walca (wtastiom ,rozkow”
i ,wspotrzednych rozkowych” pawigcony jest rozdziat 3.2). Moge wiec przed-
stawt funkcje f i rbwnanie (1) w owych ,wspoétrzednych rozkowych”:

frou)= _—cr? + ... +r"F(u)+ ... (3)
——
wyrazy niezalezne od

W zalezné&ci od wart&cip i m uzyskuje (po pewnych uproszczeniach) 3 przy-
padki:



F=—cpritP 4. (4a)
u=VF+4..., (4b)

gdzie funkcjaF' jest harmoniczna? > 0;

F=—cpr+... (5a)
u=VG+..., (5b)
gdzieA,G = const > 0;
Il.

oF oF

. _ . 2N-1 _ or oL
r=r [mF N<u18u1 +uzau2)] + ... (6a)
t=VF+..., (6b)

gdzie funkcjaF' jest harmoniczna.

W przypadku Il. pokazuje istnienie rozmatm stabilnej lub centralnie stabilnej
(VG ma nieznikajaca c&g liniowa).

W przypadkach I. i lll. nie mam pewisai, czy wypisane w (4b) i (6b) rzeczy-
wiscie dominuja dla > 0. O ile dominuja, to (z wspomnianego juz tw. to-
jasiewicza) wspoétrzedna dazy doug — punktu krytycznego funkciji’; pokazuije,
ze w otoczeniu tego punktu istnieja rozmaitdb niezmiennicze, co pozwala mi
opis& zbior punktoéw przeprowadzanychiy.

Zbior, w ktorym w (4b) (ew. 6b) dominuje inny wyraz, to mniejszy ,rozek”,
zawarty w rozpatrywanym. Powtarzam wiec procedure, przedstawiajac fufikcje
uktad gradientowy w odpowiadajacych mu wspoétrzednych rozkowych, otrzymujac
ponownie przypadki I., Il., lub IlI.

To, ze procedura ta kazy sie po skczenie wielu krokach, gwarantuje Lemat
2, pokazujacy, ze rzad funkdji wystepujacej w (4b) i (6b) w odpowiednim punkcie
krytycznym przy przejciu z wiekszego ,rozka” do mniejszego ni&snie, a przy
dwaoch takich przéjciach maleje.

Ostatni rozdziat pracy Bwigcony jest badaniu wtassa tukowI'_, ;, — strat
wymiaru 1 stratyfikacjV_..

tatwo mozna pokafa ze potok funkcji harmonicznej zachowuje obfgte—
tuki I'_. 1, nie moga wigc W/_. tworzyc zamknietego cyklu.

Wigksza czgt tego rozdziatu zajmuje przyktad funkdfi dla ktérej dwa tuki
I'_. » maja nieskaczony rzad styczrizi. Konstrukcja pokazuje trudaoi, jakie
napotyka sie przy poszukiwaniu jakichkolwiek niebanalnych przyktadéw anality-
cznych uktadow gradientowych.



Zatozenie o harmoniczisei funkcji f jest oczywscie zatozeniem bardzo ogranicza-
jacym; metody uzyte w pracy bardzo silnie z harmoni&aig korzystaja. Z
drugiej strony jest to pierwszy (wedle mojej najlepszej wiedzy) wynik dajacy ge-
ometryczny opis potoku w przypadku tréjwymiarowym. 8yoze mi uda sie tez
podobnymi metodami opi§gotok (hermitowskiego) pola gradientowego funkcji
holomorficznej wC?.
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