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Wprowadzenie

Niniejsza rozprawa doktorska po$wiecona jest badaniu réznych pojeé¢ zwiazanych z teoria strun.
Teoria strun jest kandydatem na teorie unifikujaca wszystkie znane oddzialywania we wspdlczesnej
fizyce: elektromagnetyczne, stabe, silne i grawitacyjne. Jednakze teoria ta stata sie takze Zrédtem
inspiracji i hipotez w matematyce. Rézne wielkosci pojawiajace sie w fizyce i matematyce mozna
zapisaC¢ w postaci szeregow tworzacych, zwanych funkcjami partycji. W celu obliczania wspoétczyn-
nikéw tych szeregdw zostaly stworzone odpowiednie techniki. W tej pracy badamy niektoére z tych
technik, bedace miedzy soba wzajemnie powigzane: krzywe kwantowe, topologiczne rekurencje i
kwantowe struktury Airy, a takze rézne zwigzane z nimi funkcje partycji.

Topologiczna rekurencja |12], [11] jest procedura, ktéra przyporzadkowuje danej krzywej spektralne;
(krzywej zespolonej ¥ wraz z para funkcji meromorficznych) rodzine niezmiennikéw. Niezmienniki
te sa meromorficznymi formami rézniczkowymi wg , okreslonymi na ¥", indeksowanymi parg liczb
naturalnych g i n. Topologiczna rekurencja znalazta zastosowanie w réznych problemach. Pier-
wotnie pojawita si¢ przy badaniu macierzy losowych (modeli macierzowych). Nastepnie okazalo
sie, ze pozwala ona oblicza¢ niezmienniki pojawiajace sie w teorii strun oraz geometrii enumera-
tywnej, takie jak niezmienniki Gromova-Wittena, liczby Hurwitza czy objetosci przestrzeni moduli
krzywych. Istnieje ponadto hipoteza, ze moze ona zostaé¢ zastosowana do obliczania niezmiennikéw
weztow. Tak szerokie zastosowanie topologicznej rekurencji jest zaskakujace, co sprawia, ze teoria
ta jest aktywnym polem badan. Jednym z probleméw przyciagajacych uwage badaczy jest préba
sformutowania supersymetrycznej wersji topologicznej rekurencji.

Kwantowe struktury Airy (,quantum Airy structures”, w skréocie QASs) [10], [17] stanowia prze-
formutowanie i uogdlnienie topologicznej rekurencji. W formalizmie tym rozwazana jest rodzina
kwadratowych Hamiltonianéw tworzaca algebre ze wzgledu na nawias Poissona. Po skwantowa-
niu otrzymujemy operatory roézniczkowe anihilujace funkcje partycji. Operatory te tworza algebre
Liego ze wzgledu na komutator. Szczegdlny wybor QAS, oparty na algebrze Virasoro, pozwala na
obliczanie niezmiennikéw zakodowanych w formach rézniczkowych wy , pochodzacych z topolog-
icznej rekurencji.



Krzywe kwantowe sa obiektami powstajacymi ze skwantowania krzywych zespolonych. Procedure
te mozna rozumie¢ jako przejsécie z pierscienia funkcji zespolonych na krzywej do jej nieprzemien-
nej wersji wyposazonej w dodatkowy parametr h. Jezeli krzywa jest zerem pewnego wielomianu
P(z,y), to krzywa kwantowa jest operatorem rézmiczkowym P(x, h%). Funkcja falowa t(z), ktéra
jest rozwiazaniem réwnania Schodingera Pi(z) = 0, koduje rézne niezmienniki, ktérymi jestesmy
zainteresowani. Wsrdéd zastosowan krzywych kwantowych mozna wymieni¢ uklady Hitchina |7],
[8], niezmienniki Gromova-Wittena (dla P* w [9]) i teorie weztéw [13]. Istnieje hipoteza, ktéra
wiaze topologiczna rekurencje z krzywymi kwantowymi |13]. Zwiazek ten zostal udowodniony pod
pewnymi dodatkowymi zalozeniami [3].

W pracy tej nasza uwage koncentrujemy na krzywych kwantowych wywodzacych sie z konforemnej
teorii pola (,,conformal field theory”, w skrocie CFT). CEFT jest szczegblnym rodzajem kwantowej
teorii pola, wyposazonym w symetrie ze wzgledu na przeksztalcenia konforemne. Ograniczamy
sie tutaj do przypadku, gdy czasoprzestrzen ma wymiar 2, kiedy to (lokalne) przeksztalcenia kon-
foremne tworza przestrzen nieskoriczonego wymiaru. Algebra Virasoro jest centralnym rozszerze-
niem algebry tych lokalnych przeksztalcen. W teorii reprezentacji algebry Virasoro istotna role
odgrywaja moduty Vermy. Szczegdlna role pelnig w nich wektory osobliwe, ktére pojawiajg sie
w zdegenerowanych modulach Vermy i sa Zrodiem rownan spelnianych przez funkcje korelacji,
zwanych réwnaniami BPZ [1].

7 wektorami osobliwymi zwiaza¢ mozna takze krzywe kwantowe. Pierwotnie taka konstrukcja
zostala przeprowadzona w ramach teorii macierzy losowych [18|, a nastepnie z punktu widzenia
CFT [5]. W ten sposéb otrzymujemy rodzine réwnan rézniczkowych, ktére anihiluja funkcje falowa.
Jednakze podejécia te nie sa w pelni matematycznie usystematyzowane. Jedna ze wskazdéwek, jak
rozwigzaé ten problem, pochodzi z réwnan BPZ. Réwnania te sa zwiazane z krzywymi kwantowymi
imozna je otrzymac w szczegélnym przypadku teorii tych krzywych. Z drugiej strony réownania BPZ
zostaly matematycznie oméwione z punktu widzenia algebr operatoréw wierzchotkowych (,vertex
operator algebras”, w skrécie VOAs) oraz operatoréw przeplatania [15].

Wymienmy trzy gltéwne zagadnienia, ktérym poswiecona jest ta praca:
e analiza zwiazku pomiedzy wektorami osobliwymi i krzywymi kwantowymi z punktu widzenia
VOAs,
e uogodlnienie powyzszej relacji do przypadku supersymetrycznego (w ramach podejscia CFT),
e uogoélnienie QASs do super kwantowych struktur Airy (SQASS).
Przedstawimy te trzy zagadnienia w trzech oddzielnych sekcjach. Niniejsza rozprawa doktorska
oparta jest na pracach [5], [6] (drugi punkt z powyzszych) oraz [2] (punkt trzeci), a takze na dotad
nieopublikowanych wynikach autora (punkt pierwszy i niektére wyniki dotyczace SQASs). Ponadto

prezentuje ona teorie i wyniki wcze$niej znane, bedace wprowadzeniem dla czytelnika, dla ktorego
tematy tutaj omawiane sg nowe.



Krzywe kwantowe i wektory osobliwe

W tej pracy przedstawiamy matematycznie $cista konstrukcje krzywych kwantowych powstajacych
z wektoréw osobliwych. W tym celu postugujemy sie matematycznym jezykiem CF'T, czyli teorig
VOAs. Algebry te sg przestrzeniami, ktére modeluja pojecie pél w CFT. Sg one wyposazone w
operacje Y, ktora kazdemu wektorowi v € V nalezacemu do VOA przyporzadkowuje nieskonczony
szereg:
Y(v,2) = Z v(n)z_”_l
nez

w zmiennej formalnej z ze wspétczynnikami w operatorach liniowych v,y € End(V). Wynika
stad, ze ,iloczyn” Y (v, z)w dwéch wektoréw v i w jest nieskoniczona rodzina wektréw Vn)W, za-
miast by¢ pojedynczym wektorem. Ta wlasnosé sprawia, ze VOA sa technicznie wymagajace.
Kazda VOA moze zosta¢ wyposazona w kategorie modutéow. Moduty sa definiowane w analogiczny
sposoéb, jak VOA: kazdemu wektorowi v € V przyporzadkowana jest nieskoniczona rodzina linowych
przeksztatcen modutu M. W dalszej kolejnosci mozemy rozwazy¢ operatory przeplatania. Sg to
odwzorowania

I(-,z) : My — Hom(Ma, M3) ® C{z},

gdzie My, My i M3 sa modulaminad V', a C{z} jest przestrzenia szeregéw formalnych z niekoniecznie
calkowitymi potegami. W pracy tej wykorzystujemy te pojecia w celu zdefiniowania krzywych
kwantowych oraz funkcji falowych. Weczesdniej jednak zaprezentujmy podejscia wykorzystujace mod-
ele macierzowe i CFT.

Modele macierzowe

W [18] zostal znaleziony zwiazek pomiedzy krzywymi kwantowymi oraz CFT. Pozwala on na to, aby
pierwotne pojecie krzywej kwantowej rozszerzy¢ poza operatory drugiego rzedu. Ta odpowiedniosé
zostala wprowadzona w kontekscie -zdeformowanych calek macierzy losowych. Opiszmy ja tutaj
pokrétce. Algebra Virasoro V jest generowana przez operatory L, spelniajace nastepujaca relacje
komutacji

C
[Ln, Lm] = (7'[, - m)Ln+m + ﬁn(n2 - 1)(5n+m,

gdzie ¢ jest ladunkiem centralnym. Niech V(A) bedzie modutem Vermy nad algebra Virasoro z
wymiarem konforemnym A. Wektor osobliwy v, € V(A) jest to element liniowo niezalezny od
wektora najwyzszej wagi |A) € V(A), ktéry spelia réwnania L,vs = 0 dla n > 0. Kazdy taki
wektor moze zosta¢ wyrazony przy wykorzystaniu operatoréw kreacji algebry Virasoro (L_, dla
n > 0) dzialajacych na wektor | A):

vs = A({L-n}n>0)|A),

gdzie A jest wielomianem zaleznym od L_,, a takze funkcja c oraz A. Istnieje reprezentaja wspom-
nianych operatréw kreacji na przestrzeni szeregéw formalnych w zmiennych t¢1,to, ... oraz x, ktéra
przybiera nastepujaca postac:

BT =0, IO = (o )+ D

R2(n — 2)! Oy W () + 8;‘_2ff(m)) forn > 2, (1)



gdzie fy(z) = B2 3% o 2" 3% g2 MmOy, ., 1 W(z) = Y2, t;2°, natomiast i to parametr for-
malny. Krzywe kwantowe otrzymujemy z operatora A wyrazajac go za pomoca tej reprezentacji i
otrzymujac operator A = A({L_y}n>0). Operator ten dziala na funkcje falowa:

:/A(Zl7..., 26H 2af \/727( 1WZl)d2'1 dZN,

gdzie A(z1,...,2n) = [l;<;(2i — 25) jest wyznacznikiem Vandermonda. Powyzsze wyrazenia jest
uogblnieniem wyrazenia na wielomian charakterystyczny w teorii macierzy losowych. Jest ono
nazwane takze a/[3-zdeformowana catka macierzowa. Wektory osobliwe w modulach Vermy algebry
V istnieja dla szczegdlnych wartosci parametru a:

r—1 s—1
Qp s =

* T 2yB 2
gdzie r i s sa dodatnimi liczbami calkowitymi, A = a(Q — «), Q@ = ﬁ — /B, a B to do-

VB,

datkowy parametr. Krzywe kwantowe anihiluja funkcje falowa, co wyraza sie za pomocg rownan
Schrodingera:

E(A(O‘ns))d’\am (z) =0.

Roéwnania te zostaly sprawdzone w 18] az do stopnia piatego wektoréw osobliwych. Reprezentacja
takze zostala tam wyprowadzona.

CFT

Odpowiednio$¢ pomiedzy krzywymi kwantowymi, a wektorami osobliwymi zostala omoéwiona z
bardziej formalnego punktu widzenia w [5]. Cala konstrukcja zostala przeprowadzona przy wyko-
rzystaniu operatoréw wierzchotkowych z CFT i ich funkcji korelacji. Te operatory wierzchotkowe
maja postac:

. © .—j
I(Ja),z) =u“exp (2a Z —_a_j) exp ( — 2« Z —,aj)x2aa07 (2)
=17 =1 J

gdzie a; sa generatorami algebry Heisenberga: [a;, a;] = $0;1;. W [5] zostalo pokazane, ze funkcja
falowa wprowadzona we wczeéniejszej sekcji moze zostaé wyrazona przy wykorzystaniu tych ope-
ratoréw wierzchotkowych:

Do) = /vuya HI()— B, z)]0)der .. dzy, (3)

gdzie (V| jest odpowiednio wybranym stanem zamykajacym. Dzialanie algebry Virasoro zdefi-
niowane jest w nastepujacy sposéb:

N
L,n-@a(x):/<V|L,n-1(|a>,x)H1(\—¢B>,zi)|o>dz1...dzN,
=1

gdzie

1 1
Loty )= 5o [ o T (), 2)dy,

4



calkowanie jest przeprowadzone po matym okregu C(z) wokél puntuz € C,a T(y) = 3,,cz Lny "2
jest tensorem energii-pedu. Po dluzszych obliczeniach definicja ta prowadzi do reprezentacji (|1)).
Waznym skladnikiem calej konstrukeji jest odwzorowanie S, g : V(A) — F(a) z modutu Vermy
do modutu Focka. Wtasnoscia tego odwzorowania jest to, ze wektory osobliwe naleza do jego jadra:
Saqlvs) = 0.

VOAs

Pomyst na zaaplikowanie VOA do krzywych kwantowych polega na zastapieniu ,,operatoréw wierz-
chotkowych” pojawiajacych sie w definicji funkcji falowej przez operatory przeplatania. To podej-
$cie do krzywych kwantowych zostalo rozwiniete przez autora tej pracy i wraz z ponizszymi
wynikami nie zostalo dotychczas opublikowane. Wzér stanowi punkt wyjscia do definicji ope-
ratéw przeplatania pomiedzy modutami Focka [15]. Dlatego tez nowe podejscie jest konsystentne
z podejsciem wcezesniejszym. W nowym podejsciu uogdlniamy funkcje falows za pomoca wzoru:

do(v.z) = [(ViI.2) [[1(|-VE).2) 10)dz ..z,

gdzie I(-,z) : My — Hom(Ma, M3) ® C{z} sa operatorem przeplatania pomiedzy modulami Focka
(M; = F(n) dla réznych wartosci ), a v € F(a) jest dowolnym wektorem. Do precyzyjnej definicji
funkcji falowej potrzebujemy wybraé¢ odpowiedni cykl catkowania. Taki cykl I' zostal skonstruowany
w [16]. Wynik ten zostal takze zwiezle oméwiony w [22]. Cykl ten jest zawarty w definicji operatora
ekranowania XN g p:

SNgp /F ﬂ[( |—VB),2i)da . day.
=1

Scista definicja funckji falowej zadana jest wzorem:

Yal(v,z) = (@Z_N\/BZNﬁI(va) 10), (4)
gdzie CIDZ_N VB jest odpowiednim homomorfizmem odgrywajacym role stanu zamykajacego (V' |,
v € F(a) jest dowolnym wektorem, a a = Q + N/B + bﬁ. Niech W, bedzie przestrzenia

uogdlnionych funkcji falowych. Rozszerzona dziedzina definicji funkcji falowej pozwala na inng
definicje dziatania algebry Virasoro:

L, QZQ(U, x) = @Za(an,a:). (5)

Niech Sy @ V(A) — F(a) bedzie odwzorowaniem wspomnianym w sekcji CFT, ktérego jadro
zawiera wektory osobliwe. Z naszej konstrukcji bezposrednio wynika, ze uogdlnione funkcje falowe
ewaluowane na S, (vs) = 0 spelniaja tozsamosé @a(a:)(sa,Q(vs)) = 0. Jedyna trudnoé¢ polega na
wyprowadzeniu odpowiedniej reprezentacji. Reprezentacja ta otrzymana jest przy wykorzystaniu



dwdéch lematow, z ktorych wynika, Zeﬂ

I(L_yv,z) = 0z1(v,2),
1 _
I(L_n'U, .’L‘) = m . 8; 2T($)I('U, .%') . (6)
Wykorzystujac @ zaaplikowane do definicji i otrzymujemy réwnania Schrodingera. Gléwne
twierdzenie przybiera postac:

Twierdzenie 1 Istnieje reprezentacja p operatorow kreacji algebry Virasoro na przestrzeni W,
taka, zZe
Lkwa(vvx) = wa(L*kvax% (7)

gdzie Ek = p(Lg) i@ k < 0. Reprezentacja ta zadana jest za pomocg nastepujgcych wzoréw:

L.y = 0, natomiast dlan>2: (8)
L = o2 (S @)+ LW @) + @) + (0 - NVB)))
- R2n—2)1"° \4 2 ¢ ’

gdzie fi(x) = B2 %0 o a" > oment2 MmO,y @ d(z) = B2 (m 4 2)tmaoz™.

Z naszej konstrukeji otrzymujemy bardziej ogdlna reprezentacje niz ta zaprezentowana w [5]. Jezeli

0zZnaczymy przez ngT reprezentacje otrzymana za pomoca metod CFT (czyli takze za pomoca

modeli macierzowych) to nasza reprezentacja przybiera nastepujaca postac:
~ ~ 0 m
Lo,=L%%"+y (n B 2) (m, + 2ty o™ "2
m=n—2

gdzie v = h(a — N/p) jest parametrem deformacji. Jako wniosek otrzymujemy takze nastepujace
stwierdzenie:

Stwierdzenie 1 Zalozimy, Ze a,b, k > 0 sq¢ dodatnimi liczbami caltkowitymi, natomiast k > a+b+2.
Wowczas zachodzi nastepujgca toZsamosé:

R0 (k—n—2\(n k
1;7 ( " ><b>(2n—k+2)—(b—a)<a+b+2>.

Przytoczmy teraz twierdzenie o krzywych kwantowych:
Twierdzenie 2 Jezeliv, = A, | A) jest wektorem osobliwym, 2N = s—1,2b=1-r ia = Q—ay,,
to wowczas, wykorzystujgc reprezentacje (@, otrzymujemy krzywe kwantowe:

A\T,S(E—nﬁza (z) =0

!Pierwsza z powyzszych réwnoéci wynika z definicji operatoréw przeplatania, zatem lemat jest sprawdzeniem, czy

wybrane I jest takim operatorem. Nie jest wiadome dla autora, czy z takiej definicji wynika takze druga z powyzszych
rownosci.



Podejscie wykorzystujace VOAs ma szereg dodatkowych zalet, ktore chcielibyémy tutaj wymienié:

e Definiujemy nie tylko dzialanie algebry Virasoro na funkcjach falowych, ale takze dziatanie
algebry Heisenberga.

e Konstrukcja jest matematycznie bardziej czytelna i nie wymaga zadnych dodatkowych fizy-

cznych zaltozen czy argumentow.

e Dowodzimy w przejrzysty sposob, ze wyprowadzona przez nas posta¢ reprezentacji ma wias-
ciwa postaé¢ w dzialaniu nie tylko na pierwotna funkcje falowa, ale takze na jej uogélniong
wersje. Oznacza to, ze mozemy zastosowaé tg reprezentacje do dowolnego wyrazenia wielo-
mianowego w operatorach kreacji algebry Virasoro.

e Zakladajac prawdziwos$¢ rownan @, wyprowadzenie reprezentacji jest prostsze.

Zdaniem autora podejscie wykorzystujace VOAs moze byé dalej zastosowane do innych algebr
posiadajacych wektory osobliwe, na przyktad do W-algebr.

Oméwmy jeszcze krotko zwiazek z rownaniami BPZ. W tych réownaniach odpowiednie réwnania
rézniczkowe (pochodzace z wektoréw osobliwych) anihiluja funkcje korelacji postaci

N
Con 1), ) TTI([=VB ) 51) wa)

gdzie I sa operatorami przeplatania. To wyrazenie jest bardzo podobne do funkcji falowej @Za(| a), ).
Jednakze otrzymana dla réwnan BPZ reprezentacja jest inna niz ta podana w Twierdzeniu

Super krzywe kwantowe

Supersymetria jest pojeciem wywodzacym sie z fizyki teoretycznej, ktore przewiduje dualnosé
pomiedzy czasteczkami elementarnymi. Spdjnosé teorii strun silnie ogranicza ilos¢ wymiaréw cza-
soprzestrzeni. W przypadku braku supersymetrii czasoprzestrzenn powinna mie¢ wymiar 26, su-
persymetria natomiast ogranicza ta liczbe do 10. Jednym z gléwnych zastosowan supersymetrii
w matematyce jest symetria lustrzana. Postuluje ona dualno$¢ pomiedzy tréjwymiarowymi ze-
spolonymi rozmaito$ciami Calabi-Yau (komplementarnymi do czterech obserwowanych wymiaréw
czasu i przestrzeni). Matematyczny opis supersymetrii wykorzystuje wspélrzedne antyprzemienne.
Nosza one nazwe wspoirzednych fermionowych, podczas gdy tradycyjne wspoélrzedne nazywamy
wspoltrzednymi bozonowymi.

Supersymetryczne rozszerzenie relacji pomiedzy krzywymi kwantowymi oraz wektorami osobliwymi
zostalo przedstawione w [21] oraz [5]. Istnieja rézne warianty takiego rozszerzenia, w zaleznosci od
obranej wersji super algebry Virasoro. W szczegdlnosci w przypadku supersymetrii z N/ = 1 mamy
dwa takie rozszerzenia: algebre Neveu-Schwarza oraz algebre Ramonda. W pracy [21] rozwazony
zostal pierwszy przypadek z punktu widzenia supersymetrycznych calek po wartosciach wltasnych.



W pracy [5] za pomoca formalizmu CFT zostala wprowadzona do tych rozwazan algebra Ra-
monda. Trudno$ci zwigzane z potraktowaniem zwigzku super krzywych kwantowych oraz super
wektoréw osobliwych egzemplifikuje przedstawione w pracy twierdzenie o nieistnieniu pewnego
supersymetrycznego odpowiednika operatora przeplatania. Tym niemniej w rozprawie tej prezen-
tujemy wyniki z [5] wykorzystujace podejscie CFT.

Super kwantowe struktury Airy

Istnieja rézne podejscia do definicji supersymetrycznej wersji topologicznej rekurencji. Jako przyktad
mozemy wymieni¢ prace dotyczace supersymetrycznych calek po warto$ciach wlasnych: [4], [20].
Jednakze mozemy postapié takze inaczej: skoro QASs sa przeformutowaniem topologicznej rekurencji,
mozemy je uogdlni¢ do SQASs.

Jak juz zostalo wspomniane we wprowadzeniu QASs definiowane sa poprzez rodzine operatordéw
kwadratowych:

~ 1 ) ) 1 ) )
L; = hd,, — 3 > Al yzary —h Y BlywaOs, — 552 > Ci 402,00, — KD, (9)
a,bel a,bel a,bel

gdzie i € I. Pochodza od nich réwnania rézniczkowe anihilujace funkcje partycji lA},-eF =0, gdzie
h9—1 ‘ .
F = Z | Z ng”(“""?Zn)xil"'«Tz‘n.

g>0n>1 ' y,.in€l

Operatory L; tworzg algebre Liego g ze wzgledu na standardowy komutator:
[Li, Lj] = 1> f;Lk (10)
k

dla pewnych statych Z»’; € C. Funkcja partycji koduje niezmienniki, ktére w odpowiednich przy-
padkach odpowiadaja niezmiennikom obliczonym za pomoca topologicznej rekurencji.

W celu zdefiniowania SQASs wykorzystajmy wzory @D oraz dajac jednak inne znaczenie uzy-
tym symbolom. W @ dopuszczamy jako x, zmienne fermionowe. Wyrdznione sg one za pomoca
gradacji na zbiorze indekséow I — Zs. Dla zwyklych zmiennych bozonowych odpowiednia gradacja
jest 0, dla fermionowych natomiast 1. W zastepujemy zwykly komutator przez superkomuta-
tor:

[Li, Ljls = LiL; — (—1)WIL,L,;.
Algebra g staje sie super algebra Liego. Wymagamy, aby funkcja partycji anihilowana przez te ope-

ratory miala gradacje parzysta. Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznoéci funkcji partycji zachodzi
takze w tym przypadku:

Twierdzenie 3 [2] Zaléimy, Ze operatory L; tworzg SQAS. Wéwczas istnieje dokladnie jedna
rodzina elementéw Fy ,, € A, ktore spelniajq réwnania L; exp(3- ;>0 >n>1 R1F, ) = 0, dla ktérych
FO’Q =0.



Dowod tego twierdzenia wykorzystuje supersymetryczna wersje lematu Poincaré dla 1-form. Jedna
z zalet SQASs nad QASs jest mozliwo$¢ wprowadzenia dodatkowej zmiennej fermionowej nie
zwigzanej z zadnym z operatorow. To rozszerzenie powala na konstrukcje réznych przyktadéw,
w tym opartego na algebrze Neveu-Schwarza.

W rozprawie tej prezentujemy takze relacje na tensory A, B,C oraz D wynikajace z warunku
1) a takze réwnania rekurencyjne na wspoétczynniki Fy , pochodzace z warunku Lief =0 [2].
Tozsamosci te sa uogdlnieniem wynikéw zaprezentowanych w [10]. Badamy takze redukcje struk-
tur Airy opartych o algebre g do podalgebry j C g, jak to zostalo przedstawione w ponizszym
stwierdzeniu.

Stwierdzenie 2 Zaldzmy, ze L : g — End(g @ g*) jest reprezentacja symplektyczng tworzacq
klasyczng strukture Airy. Niech j C g bedzie podalgebrq taka, ze p(G)(j ®i*) Cj @ j*. Wowczas L
ograniczone do j tworzq klasyczng strukture Airy.

W szczegoblnosci wnioskujemy, ze:

Stwierdzenie 3 [9] Majgc dang klasyczne super strukture Airy LY z super algebrg g = go @ g1
mozna jg ograniczyé do bozonowej struktury Airy z algebrg go.

Badanie QASs z punktu widzenia teorii reprezentacji zostalo zapoczatkowane w [10]. Pokazano tam,
ze klasyczne Struktury Airy odpowiadaja reprezentacjom sympletycznym p: g — (End(W),w) (w
jest forma symplektyczna) odpowiedniej algebry Liego oraz zanurzeniu lagranzowskiemu j : g — W
speliajacymi warunek ¢(v1)j(va) — @(v2)j(v1) = j([v1,v2]). Z lematu Whiteheada, jesli g jest
potprosta, a g i W maja wymiar skoficzony, wynika, ze mozemy znalez¢ element ) € W taki,
ze j(z) = p(x)Q. W rozprawie rozwijamy teorie wykorzystujac rozklad na przestrzenie wlasne
W = > yea Wx. Rozklad ten pozwala napisa¢ 2 = >, Q). Przy tych zalozeniach dowodzimy
szeregu lematow:

Lemat 1 Zbior X = {\ € A: Qy # 0} rozpina przestrzen h*.
Lemat 2 Dla dowolnych elementéw x,y € g mamy w(p(x)82, p(y)?) = 0 oraz w(Q, p(x)p(y)Q2) = 0.

Lemat 3 Zalézmy, ze dla a € Wy, oraz b € W)y, (A1, A2 € A) zachodzi warunek w(a,b) # 0 oraz,
ze istnieje Sciezka w diagramie reprezentacji {gczqgcea a © b, dla ktorej krawedzie odpowiadajg parami
komutujgcym operatorom. Wowczas dlugosé tej Sciezki jest nieparzysta.

Wykorzystujemy powyzsze lematy oraz rozklad na przestrzenie wag w celu zbadania struktur Airy
dla algebry sl(2) @ sl(2). Konstruujemy dwie takie struktury. Pierwsza z nich pochodzi z reprezen-
tacji Vo @ V1 + V1 @ Vi (V,, jest n-wymiarowa nieprzywiedlna reprezentacja s[(2)). Druga struktura
jest ciekawsza. Pochodzi ona z reprezentacji V3®Va+Vo® V3. Poniewaz obie te struktury sa skoncze-
nie wymiarowe, moga zosta¢ skwantowane. Badanie struktur opartych na algebrze sl(2) @ s((2)



stanowi takze poczatkowy krok w celu zbadania SQASs opartych na algebrze osp(3]2). Badamy
takze SQASs oparte na algebrze osp(1/|2) [2]. Z rozwazai wymiarowych wynika, ze algebra ta nie
posiada SQASs jezeli nie zatozymy istnienia dodatkowej zmiennej fermionowej. Z ta zmienng taka
struktura istnieje, jak tez zostalo pokazane w [2].

W pracy |10] zostal przeprowadzony pierwszy krok w celu klasyfikacji QASs opartych na prostych
algebrach Liego. Wiele algebr zostalo wykluczonych. W opinii autora niniejszej rozprawy teoria
struktur Airy opartych o algebry pélproste powinna byé bogatsza, co ilustruje juz przypadek algebry
s[(2) @sl(2). Wynika to stad, ze algebry pélproste sa ,bardziej przemienne”, a zatem warunek
jest latwiejszy do spelnienia. Opinia ta zostala niedawno potwierdzona w pracy [14].

Istnieje kilka obszaréw, gdzie SQASs moglyby zostaé zastosowane. Jednym z nich jest znalezienie
zwigzku z super krzywymi spektralnymi. Innym pomystem jest zbadanie niezmiennikéw Gromova-
Wittena rozmaitosci X posiadajacej nieznikajace kohomologie w nieparzystych wymiarach. Za-
pisanie takich kohomologii w szeregi formalne wymaga wykorzystania zmiennych fermionowych.
Wiezy na takie szeregi zostaly wyprowadzone w pracy [19] w przypadku, gdy X jest krzywa ze-
spolona. Operatory zadajace te wiezy istotnie spelniajg warunek super algebry Liego. Jednakze
nie tworzg one SQAS, poniewaz ilo$¢ wykorzystanych zmiennych jest wieksza niz ilos¢ operatoréw.
W szczegblnosci wiezy te nie wyznaczaja funkeji partycji w sposoéb jednoznaczny.
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