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Operacja rozszerzenia algebry (zanurzenia w inna algebre) wydaje sigvrigerii algebr czgciowych
znacznie wigksze znaczenie niz w przypadku totalnyréli Bewiem rozserzana algebra jest szipwa, jej
nosnik moze algebre juz rozszerzona genewa mozna interpretovegako wzbogacenie, a§é rozwa-
zamy rozszerzenie do algebr totalnych, to wrecz uzupetnienie obiektu reprezentowanego szEEvay|
algebre. Z kolei umiejetrg konstruowania odpowiednio wzbogaconych czy uzupetnionych obiektow jest
przedmiotem zainteresowania takich dziedzin, jak logiki niemonotoniczne ([8]), induktywne wnioskowanie
([9], [15], [17]) czy specyfikacja oprogramowania (zagadnienie modu&minrepor. [22], a takze rozdz. 23
w [13]).

Umiejetn&t rozszerzenia algebry cagowej do dobrze znanej lub ctioy tatwiejszej do zbadania al-
gebry totalnej moze sie takze okézzardzo przydatna do poznania jej wtascio Tak widnie dziata twier-
dzenie Poincare-Birkhoffa-Witta pozwalajace reprezentoalgebry Liego przez algebry taczne. Przykia-
dem bardzo og6lnej metody uzycia totalnego rozszerzenia do opisania algelnipeazg jest konstrukcja
podana przez Kreowskiego w [14] (pomyst ten wykorzystujemy w rozdziale 3 rozprawy).

Pojawiaja sie wiec w teorii algebr cggiowych naturalne pytania: 'Jak mozna rozszérdgna alge-
bre?’, 'Czy mozna ja rozszerzyo algebry o podanych wtassmiach?’. Jednym z podstawowych warian-
tow tego ostatniego jest problem 'Czy mozna dana algebrgcamga zanurz§ w algebre z danej rozma-
itoSci totalnej?’, nazywany dalej problemem zanurzatio

Evans wskazat w [6] i [7] zwiazki problemu zanurzadtoz problemem stéw.

Z kolei Andréka i Németi w [1] pokazali, ze zanurzataalgebry w rozmaitst jest rownowazna za-
chodzeniu w algebrze wzystkich prawdziwych w rozmggiadmplikacji rbwndciowych postaci/ ¢; ~
S —=> T RY. e

Inne wyniki dotyczace problemu zanurzaloowiaza sie z rezultatem uzyskanym przez Schmidta w
[19]. Pokazat on, ze dla kazdej algebry szipwej A oraz klasy algebiC zamknietej na produkty i do-
mknigte podalgebry istniej€-odbicie A, tzn. homomorfizmh: A — B € K faktoryzujacy wszystkie
homomorfizmy zA w algebry z klasyX. Poniewaz rozmai&zi totalne spelniaja powyzsze zatozenia,
zanurzaln& A w K jest ro(wnowazna kazdemu z nastepujacych warunkoéw:

e homomorfizmh jest réznowartéciowy (czyliker h jest identycznscia naA)

e kongruencja na wolnym uzupetniendugenerowana przez teorie réwswowakC nie skleja elemen-
téw A

e kongruencja na algebrze wolnejiisnad A generowana przez relacje definiujace algegbrge skleja
wolnych generatorow



e kongruencja na algebrze terméw nddgenerowana przez teorie rowsaowalkC oraz relacje defi-
niujace algebré\ nie skleja elementowd.

StomiAski w [20] podat warunek z kongruencja na algebrze wolnej, a takze, uogoélniajaénigze
sze wyniki dotyczace zanurzalkm potgrup w grupy czy tez krat w algebry Boole’a, badat przypadek, w
ktérym operacje algebry wyznaczaja funkcje dyskretne (nigdzie nisstukre) badz totalne - mozna wiec
ja traktowd jako algebre totalna ubozszego typu.

Z kolei Burmeister w [5] pokazuje, ze kazdy model danego zbioru r@eiregzystencjalnyck mozna
zanurzy w pewien totalny modeF, czyli algebre z totalnej rozmafei zdefiniowanej przeZ.

Bartol i Rosellé w [3] podaja (inna niz w [1]) charakteryzacje przez implikacje r@eimove klasy
algebr czéciowych zanurzalnych w dana rozmaéitdotalna, a takze warunki réwnowazne definiowaitio
tej klasy przez stabe réwsoi (ograniczajac sie do przypadku regularnych rozrsaitalgebr unarnych).

Onitez, wraz z Monserratem, Rudakiem i Torrensem, podaja w [2] konstrukcje wspomnianej kogruencji
na wolnym uzupetnieniu algebry cagowe;j i stosuja ja do badania wtageoalgebr termalnych (tj. takich,

w ktorych wart&E termu moze by okreslona nawet wtedy, gdy nie sa oklene wart&ci pewnych jego
podtermow).

Wymienione wyniki pozwalaja w wielu sytuacjach wyznacpewne klasy algebr zanurzalnych w dane
rozmaitdci, jak réwniez klasy rozmaisei, w ktére dane algebry mozna zanwzyrudno jednak uzrigje
za narzedzie do rozstrzygania problemu zanurZ&ine konkretnych przypadkach. Mozlisoi skonstru-
owania takiego narzedzia stwarza natomiast teoria przepisywania termow.

Systemy przepisywania terméw stuza do rozwiazywania problemu stow dla teorii s6iemgch, tj.
problemu 'Czy dana réwrst nalezy do danej (prezentowanej przez dany zbior aksjomatéw) teorii rowno-
Sciowej?’. Ich dziatanie polega na przeksztatcaniu obu stron rozwazanej$6iwdmpewnych kanonicz-
nych postaci i sprawdzeniu, czy sa one jednakowe. Sposo6b przeksztatcasiajakeguty przepisywania
(.skierowane” rown@&ci) otrzymane z aksjomatow teorii. Teoria przepisywania termow znajduje obecnie
zastosowanie w wielu dziedzinach matematyki i informatyki, m. in. w algebrze uniwersalnej, automatycz-
nym dowodzeniu twierd#® tworzeniu i weryfikacji oprogramowania.

Celem rozprawy jest ustanowienie metod badania problemu zanuszalmgkorzystujacych narzedzia
pochodzace z teorii przepisywania termoéw. Gtéwna idea wyglada nastepujaco: Do systemu przepisywa-
nia termow prezentujacego algebxenalezy doda aksjomaty rozmaifeci K i skonstruowa nowy system
prezentujacyC-odbicie algebryA. Wowczas do sprawdzenia, ckrodbicie skleja elementy wystarczy
porowna& zbiory statych terméw nieredukowalnych w obu systemach, co umozliwia pojecie statoreduko-
walndasci (ground reducibility).

Pomyst ten rozwija idee pochodzace z [13] (a variej m. in. [16], [10] i [12]) algorytméw sprawdza-
jacych prawdziwét réwndsci w algebrze totalnej oraz zanurzabalgebry totalnej w rozmaifid bogat-
szego typu. Wymaga to jednak zaadoptowania teorii przepisywania terméw do algebioezgh, czemu
poswiecona jest znaczna &gpracy, jak rowniez wieks&0 postawionych otwartych probleméw. Zwia-
zane z tymi zagadnieniami wyniki moga zndleastosowanie w systemach wspomagajacych dowodzenie,
a takze przy implementacji specyfikacji algebraicznych wykorzystujacych algebsgionge (por. [11] i
[23] oraz [22], [4], [14], [18] i [13]).

W rozdziale 2 rozprawy wprowadzamy uzywana pézniej notacje oraz twierdzenia z zakresu algebry
uniwersalnej, przepisywania termow i zagadngkrewnych.

Rozdziat 3 péwiecony jest zastosowaniu (totalnych) systeméw przepisywania terméw do badania
(klas) algebr cz&ciowych skonstruowanych metoda zaproponowana przez H.-J. Kreowskiego w [14] za po-
moca (klas) algebr totalnych. Podrozdziat 3.1 zawiera opis metody (dwie pierwsze definicje) oraz analize
wiasndci otrzymanych tak klas algebr. Podrozdziat 3.2 prezentuje sposéb uzycia systeméw przepisywania



terméw do badania teorii rowsoiowych tych klas (dla rowrsei egzystencjalnych i rowisgi Evansa) oraz
zanurzalnéci ich obiektéw poczatkowych w pewne rozméitototalne. Proponowana metoda nie wymaga
modyfikowania narzedzi oferowanych przez teorige przepisywania terméw, lecz badanie za ich pomoca teo-
rii rownosciowych algebr c&ziowych jest d& ztozone, a badanie problemu zanurzabiamgraniczone

do rozmait&ci zawartych w uzytej do opisania algebry sziewe;j.

Alternatywne rozwiazanie przedstawia rozdziat 4. Polega ono na zaadoptowaniu systeméw przepisywa-
nia termow do badania egzystencjalnych teorii réssiowych. Podrozdziaty 4.1 i 4.2 wprowadzaja odpo-
wiedniki poje systemu redukcyjnego i systemu przepisywania termOw oraz zwiazana z nimi terminologie
(wlasndsci zbiegania, zupeh&ai itd.). Nastepnie za jej pomoca sformutowane zostaja warunki rownowazne
prezentowaniu przez nie egzystencjalnych teorii résammwvych. Podrozdziat 4.3 przedstawia konstrukcje
czesciowego systemu przepisywania terméw prezentujacego zadana teorig (algorytm uzupetnienia), a takze
przyktadowe jej zastosowania.

Rozdziat 5 p&wiecony jest badaniu zanurzafwd algebry poczatkowej z rozmaditi egzystencjalnej
prezentowanej przez dany &gowy system przepisywania termow w dana roznsaitotalna. Prezento-
wana metoda nie wymaga, zeby rozmsgitta byta zawarta w innej, zwiazanej z systemem, jak to byto w
przypadku algorytméw rozwazanych wénéej. Podrozdziat 5.1 przedstawia sposéb przeksztatcenia cze-
sciowego systemu redukcyjnego do postaci umozliwiajacej sprawdzanie statoredulsmivegnmow za
pomoca algorytmu dla systemow totalnych. Podrozdziat 5&vperony jest sformutowaniu warunkow
réwnowaznych zanurzal&oi wygodnych do weryfikowania za pomoca systemow przepisywania terméw.
Wreszcie podrozdziat 5.3 przedstawia zapowiadana metode badania zar&aizalno

W Zakahczeniu przedstawiamy otwarte problemy zwiazane z planowanymi kierunkami dalszyéh bada

Dodatek zawiera pewne techniczne szczegély dowodu pop&mivatgorytmu uzupetnienia dla cze-
sciowych systemoéw przepisywania terméw.
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