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Autoreferat rozprawy doktorskiej

Przedmiotem rozprawy jest konstrukcja krzywej X z wlasnoscig punktu statego,
ktorej walec, czyli iloczyn kartezjariski X x [0, 1], tej wtasnosci nie posiada.

Stanowi ona rozwiazanie problemu Binga z 1969 roku.

W roku 1909 Brouwer udowodnil, ze kostki skonczenie wymiarowe I" maja
wlasnos¢ punktu statego. Kostki te — to iloczyny kartezjanskie n egzemplarzy od-
cinka T = [0, 1]. Twierdzenie orzekajace wtasnos¢ punktu statego odcinka mozna
tatwo wyprowadzié¢ z wtasnosci Darboux funkcji cigglych rzeczywistych. Dowod
ogb6lnego twierdzenia Brouwera jest trudny. Zachodzi wiec pytanie czy mozna
je uzyskaé¢ jako wniosek z reguly stwierdzajacej (przynajmniej w pewnej klasie
przestrzeni) zachowanie wlasnosci punktu statego przez iloczyny kartezjanskie, a
w szczegblnosci przez walce nad przestrzeniami, to jest ich iloczyny kartezjanskie
przez odcinek. Pierwsze odnotowane sformutowanie tego problemu pochodzi od
Kazimierza Kuratowskiego (1930 [Kul]) i przybralto ono nastepujaca postac: Czy
iloczyn kartezjanski kontinuéw Peano, t.j. lokalnie spojnych, ktoére maja wtas-
nos$¢ punktu statego tez ma wlasno$é punktu statego? Kuratowski, w swoim sfor-
mutowaniu narzucit na przestrzen postulaty regularnosci natury zaréwno global-
nej — zwartosé, jak i lokalnej — lokalna spojnosé. Jesli odrzucimy te ograniczenia
to kontrprzyktady sa proste. Pierwszy przyktad przestrzeni z wlasnoscig punktu
stalego, ktorej kwadrat kartezjanski nie ma tej wlasnosci opublikowal w 1959 roku
E.Connell (|[C]). Rownie nieskomplikowany — choé¢ juz tukowospojny przyktad
pochodzi od Klee’go ([Klee]). Z drugiej strony w 1956 Dyer udowodnit, ze iloczyny
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kartezjanskie kontinuéw taricuchowych, t.j. granic odwrotnych tukéw maja wtas-
nos¢ punktu statego ([Dy|). Twierdzenie to mozna traktowac jako uogolnienie
twierdzenia Brouwera. Jest ono szczegolnie interesujace jesli wzia¢ pod uwage to,
ze kontinua tancuchowe w znacznym stopniu moga nie spetnia¢ wymogu lokalnej
spojnosci. Najprostszym przykitadem jest tu krzywa zwana zageszczonag sinu-
soidg, zas skrajnie skomplikowanym pseudotuk, kontinuum taricuchowe dziedzi-
cznie nierozktadalne, a wiec nie zawierajace zadnych tukéw. Wezesniej Hamilton
(1951 [Ham|) udowodnit, ze kontinua taricuchowe maja wlasnos¢ punktu statego.
W roku 1967 ukazaly si¢ dwie prace . W pierwszej z nich Knill ([Kn]) konstru-
uje kontinuum $ciagalne (lecz nielokalnie sp6jne) wymiaru 2 z wlasnoscia punktu
statego, ktorego walec tej whasnosci juz nie ma. W drugiej z nich Lopez ([L]) po-
daje analogiczny przykitad bedacy wieloscianem zwartym. Wymiar wieloscianu
Lopeza wynosi 17, co od razu stawia wobec problemu jego obnizenia. W dziesieé¢
lat p6zniej Husseini skonstruowal dwie rozmaitosci zamkniete, obie majace wtas-
no$¢ punktu statego, ktorych iloczyn kartezjanski tej wlasnosci juz jednak nie
ma (|Hu]). Ten przyklad ma réowniez wysoki wymiar, mianowicie dla kazdego z
czynnikow wynosi on 56. Walce nad rozmaitosciami z wlasnoscig punktu statego
nadal maja wtasnos¢ punktu statego. Dowdd dla rozmaitosci wymiaru >2 przed-
stawil Fadell w pracy ([F|). Przy uzyciu twierdzenia o klasyfikacji powierzchni i
twierdzenia Lefschetza mozemy go tatwo uzupetni¢ dla wymiarow < 2.

Zauwazmy przy okazji, ze stosujac wzor Kiinnetha i twierdzenie Lefschetza
(ID-G]) tatwo rowniez sprawdzi¢, ze iloczyny kartezjanskie rozmaitosci wymiaru
< 3 z wlasno$cia punktu statego takze maja te wtasnosé. Czyli wymiar przyna-
jmniej jednej z pary rozmaitosci, ktore by mogty zastapi¢ przyktad Husseiniego
(|[Hu|) musi by¢ co najmniej 3.

W klasie kontinuéw pozostaje do rozstrzygniecia przypadek wymiaru 1. Jesli
zalozymy, ze jednowymiarowe kontinuum jest lokalnie spojne to wowczas zawie-
ra ono krzywa zwykla zamknieta lub jest retraktem absolutnym (dendrytem).

Walec nad dendrytem jest nadal retraktem absolutnym, zatem ma wtasnosé
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punktu statego. Pozostaje wiec problem zachowania wtasnosci punktu statego
przez walce nad dowolnymi krzywymi. Problem ten postawit Bing w 1969 roku
w swojej pracy "The elusive fixed point property” (|Bi]). Najsilniejszy pozytywny
wynik w tym zakresie uzyskal w 2002 roku Marnka, ktéry udowodnit, ze walce
nad A-dendroidami, t.j. dziedzicznie rozkladalnymi krzywymi bedacymi grani-
cami odwrotnymi drzew maja wlasno$¢ punktu statego ([M2]|, dowod tego, ze
A-dendroidy maja te wlasnosé przedstawit ten sam autor w [M1| w 1976). Jego
wynik jest wzmocnieniem twierdzenia Ochezina (|O]), stwierdzajacego wlasnosé
punktu statego dla walcow nad dendroidami (dowdd tego, ze dendroidy maja
wlasnos¢ punktu statego przeprowadzil Borsuk [Bo|). Jednak, jak okazuje sie
odpowiedz na problem Binga w ogélnosci jest negatywna. Konstrukcja odpowied-
niego kontrprzyktadu jest gtéwnym celem niniejszej rozprawy. Sam przyktad
jest dosy¢ skomplikowany, choé¢ opiera sie na prostym pomysle geometrycznym.
Mianowicie, badajac wlasno$¢ punktu statego przestrzeni jednotukowospdjnych
(t.j przestrzeni tukowospdjnych nie zawierajacych krzywych zwyklych zamknie-
tych) czesto korzysta sie z nastepujacego lematu. Jesli przeksztalcenie f: J — T,
gdzie J jest pewnym tukiem lezacym w jednotukowospodjnej przestrzeni T odw-
zorowuje J w ten sposob, ze przeprowadza jego korice "na zewnatrz" to w J musi
sie pojawi¢ punkt staly.

Okazuje sie jednak, ze ten fenomen punktu statlego w pewnym sensie nie jest
zachowany przy mnozeniu kartezjanskim przestrzeni jednolukowospojnej przez
odcinek. Nasze wysiltki skupia sie na tym, by zanurzy¢ T" w pewnej krzywej
X majacej wlasnos¢ punktu statego, w ten sposoéb by wykorzysta¢ wspomniane
zjawisko do konstrukcji przeksztatcenia bez punktu statego X x I w siebie.

Do dowodu wtasnosci przyktadu okazuja sie uzyteczne pewne zaawansowane
konstrukcje i pojecia. Wymienie tutaj klasyczne rezultaty teorii grup topolog-
icznych abelowych lokalnie zwartych, przede wszystkim teorie dualnosci Pon-
triagina (|Pon|, [H-R|) oraz twierdzenie Scheffera ([Sch]), ktore sa podstawowym

narzedziem pozwalajacym wywnioskowaé z algebraicznych wtasnosci abelowych
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grup topologicznych zwartych ich odpowiednie wtasnosci topologiczne. Uzywamy
tych poje¢ do zbadania wtasnosci solenoidéw czyli grup topologicznych abelowych
zwartych bedacych granicami ciagdéw odwrotnych ztozonych z egzemplarzy okregu
jednostkowego S C C traktowanego jako grupa multyplikatywna. Szczegolnie
uzyteczne wlasnosci ma dla nas solenoid i, ktorego grupa dualna Pontriagina
jest izomorficzna z grupa liczb wymiernych. Innym narzedziem, ktoére stosu-
jemy jest pewne pojecie teorii ksztaltu wprowadzone przez J. Krasinkiewicza i
P. Minca ([K-M|, [K|), mianowicie taczalnosé. Pojecie to pozwala w kontinuach
wyréznié tzw. sktadowe taczalnosci, ktére w duzej mierze zachowuja sie podobnie
do sktadowych tukowych. W przypadku solenoidéw te pojecia nawet pokrywaja
sie. Ponadto uzywamy skonstruowanego przez H. Cooka kontinuum C', o nastepu-
jacej wlasnosci: jesli f: C" — C” jest przeksztalceniem pomiedzy podkontinuami
C to jest ono identycznoscia lub przeksztatceniem w punkt (|Cook]). Ta wlasnosé
kontinuum Cooka czyni je czesto baza innych konstrukeji, w ktorych istotna jest
kontrola liczby wystepujacych przeksztatcen. W naszym przypadku uzywamy
kontinuum Cooka do budowy ciggu kontinuéw C;,¢ = 1,2,3,..., ktory ma z
grubsza biorgc nastepujaca wlasnosé: C;,q jest obrazem cigglym Cj, natomiast
jesli ¢ < j to nie ma ciagtego przeksztalcenia C; na C;. Rola tej wlasnosci w
przyktadzie polega na tym, ze wymusza ona przeksztalcanie koricow pewnego
tuku ,na zewnatrz” i w nastepstwie powoduje pojawienie si¢ punktu statego.
Solenoid ¥, ciag C; i triod T sa podstawowymi sktadnikami naszego przyktadu
X.

Glowny wynik niniejszej rozprawy prezentowatem w 2004 roku na Wiosennej
Konferencji Topologii i Uktadéw Dynamicznych w Birmingham w Alabamie w

Stanach Zjednoczonych. Zostal on opublikowany w pracy [Sol.
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