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1. Wstep

Moja rozprawa jest poSwiecona nieréwnosciom funkcyjnym i transportowym zwiaza-
nym ze zjawiskiem koncentracji miary. Opis wynikéw poprzedZzmy krotkim historycznym
wprowadzeniem.

7 rozwigzania problemu izoperymetrycznego na sferze S"~! C R™ plynie nastepujacy,
dosé¢ zaskakujacy wniosek: na wysokowymiarowych sferach funkcje o matych lokalnych
oscylacjach sa praktycznie state (koncentruja sie wokol swojej mediany czy Sredniej).
Znaczenie tej prostej, lecz bardzo nietrywialnej obserwacji zostato podkreslone przez
Milmana, ktory uzyt jej do swojego dowodu twierdzenia Dvoretzky’ego [23]. Zjawisko
koncentracji miary stato sie jednym z gtéwnych nurtéw badan w wysokowymiarowym
rachunku prawdopodobienistwa (patrz monografie [21, 8]).

Znaczna czes¢ badan zostala poswiecona zaleznosciom miedzy nieréwnosciami funk-
cyjnymi, teorig transportu miary i zjawiskiem koncentracji miary (patrz np. [26, 22, 20,
6, 24, 5, 10, 11, 13|). Poczatkowe wyniki dotyczyly gtéwnie koncentracji miary dla
funkeji lipszycowskich od bardzo regularnych zmiennych losowych. Jednak, jak zauwa-
zyt Talagrand [26, 27| , gdy zawezimy uwage do wypuktych funkcji lipszycowskich, to
bezwymiarowa koncentracja zachodzi przy duzo stabszych zalozeniach.

Chociaz teoria koncentracji miary dla funkeji wypuktych czesciowo biegnie réwnolegle
do teorii klasycznej, to wiele rozumowan z teorii dotyczacej funkcji gtadkich catkowicie
sie zalamuje, poniewaz nawet najprostsze operacje na funkcjach (takie jak obciecie,
zmiana znaku czy podniesienie do potegi) nie musza zachowywaé wypuktosci. Niemniej
jednak uzyskano szereg waznych wynikéw, m.in. charakteryzacje bezwymiarowej wypuktlej
koncentracji [13] oraz ogdlna teorie stabych nieréwnosci transportowych [15, 14].

Moja rozprawa doktorska jest écisle zwiazane z ostatnimi dwoma pracami. Punktem
wyjécia byto dla mnie nastepujace pytanie.

PyYTANIE 1.1. Czy mozna wskazaé warunek konieczny i dostateczny na to, zZeby
maara probabilistyczna na prostej spetniata nierdwnosé logarytmiczng Sobolewa dla funkcji
wypuktych?

Otrzymane wyniki (w tym odpowiedz na powyzsze pytanie) omawiam w nastepnym
rozdziale.

Klasyfikacja tematyczna. 60E15; 26A51,26B25, 26D10.
Stowa kluczowe. Funkcje wypukte, koncentracja miary, nier6wnosé logarytmiczna Sobolewa, nierow-
no$¢ Poincarégo, nieréwnosci transportowe, splot infimum.
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2. Wyniki

2.1. Organizacja rozprawy i prace stanowigce jej podstawe. Moja rozprawa
oparta jest gtéwnie na artykutach

1. M. Strzelecka, M. Strzelecki, T. Tkocz, On the convex infimum convolution
mequality with optimal cost function, ALEA Lat. Am. J. Probab. Math. Stat.
14 (2017), 903-915,

2. Y. Shu, M. Strzelecki, A characterization of a class of convex log-Sobolev ine-
qualities on the real line, Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat. 54 (2018),
20752091,

3. R. Adamczak, M. Strzelecki, On the convex Poincaré inequality and weak trans-
portation inequalities, praca przyjeta do druku w Bernoulli,

oraz na wynikach otrzymanych wiosna 2018 roku podczas mojej wizyty w Instytucie
Matematycznym w Tuluzie, gdzie pracowalem pod opicka Francka Barthe (sa one czescia
nieukoniczonego jeszcze projektu).

Uktad tresci w rozprawie jest nastepujacy. Pierwsza czes¢ dotyczy teorii dla funkcji
gtadkich (a konkretniej: miar o ogonach ciezszych niz gaussowskie). Rozdzial 1 to ogolne
wprowadzenie, natomiast w Rozdziale 2 prezentujemy nowe wyniki dotyczace nieréwnoéci
typu Becknera pochodzacych od Lataty i Oleszkiewicza.

Druga, obszerniejsza czes¢ rozprawy dotyczy koncentracji dla funkcji wypuktych.
Gléwnym narzedziem technicznym jest teoria stabych nieréwnosci transportowych wpro-
wadzonych niedawno przez Gozlana, Roberta, Samsona i Tetaliego [15]. Najpierw przed-
stawiamy niezbedne wiadomosci wstepne (Rozdziat 3), potem badamy wypukta nier6wnosé
logarytmiczna Sobolewa na prostej (Rozdzial 4), wypukta nier6wnosé¢ Poincarégo w R™
(Rozdziat 5), ogolne nier6wnosci koncentracyjne wynikajace ze stabych nier6wnosci trans-
portowych (Rozdzial 6) oraz nieréwnosci splotu infimum z optymalnymi funkcjami kosztu
dla miar o log-wklestych ogonach (Rozdzial 7).

Ponizej opisuje najwazniejsze wyniki zawarte w rozprawie i niektére ptynace z nich
wnioski.

2.2. Nieréwnosci typu Becknera i zmodyfikowane nieréwnosci logaryt-
miczne Sobolewa. Niech r € (1,2) i g € (2,00) beda ustalone, takie ze 1/r +1/q = 1.
Do dowodzenia oszacowan koncentracyjnych dla (produktéw) miar, ktore maja ciezsze
ogony niz standardowa miara gaussowska mozna uzyé¢ kilku wariantéw klasycznej nie-
rownosci logarytmicznej Sobolewa, w tym nieréwnosci typu Becknera pochodzacych od
Lataly i Oleszkiewicza [16] oraz zmodyfikowanych nieréwnosci logarytmicznych Sobolewa
Gentila, Guillina i Miclo [10].

Powiemy, ze miara probabilistyczna p na R? spetnia nierdwnosé Lataty—Oleszkiewicza,
jesli istnieje stata Cro < oo, taka ze dla kazdej funkcji gtadkiej f: R — R,

2/p
o) Juo £2pe = ( o | f 10
. sup
ety (2—p)20)

< Cro / IV [2d.
Rd

Powiemy, ze miara probabilistyczna p na R¢ spelnia zmodyfikowang nieréwnosé loga-
rytmiczng Sobolewa, jesli istnieje stata C,,1g < 0o, taka ze dla kazdej funkcji gtadkiej
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f:RY— (0, 00),

(2.2) Ent,(f2) < cmLS/ Hq<m)f2d,u,
Rd f
gdzie Hy(t) == max{t? [t|?} dlat € R (¢ =r/(r — 1)).
Obydwie nieréwnosci majg wlasnosé tensoryzacji, ale wtasnosci koncentracyjne ptynace
z (2.2) sa, z dokladnoscia do statych, lepsze niz te implikowane przez (2.1).} Z drugiej
strony, mozna sie spodziewaé, ze — tak jak w przypadku wyniku Bobkova i Ledoux
[4] dotyczacego nieréwnosci Poincarégo — nieréwnosé Lataly—Oleszkiewicza implikuje
zmodyfikowana nieréwnosé logarytmiczng Sobolewa (a co za tym idzie, wzmocniong
koncentracje).? Gtowny wynik Rozdzialu 2 mojej rozprawy orzeka, ze faktycznie tak jest:

TWIERDZENIE 2.1. Niech p bedzie miarg probabilistyczng na RY, ktére spetnia nie-
rownos$é Lataty—Oleszkiewicza (2.1) ze statg Cro. Wowczas p spetnia zmodyfikowang
nierdwno$é logarytmiczng Sobolewa (2.2) ze statq Cy,rs, ktora zalezy jedynie od Cro i .

Twierdzenie 2.1 pozwala uzyskaé ulepszenie wtasnosci koncentracyjnych, ktore zostaty
wyprowadzone z nieréwnosci (2.1) przez Latale 1 Oleszkiewicza [16]| oraz Gozlana [12].
W szczegolnosci, jesli p spelnia nierownosé (2.1) ze stata Cro, to istnieje stata K =
K(Cro,r) > 0, taka ze dla kazdego n € N i dowolnego zbioru A C R, takiego ze
HE(A) > 1/2, mamy

M®n(A+ \/%Bgn +t1/rBZ,2d) >1— G_Kt.

Tu BY" oznacza kule jednostka w normie £4" przestrzeni R oraz

By = { (@1 wa) € @Y (3 fel) " < 1
=1

W Rozdziale 2 mojej rozprawy omawiam takze zwigzki miedzy zmodyfikowanymi
nieréwnodciami log-Sobolewa, a pewnymi wazonymi nieréwnosciami logarytmicznymi
Sobolewa.

2.3. Charakteryzacja wypuklej nier6wnosci logarytmicznej Sobolewa na
prostej. Niech p bedzie miarg probabilistyczng na R. Powiemy, ze u spetnia wypuktg
nierdwnosé logarytmiczng Sobolewa, jesli dla kazdej gtadkiej i wypuktej funkcji lipszycow-
skiej f: R — R,

(2.3) Ent,(ef) < C/ |f'1%e dp.
R

Niech U, bedzie lewostronnie ciggltym niemalejacym przeksztalceniem transportujacym
symetryczna miare wyktadniczg na miare p,

—1 ’
UM(I*):FM OFT(x): {F‘u‘—l(]z__le_h?) 1fﬂ7>0
1 2 T

Lw szczegblnosci pozwalaja odzyskaé zachowanie z Centralnego Twiedzenia Granicznego.

2w przypadku miar na prostej znane sa (przy pewnych zalozeniach technicznych) charakteryzacje
obu nier6wnosci, patrz [2, 3|. Nie wydaje sie jednak, zeby mozna bylo pokaza¢ na tym poziomie, ze
zmodyfikowana nieré6wnosé logarytmiczna Sobolewa wynika z nieréwnosci Lataty—Oleszkiewicza.
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Tu F, 1 jest ugolniona funkcja odwrotna do dystrybuanty E,.

Glownym wynikiem Rozdziatu 4 mojej rozprawy doktorskiej jest ponizsze twierdzenie,
ktore wzmacnia wyniki otrzymane ostatnio w [14|. (Podobne twierdzenie jest praw-
dziwe réwniez dla zmodyfikowanych nieréwnosci logarytmicznych Sobolewa dla funkcji
wypuktych).

TWIERDZENIE 2.2. Nastepujgce warunki s¢ rownowazne.

(i) Dla kazdego s >0 mamy [ e*lldp(x) < oo oraz istnieje stata C' > 0, taka ze p
spetnia wypuktq nierdwnosé logarytmiczng Sobolewa (2.3).
(ii) Istniejq a,b > 0, takie zZe dla wszystkich h > 0,

sgg{UM(m +h) —Uu(x)} < Va+bh.

W obydwu implikacjach stale zalezg tylko od statych wystepujgcych w zatozZeniach.

Chociaz w sformutowaniu nie pojawiaja sie stabe nieréwnosci transportowe, to jednak
odgrywaja one bardzo wazng role w dowodzie, a samo Twierdzenie 2.2 rzuca nowe $wiatto
na zwigzki miedzy nieréwnosciami Ty i Te_'

Jako wniosek otrzymujemy oszacowania koncentracyjne dla gérnego i dolnego ogona
lipszycowskich funkcji wypuktych. Warto podkredlié¢, ze weze$niej oszacowania dla dolnego
ogona byly nieznane — pracujac bezposrednio z wypukla nieréwnodcig logarytmiczng
Sobolewa uzyskuje sie jedynie oszacowania dla gornego ogona, patrz [20].

2.4. Wypukla nier6wno$é Poincarégo w R™. Powiemy, ze miara probabili-
styczna p na R™ spelnia wypuktq nierdwnosé Poincarégo ze stala A > 0, jesli dla kazdej
funkcji wypuktej f: R® — R,

(24) Var f(X) < { E[VA(X)P,

gdzie X to wektor losowy o rozkladzie u, za$ |V f(z)| oznacza dlugosé gradientu f
w punkcie z, zdefiniowana jako

|Vf($) = lim sup M

y—x ly — x|

Glowny wynik Rozdziatu 5 to wypukty odpowiednik znanego twierdzenia Bobkova
i Ledoux [4] dotyczacego nier6wnosci Poincarégo dla funkeji gltadkich. Rozszerza to na
dowolny wymiar wyniki otrzymane niezaleznie w [9] i [14].

TWIERDZENIE 2.3. Niech p bedzie miarg probabilistyczng na R™ spetniajgcq wypuktq
nierowno$é Poincarégo (2.4) i niech X bedzie wektorem losowym o rozktadzie pu. Wowczas,
jesli f: R™ — R jest wypukta oraz |V f(z)] < ¢ < V2X/(32¢) dla wszystkich x € R", to

Ent(e/ X)) < C(e, ) E |V £(X)|2ef 0,
Ent(e 7)) < O\, ¢, M)E |V f(X)|2e ),
gdzie M € Ry jest dowolng liczbg, dla ktérej P(|1X —EX| < M) > 3/4.

UWAGA 2.4. Podejrzewamy, ze zaleznosé od M mozna usunac.
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Twierdzenie 2.3 implikuje w szczegélnosci, ze u spelnia wypukla nier6wnoséé Poincarégo
wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia staba nieréwnosé¢ transportowa T z kwadratowo-liniows
funkcja kosztu.

W Rozdziale 6 przedstawione sa ogoélne nieréwnosci koncentracyjne wynikajace ze
stabych nieréwnosci transportowych (lub, réwnowaznie, z ich dualnych sformutowan:
wypuklych nieréwnosci splotu infimum), w tym oszacowania koncentracyjne dla nielip-
szycowskich funkcji wypuktych w stylu wynikéw otrzymanych niedawno przez Bobkova,
Nayara i Tetaliego |7].

2.5. Wypukle nieréwnosci splotu infimum z optymalna funkcja kosztu.
Niech X bedzie wektorem losowym o wartosciach w R™, zas ¢: R” — [0, 00| niech
bedzie funkcja mierzalna. Powiemy, ze para (X, ) spelnia wypukta niercwnosé splotu
infimum, jesli dla kazdej wypuktlej, ograniczonej z dotu funkcji f: R” — R,

(2.5) Ee/MPXEe~FX) <1,
gdzie fUp oznacza splot infimum f i ¢,

fO¢(z) =inf{f(y) + ¢(z —y) :y €R"}, xz€R"™
Dla wektora losowego X w R" definiujemy

N (z) := LAx(z) := sup {(z,y) — InEe¥X)},
yEeR”
Jesli X jest symetryczny i para (X, ) spetnia wypukla nieré6wnosé splotu infimum, to
p(x) < A% (z) dla kazdego x € R™ (patrz Remark 2.12 w [19]). Innymi stowy, A% jest
optymalng funkcja kosztu, z jakg moze zachodzi wypuktla nieréwnosé splotu infimum.
W Rozdziale 7 za pomoca wynikéw pochodzacych z [14] dowodzimy nastepujacego
twierdzenia.

TWIERDZENIE 2.5. Niech X bedzie symetryczng zmienng losowqg o log-wklestych
ogonach, tzn. takq zZe funkcja

tis N(t) = —InP(|X| > ), >0,

jest wypukta. Wtedy istnieje stata uniwersalna § < 1680e, taka ze (X, A% (-/B)) spetnia
wypuktq nierdwnosé splotu infimum.

Jako wniosek wyprowadzone zostaje poroéwnywanie stabych i silnych momentéw
wektoréw losowych o niezaleznych wspoétrzednych o log-wklestych ogonach w duchu
wynikow z prac [25, 1, 18, 17].

3. Pozostale publikacje i preprinty

Jestem rowniez (wspot-)autorem nastepujacych artykutow, niezwiazanych bezposred-
nio z mojg rozprawg doktorska:

4. R. Adamczak, M. Strzelecki, Modified log-Sobolev inequalities for convex functions
on the real line. Sufficient conditions, Studia Math. 230 (2015), 59-93,

5. M. Strzelecki, A note on sharp one-sided bounds for the Hilbert transform, Proc.
Amer. Math. Soc. 144 (2016), 1171-1181,

6. M. Strzelecki, The LP-norms of the Beurling—Ahlfors transform on radial func-
tions, Ann. Acad. Sci. Fenn. Math. 42 (2017), 73-93,
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7. R. Adamczak, M. Kotowski, B. Polaczyk, M. Strzelecki, A note on concentration
for polynomials in the Ising model, arXiv e-prints.

Praca 4. zawiera czesciowe wyniki, ktore zostaly nastepnie uogélnione w [14] i w wy-

mienionej wyzej pracy 2. Artykuly 5. 1 6. dotycza nieréwnosci martyngalowych i ich
zastosowania do badania klasycznych operatorow analizy harmonicznej. Praca 7. jest
blizej zwigzana z moja rozprawa doktorska: uzywamy w niej wynikéw uzyskanych w wy-
mienionym wyzej artykule 3. do otrzymania nieréwnosci koncentracyjnych dla form
kwadratowych od ograniczonych, zaleznych zmiennych losowych (waznym przykladem
jest tu model Isinga przy zalozeniu tzw. warunku Dobrushina).
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