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1 Abstrakt

Niech X = (Xi)i∈Z, gdzie Xi ∈ X a X jest (mierzaln¡) przestrzeni¡ stanów, b¦dzie procesem stochasty-
cznym. Niniejsza rozprawa doktorska koncentruje si¦ na procesach czasów powrotu R = (Ri)i∈Z
kolejnych powrotów Xi do A oraz ich roli zarówno w teorii prawdopodobie«stwa, jak i w teorii ergody-
cznej. Przypomnijmy, »e dla danego podzbioru A ⊂ X odpowiadaj¡cy mu proces czasów powrotu jest
zde�niowany jako

Ri =


inf{j ≥ 0 : Xj ∈ A}, i = 0,

inf{j > Ri−1 : Xj ∈ A}, i ≥ 1,

sup{j < Ri+1 : Xj ∈ A}, i ≤ −1.

(1.1)

Gªównym rezultatem rozprawy w teorii prawdopodobie«stwa jest dowód nierówno±ci Bernsteina dla
funkcjonaªów addytywnych ogólnych, niekoniecznie silnie aperiodycznych, ªa«cuchów Markowa, co
daje odpowied¹ na pytanie sformuªowane w pracy [3] (patrz [A3]). Dowodzimy równie» pewnej nowej
wersji nierówno±ci Bernsteina dla 1-zale»nych procesów (klasa ta jest silnie zwi¡zana z ªa«cuchami
Markowa dzi¦ki tzw. technice regeneracji). Gªówne rezultaty w teorii ergodycznej dotycz¡ dokªadnych
wzorów, b¡d¹ nierówno±ci, zwi¡zanych z entropi¡ (ang. entropy rate) punktowego iloczynu procesów
(patrz [A1]). Staj¡ si¦ one narz¦dziem do rozwi¡zania kilku otwartych problemów. Podajemy nowy,
jawny wzór na ci±nienie topologiczne ukªadów BBB-wolnych oraz, w pewnych przypadkach, dowodzimy
jedyno±ci stanów równowagi dla ukªadu wyznaczonego przez BBB (co rozszerza rezultaty o wewn¦trznej
ergodyczno±ci udowodnione w [46, 33]). Odpowiadamy na pytanie postawione w [46] o braku wªas-
no±ci Gibbsa dla miary o maksymalnej entropii (patrz [A2]). W ko«cu, odpowiadamy na kilka pyta«
dotycz¡cych entropii ukªadów BBB-wolnych z pracy [33] (patrz [A1]).

Cz¦±¢ rezultatów rozprawy jest nowa, pozostaªe rezultaty pochodz¡ z nast¦puj¡cych trzech artykuªów:

[A1] J. Kuªaga-Przymus and M.D. Lema«czyk. Entropy rate of product of independent processes.
Preprint: arXiv:2004.07648, 2020.

[A2] J. Kuªaga-Przymus and M.D. Lema«czyk. Hereditary subshifts whose measure of maximal en-
tropy has no Gibbs property. Uka»e si¦ w Colloquium Mathematicum, arXiv:2004.07643, 2020.

[A3] M.D. Lema«czyk. General Bernstein-like inequality for additive functionals of Markov chains.
Journal of Theoretical Probability, 2020.

2 De�nicje i oznaczenia

Dla uproszczenia rozwa»a« przyjmujemy, »e wszystkie zmienne losowe s¡ zde�niowane na wspólnej
przestrzeni probabilistycznej (Ω,F ,P), przy czym przez zmienn¡ losow¡ X rozumiemy dowoln¡
funkcj¦ mierzaln¡, przyjmuj¡c¡ warto±ci w mierzalnej przestrzeni stanów X (w skrócie X ∈ X ).
(Dyskretnym) procesem (stochastycznym) X = (Xi)i∈T (T jest zawsze równe albo N, albo Z)
nazywamy rodzin¦ zmiennych losowych Xi przyjmuj¡cych warto±ci we wspólnej przestrzeni stanów
X .

Czasami zast¦pujemy (domy±ln¡) miar¦ probabilistyczn¡ P przez jej wersj¦ warunkow¡ PA(·) =
P (· ∩A) /P (A), gdzie A ∈ F , przy czym P(A) > 0. W szczególno±ci EA oznacza ±redni¡ warunkow¡
liczon¡ wzgl¦dem PA.
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Dla danego ci¡gu x ∈XXX ⊂ X Z lub procesu X = (Xi)i∈Z oraz sko«czonego zbioru indeksów N ⊂ Z,
gdzie N = {i1, . . . , ik}, i1 < i2 < · · · < ik, okre±lamy

xN = (xi1 , . . . , xin), XN = (Xi1 , . . . , Xin)

(z oczywistymi mody�kacjami, gdy zbiór N jest niesko«czony). Ponadto, dla dowolnych k, l ∈ Z,
wprowadzamy przedziaªy caªkowitoliczbowe [k, l] = {k, k+1, . . . , l}, (−∞, k] = {. . . , k−2, k−1, k},
[l,∞) = {l, l + 1, l + 2, . . .}, przy czym [k, l] = ∅, o ile k > l. Zatem, dla przykªadu, X[1,n] =
(X1, . . . , Xn).

Wszystkie standardowe operacje wykonywane w zbiorze liczb rzeczywistych R rozszerzamy �po
wspóªrz¦dnych� na ci¡gi i procesy. Dla przykªadu x + y = w, gdzie wi = xi + yi, X ·Y = (XiYi)i∈T
lub X ≤ Y, gdy Xi ≤ Yi p.w. dla wszystkich i ∈ T .

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡ (gdy X jest przestrzeni¡ co najwy»ej przeliczaln¡, to
rozpatrujemy j¡ z topologi¡ dyskretn¡). Przypomnijmy, »e odwzorowanie S : X Z → X Z dane przez

S (xi)i∈Z = (xi+1)i∈Z

nazywamy lewostronnym przesuni¦ciem lub (cz¦±ciej) shiftem. Par¦ (XXX , S) (lub krócej XXX ) nazy-
wamy podshiftem , gdy XXX ⊂ X Z jest domkni¦ty i S-niezmienniczy (SXXX ⊂ XXX ). Zauwa»my, »e
shift S jest ci¡gªy. Ponadto, dziaªa on na funkcjach poprzez skªadanie, Sf = f ◦ S, oraz na miarach
probabilistycznych poprzez branie obrazu miary, Sµ(A) = µ(S−1A). Ponadto, je±li X = (Xi)i∈Z jest
procesem, to SX = (Xi+1)i∈T (czasami nazywamy SX procesem przesuni¦tym). Przypomnijmy,
»e proces X nazywamy stacjonarnym , gdy X ∼ SX (wi¦kszo±¢ procesów, które b¦dziemy rozpatry-
wa¢ w kontek±cie dynamicznym, b¦dzie stacjonarna). Proces X nazywamy ergodycznym , gdy dla
dowolnej funkcji f ∈ L1(P) zachodzi wersja mocnego prawa wielkich liczb, a mianowicie

1

n

n−1∑
i=0

f
(
SiX

) P a.s.−−−→
L1(P)

Ef (X) .

Proces Y nazywamy faktorem procesu X, je±li istnieje funkcja (mierzalna) g : X T → Y taka, »e

Yn = Sng(X) = g(SnX), n ∈ Z. (2.1)

Je±li g jest bi-mierzaln¡ bijekcj¡, to mówimy, »e X i Y s¡ izomor�czne. Podkre±lmy, »e powy»sze
(troch¦ niestandardowe) de�nicje (ergodyczno±¢, faktor, izomor�zm) s¡ zgodne z odpowiednimi de�nic-
jami w ukªadach dynamicznych. W ko«cu, dla danego podshiftu XXX , przez MXXX oznaczamy zbiór

(rozkªadów) wszystkich procesów stacjonarnych X takich, »e P (X ∈XXX ) = 1. PonadtoMe
XXX ⊂

MXXX oznacza podzbiór procesów ergodycznych .

3 Nierówno±ci koncentracyjne

Nierówno±ci koncentracyjne odgrywaj¡ wa»n¡ rol¦ w wielu dziedzinach. Dla przykªadu wymie«my tylko
statystyk¦ (estymacja kowariancji, grupowanie (ang. clustering), grafy losowe, detekcj¦ spoªeczno±-
ciow¡, uzupeªnianie macierzy i wiele innych) oraz dziaª algorytmów losowych (np. lemat Johnsona-
Lindenstraussa, ci¦cia maksymalne dla grafów itd.). Jako ±wietne ¹ródªo zarówno ±cisªej teorii, ale te»
intuicji i zastosowa« polecamy ksi¡»k¦ Vershynina (patrz [55]). Wyja±nimy teraz podstawowe idee.

Ustalmy zmienn¡ losow¡ X ∈ Rd dla pewnego d ∈ N oraz zbiór A ⊂ Rd taki, »e P (X ∈ A) ≥ 1/2.
Dla danego t ∈ R+, niech At = {x ∈ Rd | |A − x| ≤ t} bedzie t-otoczk¡ A, a Act = Rd \ At jej
dopeªnieniem. Pytamy teraz jak, szybko X koncentruje si¦ wokóª zbiorów o mierze 1/2 lub, innymi

sªowy, jaki jest optymalny wybór funkcji α : R→ R+ takiej, »e α(t)
t→∞−−−→ 0 oraz

P (X ∈ Act) ≤ α(t) zachodzi jednostajnie wzgl¦dem wyboru A. (3.1)

Rozwa»my dla przykªaduX ∈ Rd jednostajnie rozªo»on¡ na sferze jednostkowej S = {x ∈ Rd | |x| = 1}.
Okazuje si¦, »e w tym przypadku mo»emy wzi¡¢ α(t) = exp(−d−1

2 t2). Oznacza to, »e je±li wybierzemy
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dowolny zbiór A ⊂ S taki, »e P (X ∈ A) ≥ 1/2 (np. �czapeczk¦�), to prawdopodobie«stwo tego, »e

zaobserwujemy X w odlegªo±ci
√
− 2
d−1 ln c od A jest co najmniej równe c. Innymi sªowy mo»emy

przewidzie¢, gdzie pojawi si¦ X!
Jednowymiarowym odpowiednikiem (3.1) jest znalezienie optymalnej funkcji α(t) speªniaj¡cej

P (|X − EX| ≥ t) ≤ α(t). (3.2)

Ta nierówno±¢ oddaje nasz¡ intuicj¦, »e rzeczywiste zmienne losowe koncentruj¡ si¦ wokóª ich ±redniej.
Ponadto im szybciej α(t) maleje, tym lepiej EX aproksymuje X. Je±li dla przykªadu α(t) ∼ 1

t2
, to

z (relatywnie) du»ym prawdopodobie«stwem X mo»e si¦ mocno odchyla¢ od swojej ±redniej. Jed-
nak»e je±li α(t) maleje ekstremalnie szybko (np. wykªadniczo, tzn. α(t) ∼ c−t

a
dla pewnych a ∈ R+

oraz c > 1), to mo»emy oczekiwa¢, »e dla danej niezale»nej próbki z X, X1, X2, . . . , Xn, z du»ym
prawdopodobie«stwem, wi¦kszo±¢ z Xi b¦dzie si¦ pojawia¢ blisko EX.

Uwaga 3.1. Zauwa»my, »e dzi¦ki nierówno±ci Markowa mo»na zawsze wzi¡¢ α(t) = Var (X) /t2

w (3.2). W szczególno±ci, je±li t ma rz¡d standardowego odchylenia dla przykªadu t =
√

2Var (X),
to P (|X − EX| ≥ t) ≤ 1/2, lub równowa»nie, P (|X − EX| < t) ≥ 1/2. Po pierwsze, ta obserwacja
daje natychmiast naturalny, konstruktywny przykªad zbioru A z (3.1). Po drugie, nieco nieformalnie
mo»emy powiedzie¢, »e standardowe odchylenie

√
Var (X) jest dobr¡ jednostk¡ mierzenia koncentracji

miary. Dla przykªadu praktyczna zasada w statystyce (ang. rule of thumb) mówi, »e niemal caªa masa
zmiennej losowej o rozkªadzie normalnym jest w odlegªo±ci 2-3 takich � jednostek� od jej ±redniej.

Nas interesuje wersja (3.2) (zwana nierówno±ci¡ Bernsteina), w której zarówno α(t) jak i X maj¡
specjaln¡ posta¢. Przypomnijmy najpierw struktur¦ takiej nierówno±ci w najprostszym przypadku, w
którym zmienne s¡ ograniczone oraz i.i.d.

Twierdzenie 3.2 (Klasyczna nierówno±¢ Bernsteina). Je±li (ξi)i jest ci¡giem i.i.d. rzeczywistych, scen-

trowanych zmiennych losowych takim, »e ‖ξi‖∞ ≤M , to dla σ2 = Eξ2
i oraz dowolnego t > 0,

P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ξi

∣∣∣∣∣ ≥ t
)
≤ 2 exp

(
− t2

2nσ2 + 2
3Mt

)
. (3.3)

Przeanalizujmy teraz (nieco nieformalnie) praw¡ stron¦ w (3.3). Zauwa»my, »e jako funkcja argu-
mentu t prezentuje ona dwa typy zachowa«: dla �maªych� t dominuje zachowanie gaussowskie

(rz¦du exp(−ct2) dla pewnego c > 0), a mianowicie,

2 exp

(
− t2

2nσ2

)
. (3.4)

Z kolei dla �du»ych� t zachowanie wykªadnicze (rz¦du exp(−ct) dla pewnego c > 0) zaczyna

odgrywa¢ gªówn¡ rol¦, a konkretnie cz¦±¢ 2 exp
(
− t

2
3
M

)
. Przez �du»e� i �maªe� t rozumiemy zakres

tych t, dla których jeden z wyrazów, 2nσ2 lub 2
3Mt, �mocno� dominuje nad drugim (w takim przypadku

b¦dziemy pisa¢ troch¦ nieformalnie, »e odpowiednio 2nσ2 � 2
3Mt lub 2nσ2 � 2

3Mt).
�Cz¦±¢ (3.4)� nierówno±ci (3.3) jest zwykle nazywana cz¦±ci¡ gaussowsk¡ nierówno±ci Bern-

steina . Wyja±nijmy teraz pochodzenie tej nazwy. Zaªó»my, »e ηi s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi
gaussowskimi o zerowej ±redniej i wariancji σ2, tzn. ηi ∼ N (0, σ2). Wiadomym jest, »e zachodz¡ za-
le»no±ci

n∑
i=1

ηi ∼ N (0, nσ2) oraz P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ηi

∣∣∣∣∣ ≥ t
)
≈ 2 exp

(
− t2

2nσ2

)
.

Zatem je±li 2nσ2 � 2
3Mt, to twierdzenie 3.2 po prostu mówi, »e najgorszy przypadek (je±li chodzi o

cz¦±¢ gaussowsk¡) powstaje, gdy ξi = ηi, innymi sªowy,

P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ξi

∣∣∣∣∣ ≥ t
)
. P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ηi

∣∣∣∣∣ ≥ t
)
. (3.5)
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Teraz omówimy problem optymalno±ci w (3.3). Z centralnego twierdzenia granicznego (CTG),

1√
n

n∑
i=1

ξi ⇒ N (0, σ2),

co z grubsza mo»na przepisa¢ jako
n∑
i=1

ξi ∼ N (0, nσ2).

Ta obserwacja poª¡czona z (3.5) pokazuje, »e nierówno±¢ Bernsteina (3.3) jest w istocie rzeczy (asymp-
totycznie) optymaln¡ nierówno±ci¡ koncentracyjn¡ (przynajmniej, gdy mowa o cz¦±ci gaussowskiej).
Do tego faktu b¦dziemy odnosi¢ si¦, mówi¡c (nieco nieprecyzyjnie), »e nierówno±¢ Bernsteina jest

optymalna .
Opu±¢my teraz ±wiat niezale»nych zmiennych losowych. Zaªó»my, »e X = (Xi)i∈N jest dowol-

nym rzeczywistym procesem takim, »e supi ‖Xi‖∞ < ∞, EXi = 0, dla którego chcemy udowodni¢
nierówno±¢ typu Bernsteina. Zaªó»my dodatkowo, »e CTG zachodzi dla X, tzn.

1√
n

n∑
i=1

Xi ⇒ N (0, σ2
∞) dla pewnej liczby σ2

∞ ≥ 0 (3.6)

(σ2
∞ jest nazywana wariancj¡ asymptotyczn¡). Naturalnym jest oczekiwanie, »e (np. dla procesów

silnie mieszaj¡cych) σ2
∞ mo»na policzy¢ jako

σ2
∞ = lim

n→∞
Var

(
1√
n

n∑
i=1

Xi

)
= lim

n→∞

1

n
Var

(
n∑
i=1

Xi

)
(3.7)

i nast¦puj¡cy analog nierówno±ci (3.3) powinien zachodzi¢ dla odpowiedniego wyboru staªej C ≥ 0:

P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣ ≥ t
)
≤ 2 exp

(
− t2

2nσ2
∞ + CMt

)
, (3.8)

gdzie M = supi ‖Xi‖∞. Zauwa»my, »e aby zapewnic sobie, »e (3.8) oddaje zachowanie wynikaj¡ce z
CTG (3.6) musimy poªo»y¢ nacisk na to, aby C byªa rz¦du o(n), gdy n→∞. Z drugiej strony, ogólnie,
mo»emy sobie pozwoli¢ na to, aby staªa C zale»aªa od pewnych wªasno±ci procesuX (o ile C = o(n)). Z
takim przypadkiem si¦ spotykamy dla ªa«cuchów Markowa, dla których C zale»y od punktu startowego,
funkcji przej±cia i jest rz¦du log n (ze szczegóªami mo»na si¦ zapozna¢ w twierdzeniu 3.4). Podobnie
jak w przypadku niezale»nym b¦dziemy mówili, »e nierówno±¢ Bernsteina jest optymalna , o ile
nierówno±¢ (3.8) oddaje zachowanie CTG (3.6).

3.1 Nierówno±¢ Bernsteina dla m-zale»nych zmiennych losowych

Przypomnijmy, »e proces X = (Xi)i∈Z jest m-zale»ny dla m ∈ N, gdy

X(−∞,k] qX[k+m+1,∞), ∀k∈Z. (3.9)

Klasa m-zale»nych zmiennych losowych byªa badana w wielu pracach, np. [1, 38, 10, 27, 32, 13], jednak
wydaje si¦, »e problem optymalnej nierówno±ci Bernsteina nie byª do tej pory rozpatrywany (przy-
najmniej nie ma do tej pory wyników, które by si¦ zbli»aªy do optymalnych). Wspomnijmy, »e ci¡gi
1-zale»ne s¡ mocno zwi¡zane z ªa«cuchami Markowa, dzi¦ki metodzie rozdzielania (ang. the splitting
method) wymy±lonej przez Athrey¦ i Neya, która rozbija ªa«cuch Markowa na bloki 1-zale»ne. W
szczególno±ci, ka»da wersja nierówno±ci Bernsteina dla procesów 1-zale»nych niemal natychmiastowo
daje pewn¡ nierówno±¢ dla ªa«cuchów Markowa (ale nie odwrotnie). Z drugiej strony istnieje przy-
puszczenie, »e ka»dy 1-zale»ny proces stacjonarny jest w rzeczywisto±ci 1-faktorem pewnego 1-zale»nego
ªa«cucha Markowa, co (gdyby byªo prawdziwe) ustalaªoby ªadn¡ odpowiednio±¢ pomi¦dzy tymi klasami
procesów.
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Niech X = (Xi)i∈Z b¦dzie stacjonarnym m-zale»nym ci¡giem scentrowanych i ograniczonych zmi-
ennych losowych. W tym przypadku wariancja asymptotyczna (porównaj z (3.7)) jest dana przez

σ2
∞ = lim

n→∞

1

n
Var (X1 +X2 + · · ·+Xn) = EX2

0 + 2
m∑
i=1

EX0Xi. (3.10)

Nasz gªówny wynik jest dosy¢ techniczny i dlatego zaprezentujemy tutaj jedynie wniosek dla 1-
faktorówm-zale»nych l-ªa«cuchów Markowa (które odgrywaj¡ wa»n¡ rol¦ w teorii ci¡gówm-zale»nych).
Przypominamy, »e process X ∈ X Z jest nazywany k-faktorem procesu Y ∈ YZ (porównaj z (2.1)),
gdy istnieje funkcja f : X k → Y taka, »e

Yi = f(Xi, Xi+1, . . . , Xi+k−1).

Proces Y nazywa si¦ l-ªa«cuchem Markowa gdy, dla dowolnego k ∈ Z, znaj¡c tera¹niejszo±¢
X[k,k+l−1], przyszªo±¢ X(k+l,∞] jest niezale»na od przeszªo±ci X(−∞,k−1].

Twierdzenie 3.3. Niech Xi = f (Yi), gdzie f jest ograniczon¡ funkcja mierzaln¡ oraz Y = (Yi) jest

stacjonarnym, m-zale»nym l-ªa«cuchem Markowa. Wówczas

P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣ ≥ t
)
≤ 2(m+ 1) exp

(
− t2

cm,l(n+m+ l)σ2
∞ + dmtM

)
, (3.11)

gdzie cm,l = 2(1 + 3
2 log(2m+2l))2(m+ l), dm,l = 4

3(1 + 3
2 log(2m+2l))(m+ l)(m+ 1), M = ‖Xi‖∞ oraz σ2

∞
jest dana w (3.10).

Nowo±ci¡ w twierdzeniu 3.3 jest u»ycie wariancji asymptotycznej σ2
∞ w gaussowskiej cz¦±ci nierówno±ci

Bernsteina zamiast u»ywania σ2 = EX2
0 , tzn. wariancji pojedynczej zmiennej losowej. W istocie rzeczy

jest ªatwo otrzyma¢ wersj¦ nierówno±ci (3.11), w której σ2
∞ jest zast¡piona przez σ2. Zauwa»my jeszcze,

»e z nierówno±ci Schwarza wynika, »e zawsze mamy σ2
∞ ≤ (m+1)σ2. Z drugiej strony mo»e si¦ zdarzy¢,

»e σ2
∞ � σ2, tzn. σ2

∞ mo»e by¢ dowolnie maªa w porównaniu z σ2 (w przypadku ekstremalnym,
σ2
∞ = 0 < σ2). Podsumowuj¡c, nasza nierówno±¢ Bernsteina (3.11) jest optymalna (z dokªadno±ci¡ do

staªych zale»¡cych od l i m) i warto j¡ stosowa¢ jedynie, gdy σ2
∞ � σ2.

3.2 Nierówno±¢ Bernsteina dla ogólnych ªa«cuchów Markowa

Zaªó»my, »e X = (Xn)n∈N jest ªa«cuchem Markowa okre±lonym na przestrzeni probabilistycznej
(Ω,F ,P), przyjmuj¡cym warto±ci w przestrzeni mierzalnej (przeliczalnie generowanej) (X ,B), z funkcj¡
przej±cia P : X × B → [0, 1]. Ponadto zaªó»my, »e X jest ψ-nieredukowalny, aperiodyczny i do-
puszcza jedyn¡ niezmiennicz¡ miar¡ probabilistyczn¡ π. Jak zwykle, dla rozkªadu pocz¡tkowego
µ na X , piszemy Pµ (X ∈ ·) dla rozkªadu ªa«cucha, dla którego X0 ma rozkªad µ. B¦dziemy pisa¢ Px
zamiast Pδx , gdzie δx oznacza miar¦ Diraca w punkcie x.

Mówimy, »e X jest geometrycznie ergodyczny , gdy istniej¡ liczba dodatnia ρ < 1 oraz funkcja
rzeczywista G : X → R nale»¡ca do L1(π) takie, »e dla dowolnego punktu startowego x ∈ X oraz
n ∈ N,

‖Pn(x, ·)− π(·)‖TV ≤ G(x)ρn, (3.12)

gdzie ‖ · ‖TV oznacza norm¦ totalnego wahania miary, Pn(·, ·) za± jest n-krokow¡ funkcj¡ przej±cia
ªa«cucha.

Nasz gªówny rezultat jest nast¦puj¡cy:1

Twierdzenie 3.4. Niech X b¦dzie geometrycznie ergodycznym ªa«cuchem Markowa z przestrzeni¡

stanów X oraz niech π b¦dzie jego jedyn¡ stacjonarn¡ miar¡ probabilistyczn¡. Ponadto, niech f : X → R
b¦dzie ograniczon¡ funkcj¡ mierzaln¡ tak¡, »e Eπf = 0. Niech x ∈ X . Wówczas mo»emy znale¹¢ staªe

K, τ > 0 zale»¡ce jedynie od x oraz funkcji przej±cia P (·, ·) takie, »e dla wszystkich t > 0,

Px

(∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

f(Xi)

∣∣∣∣∣ > t

)
≤ K exp

(
− t2

32nσ2
Mrv + τt‖f‖∞ log n

)
,

1Poni»ej, dla pewnej wygody, kªadziemy log(·) = ln(· ∨ e), gdzie ln(·) oznacza logarytm naturalny.
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gdzie

σ2
Mrv = Varπ(f(X0)) + 2

∞∑
i=1

Covπ(f(X0), f(Xi)) (3.13)

oznacza wariancj¦ asymptotyczn¡ procesu (f(Xi))i.

Uwaga 3.5. Staªe K i τ s¡ jawne. Ponadto w rozprawie podajemy ogólniejsze wersje twierdzenia 3.4
(dla nieograniczonych zmiennych losowych).

Wyja±nijmy teraz, w jaki sposób twierdzenie 3.4 mo»na zobaczy¢ w szerszym kontek±cie. Przypom-
nijmy sobie klasyczn¡ nierówno±¢ Bernsteina w przypadku ograniczonym z twierdzenia 3.2. Prawo wiel-
kich liczb dla ªa«cuchów Markowa (patrz [11, 44, 43]) gwarantuje nam, »e przy zaªo»eniach i oznaczeni-
ach twierdzenia 3.4, sumy 1√

n

∑n−1
i=0 f(Xi) zbiegaj¡ wg rozkªadu do rozkªadu normalnego N (0, σ2

Mrv).
St¡d nierówno±¢ otrzymana w twierdzeniu 3.4 jest odbiciem (z dokªadno±ci¡ do staªych) asymptotycznie
normalnego zachowania sum 1√

n

∑
f(Xi), podobnie do przypadku klasycznej nierówno±ci Bernsteina

w kontek±cie i.i.d. Dalej, wyraz log n, który pojawia si¦ w naszej nierówno±ci, jest konieczny � je±li dla
wszystkich t > 0 mamy

Px

(∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

f(Xi)

∣∣∣∣∣ > t

)
≤ const · exp

(
− t2

const · nσ2 + const(x) · ant‖f‖∞

)
(3.14)

dla pewnych an = o(n) oraz σ ∈ R (const oznacza tu za ka»dym razem pewn¡ staª¡ absolutn¡, podczas
gdy const(x) zale»y jedynie od x i samego ªa«cucha Markowa), to musimy mie¢ σ2 ≥ const ·σ2

Mrv. Co
wi¦cej, dla pewnych geometrycznie ergodycznych ªa«cuchów Markowa, an musz¡ wzrasta¢ co najmniej
logarytmicznie z n (patrz [2], Section 3.3).

Nierówno±ci koncentracyjne dla ªa«cuchów Markowa i procesów zostaªy gruntownie zbadane w
literaturze (patrz np. [2, 3, 5, 6, 12, 14, 18, 23, 28, 36, 35, 41, 40, 45, 50, 59]). Pewne wyniki s¡ po±wi¦-
cone koncentracji dla ogólnych funkcji ªa«cucha (zwykle takie rezultaty otrzymuje si¦ przy ró»nych
zaªo»eniach lipschitzowo±ci, czy warunków ograniczenia ró»nic), inne id¡ w kierunku funkcjonaªów
addytywnych, które s¡ równie» obiektem bada« w rozprawie. Ogonowe nierówno±ci dla funkcjon-
aªów addytywnych s¡ zwykle odpowiednikami nierówno±ci Hoe�dinga czy Bernsteina. Te pierwsze
nierówno±ci nie bior¡ pod uwag¦ wariancji funkcjonaªu addytywnego i s¡ wyra»ane jedynie w termi-
nach normy ‖f‖∞. Cz¦sto otrzymuje si¦ je jako przypadki specjalne nierówno±ci koncentracyjnych dla
ogólnych funkcji (patrz np. [14, 45, 50]). Oszacowania typu Bernsteina postaci (3.14) s¡ rozpatrywane
np. w [2, 3, 5, 6, 12, 18, 23, 36, 35, 41, 40, 45, 59] i u»ywaj¡ one zamienników wariancji σ2, które
niekoniecznie zgadzaj¡ si¦ z graniczn¡ wariancj¡ σ2

Mrv. W przypadku czasu ci¡gªego nierówno±ci typu
Bernsteina dla naturalnych odpowiedników funkcjonaªów addytywnych (u»ywaj¡ce wariancji asymp-
totycznej) zostaªy otrzymane przy zaªo»eniu luki spektralnej lub warunków typu Lapunowa w [23, 36].
Dla dyskretnych ªa«cuchów Markowa nierówno±ci otrzymane w [2, 3, 6, 12, 18] metod¡ regeneracji
daj¡ (3.14) (przy ró»nego rodzaju zaªo»eniach ergodyczno±ci oraz z ró»nymi parametrami an) z σ2, co
zgadza si¦ z σ2

Mrv jedynie przy dodatkowym zaªo»eniu silnej aperiodyczno±ci ªa«cucha. Z drugiej strony
artykuªy [41, 40, 50, 59] przynosz¡ ogólniejsze rezultaty, stosowalne dla ci¡gów zmiennych losowych
(niekoniecznie Markowa), speªniaj¡cych ró»ne warunki mieszania. Zamienniki wariancji σ2, które s¡
u»ywane w tych pracach, s¡ bliskie wariancji asymptotycznej, ale na ogóª nie s¡ jej równe. Dla
przykªadu nierówno±¢ otrzymana w [41], która zachodzi w szczególno±ci dla geometrycznie ergody-
cznych ªa«cuchów, u»ywa (w naszych oznaczeniach) σ2 = Varπ(f(X0)) + 2

∑∞
i=1 |Covπ(f(X0), f(Xi))|.

Porównuj¡c to z (3.13), mo»emy zobaczy¢, »e σ2
Mrv ≤ σ2. W rzeczywisto±ci mo»emy skonstruowa¢

przykªady, dla których iloraz tych dwóch wielko±ci jest dowolnie du»y lub nawet σ2
Mrv = 0 oraz σ2 > 0.

Pozycja [59] dostarcza nierówno±¢ dla jednostajnie geometrycznie ergodycznych procesów, uwzgl¦dni-
aj¡c¡ pewien ukryty zamiennik wariancji σ2

n, który mo»e by¢ ograniczony z góry przez σ2 na mocy [41]
lub przez Varπ(f(X0)) + C‖f‖∞Eπ|f(X0)|, gdzie C jest staª¡ zale»¡c¡ od wªasno±ci mieszaj¡cych
procesu. Dla ustalonego procesu, w sytuacji niezdegenerowanej, kiedy wariancja asymptotyczna jest
niezerowa, mo»e by¢ ona zast¡piona przez σ2

n, co jednak kosztuje wprowadzenie dodatkowych staªych
multyplikatywnych, zale»¡cych od ªa«cucha i od f .
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Wedªug naszej najlepszej wiedzy twierdzenie 3.4 jest zatem pierwsz¡ w literaturze nierówno±-
ci¡ ogonow¡, któr¡ mo»na otrzyma¢ dla ogólnego geometrycznie ergodycznego (niekoniecznie silnie
aperiodycznego) ªa«cuchu Markowa i która (z dokªadno±ci¡ do staªych uniwersalnych) jest odbiciem
prawidªowego granicznego zachowania gaussowskiego funkcjonaªów addytywnych. Problem otrzyma-
nia nierówno±ci tego typu zostaª o�cjalnie postawiony w pracy [3]. Zauwa»my, »e badanie ilo±ciowe
naszych problemów, zwi¡zane z CTG dla ogólnych aperiodycznych ªa«cuchów Markowa, wydaje si¦
by¢ istotnie trudniejsze ni» dla ªa«cuchów, które s¡ silnie aperiodyczne. Dla przykªadu rezultaty typu
optymalnej silnej aproksymacji s¡ znane tylko w tym drugim przypadku [42].

4 Entropia i odzyskiwanie sygnaªu

Niech X ∈ X , Y ∈ Y b¦d¡ zmiennymi losowymi, gdzie X jest przestrzeni¡ dyskretn¡ (co na-
jwy»ej przeliczaln¡). W tej cz¦±ci szeroko u»ywamy poj¦cia (warunkowej) entropii Shannona H (X)
(H (X | Y )), która intuicyjnie mo»e by¢ opisana jako miara (jest ona zawsze nieujemna) nieuporz¡d-
kowania X . Innymi sªowy, im wi¦ksza entropia H (X), tym bardziej jest niepewny wynik obserwacji
zmiennej X. Oczywi±cie ekstremalnym przypadkiem jest tu H (X) = 0, równowa»ny z X b¦d¡c¡ staª¡
(jeste±my wi¦c pewni realizacji zmiennej losowej X). Ponadto zachodzi H (X) ≤ log |X |, z równo±ci¡
(dla przestrzeni sko«czonych) wtedy i tylko wtedy, gdy X ma jednostajny rozkªad na X (nie mo»na
przewidzie¢ wyniku X, wszystkie zdarzenia maj¡ to samo prawdopodobie«stwo). Krótko mówi¡c, gdy
H (X) ro±nie, rozkªad zmiennej X staje si¦ coraz bardziej jednostajny. Formalnie,

H (X) = −
∑
x∈X

P (X = x) logP (X = x) (4.1)

oraz
H (X | Y ) = EYH

(
X(Y )

)
, X(y) ∼ pX|Y (·|y),

gdzie EY oznacza caªkowanie wzgl¦dem Y , a pX|Y oznacza regularny rozkªad warunkowy zmiennej X,
maj¡c dane Y . Je±li X jest dowolna (niekoniecznie dyskretna), to mo»na rozszerzy¢ de�nicj¦ entropii
Shannona do

H (X) = sup
f

H (f(X)) , (4.2)

gdzie supremum bierzemy po zbiorze wszystkich (mierzalnych) funkcji zde�niowanych na X oraz przyj-
muj¡cych sko«czenie wiele warto±ci. Jednak»e takie rozszerzenie ma swoje wady, z których na-
jbardziej istotna pochodzi z faktu, »e H (X) jest wtedy prawie zawsze niesko«czona. �eby to zobaczy¢,
we¹my proces stacjonarny X = X = (Xi)i∈Z. Wówczas, na mocy de�nicji (4.2), dla dowolnego n ∈ N,

H (X) ≥ H
(
X[1,n]

)
. (4.3)

Jednak»e jest intuicyjnie jasne (ze wzgl¦du na stacjonarno±¢ procesu X), »e H
(
X[1,n]

)
jest rz¦du n

(formalnie, odwzorowanie n → H
(
X[1,n]

)
jest podaddytywne) i st¡d H (X) ≥ n dla dowolnego n, a

wi¦c H (X) =∞. Aby omin¡¢ ten problem, dla ka»dego procesu stacjonarnego X takiego, »e X0 jest
dyskretna, wprowadzamy poj¦cie entropii procesu X (ang. entropy rate),

H (X) = lim
n→∞

1

n
H
(
X[1,n]

)
= H

(
X0 | X(−∞,−1]

)
. (4.4)

Zauwa»my, »e H (X) ≤ H (X0) i st¡d entropia H (X) jest sko«czona, o ile H (X0) jest sko«czona.

Uwaga 4.1. U»ywamy tego samego symbolu zarówno w (4.2), jak i (4.4), ale poniewa» istotna jest
jedynie de�nicja (4.4), wi¦c H (X) b¦dzie zawsze dotyczyªo (4.4).

Podobnie, dla dowolnego procesu stacjonarnego (X,Y) = (Xi, Yi)i∈Z, gdzie X0, Y0 s¡ dyskretne
oraz H (X0 | Y0) <∞, de�niujemy entropi¦ relatywn¡ jako

H (X|Y) = lim
n→∞

1

n
H
(
X[1,n] | Y[1,n]

)
= H

(
X0 | X(−∞,−1],Y

)
.
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Przypomnijmy teraz poj¦cie entropii topologicznej (która opisuje zªo»ono±¢ topologiczn¡ przestrzeni).
Dla podshiftu XXX ⊂ X Z jego entropia topologiczna jest dana przez

HXXX = lim
n→∞

1

n
|L(n)|, (4.5)

gdzie L(n) jest rodzin¡ wszystkich sªów dªugo±ci n, która pojawiaj¡ si¦ w XXX . Mo»na pokaza¢ pewn¡
wersj¦ zasady wariacyjnej dla HXXX , a mianowicie,

HXXX = sup
X∈MXXX

H (X) . (4.6)

Dzi¦ki górnej póªci¡gªo±ci entropii procesu, powy»sze supremum jest zawsze osi¡gane przez pewien
proces X. Ka»dy taki proces X (w istocie rzeczy chodzi o jego rozkªad) jest nazywany miar¡ o

maksymalnej entropii . Je±li istnieje dokªadnie jedna miara o maksymalnej entropii, to mówimy, »e
XXX jest wewn¦trznie ergodyczny .

Wszystkie te �typy� entropii maj¡ wiele interpretacji i zastosowa«. Wspomnijmy kilka z nich, »eby
u±wiadomi¢ sobie, dlaczego to poj¦cie jest tak fundamentalne i uniwersalne.

� (Struktura miar produktowych). Zaªó»my, »e zmienne losowe Xi ∈ X przyjmuj¡ sko«czenie wiele
warto±ci oraz X jest ergodyczny. Rozwa»my rozkªad zmiennej X = X[1,n] ∈ X n. Chcieliby±my
(w przybli»eniu) opisa¢ no±nik zmiennej X (przez no±nik rozumiemy tutaj dowolny podzbiór S
taki, »e P (X ∈ S) = 1). Jak wygl¡da rozkªad µ zmiennej X na S? Okazuje si¦, »e w zasadzie
mo»emy wzi¡¢ za S zbiór punktów typowych entropijnie,

S = Tent,ε = {x ∈ X n | 2(n−ε)H(X) ≤ P (X = x) ≤ 2(n+ε)H(X)} (4.7)

(ten fakt jest znany pod nazw¡ asymptotycznego równomiernego rozªo»enia , patrz Theorem
I.7.1 w [52]). Intuicyjnie, o X (dla dostatecznie du»ych n) mo»na my±le¢ jako o równomiernym

rozkªadzie na zbiorze S, który ma w przybli»eniu 2nH(X) elementów.

� (Kompresja sygnaªu). Przypu±¢my, »e mamy dany proces i.i.d. (zwykle binarny) X = (Xi)i∈N
taki, »e Xi ∈ X oraz zbiór X jest sko«czony. Dla danego n ∈ N chcemy skompresowa¢
X = X[1,n], tzn. znale¹¢ koder f : X n → Y oraz dekoder D : Y → X n w taki sposób, aby
prawdopodobie«stwo bª¦du P (D(E(X)) 6= X) byªo dowolnie maªe. Oczywi±cie w tym prob-
lemie chcemy, aby Y byª mo»liwie maªy. Okazuje si¦, »e (z grubsza) mo»na dokona¢ kompresji
X, o ile |Y| > nH (X1). Z drugiej strony nie mo»na uzyska¢ kompresji X, gdy |Y| < nH (X1).
W tym sensie nH (X1) jest naturaln¡ barier¡ dla problemu kompresji.

� (Powtarzanie wzorca). Niech X b¦dzie ergodycznym procesem stacjonarnym. Dla danego n ∈ N,
jak dªugo musimy czeka¢, aby sªowo X[1,n] powtórzyªo si¦ w caªym ci¡gu X = (Xi)i∈N? Mo»na
pokaza¢ (patrz Theorem II.5.1 w [52]), »e dla

Rn = inf{k ∈ N | X[k+1,k+n] = X[1,n]}

mamy lim
n→∞

1
n log2Rn = H (X), tzn. Rn ∼ 2nH(X) (o ile H (X) > 0). Ta asymptotyka ma swoj¡

nast¦puj¡c¡ intuicyjn¡ konsekwencj¦: im mniejsza entropia procesu X (a wi¦c, im mniej jest
�skomplikowany� proces X), �tym cz¦±ciej� b¦dziemy widzie¢ powtórki wzorców w X. Dodajmy,
»e powy»sze twierdzenie jest wybitnie nieefektywne dla procesów o zerowej entropii. W przypadku
ekstremalnym, w którym X jest okresowy, tzn. SpX = X (co w oczywisty sposób implikuje
H (X) = 0), stowarzyszony proces Rn jest ograniczony przez p jednostajnie dla wszystkich n!

� (Izomor�zm procesów). Sªynne twierdzenie Ornsteina i Friedmana [20] mówi, »e dwa ukªady,
które s¡ sªabo Bernoulli i maj¡ t¦ sam¡ entropi¦, s¡ izomor�czne. W terminach procesów oznacza
to, »e je±li procesy X oraz Y s¡ stacjonarne, sªabo Bernoulli (równowa»nie, β-mieszaj¡ce) oraz
H (X) = H (Y), to s¡ one izomor�czne. Zauwa»my, »e w szczególno±ci otrzymujemy raczej
nietrywialny wniosek: ka»dy mieszaj¡cy ªa«cuch Markowa (na sko«czonej przestrzeni stanów)
jest izomor�czny z pewnym procesem i.i.d.!
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� (Fizyczne wªasno±ci miar o maksymalnej entropii) Niech XXX b¦dzie podshiftem, a X miar¡ o
maksymalnej entropii. Okazuje si¦, »e cz¦sto X ma �dobre� dodatkowe wªasno±ci �zyczne. Dla
przykªadu, je±li proces X (tzn. jego rozkªad) jest jedyny, to X musi by¢ ergodyczny. Ponadto,
raczej w sposób naturalny, oczekujemy, »e X jest miar¡ Gibbsa, tzn.

c2−nHXXX ≤ P
(
X[1,n] = x[1,n]

)
≤ C2−nHXXX (4.8)

dla pewnych staªych numerycznych c, C oraz wszystkich x[1,n] ∈ X n, dla których powy»sze praw-
dopodobie«stwo jest dodatnie. (Por. (4.8) z (4.7).) Je±li my±limy o innych konsekwencjach,
to (4.8) implikuje np., »e proces X musi by¢ quasi-Bernoulli , tzn.

kP
(
X[1,n] = x[1,n]

)
≤ PX[−m,0]=x[−m,0]

(
X[1,n] = x[1,n]

)
≤ KP

(
X[1,n] = x[1,n]

)
(4.9)

dla pewnych staªych k,K zale»¡cych od c, C z (4.8).

Przypomnijmy, »e je±li rozpatrujemy jedynie ograniczenie dolne w (4.8), to otrzymujemy de�nicj¦
tzw. wªasno±ci Gibbsa . Naturalna miara o maksymalnej entropii dla ukªadów BBB-wolnych nie
speªnia wªasno±ci Gibbsa. W szczególno±ci otrzymujemy szerok¡ klas¦ podshiftów wewn¦trznie
ergodycznych, dla których miara o maksymalnej entropii nie jest Gibbsa.

4.1 Entropia iloczynu procesów

Niech X = (Xi)i∈Z i Y = (Yi)i∈Z b¦d¡ rzeczywistymi procesami o sko«czenie wielu warto±ciach, przy
czym proces (X,Y) = (Xi, Yi)i jest stacjonarny. Zaªó»my dodatkowo, »e Yi ∈ {0, 1} dla i ∈ Z oraz
0 < P (Y0 = 1) < 1. W tej cz¦±ci badamy entropi¦ relatywn¡ iloczynu procesów X and Y, przy
zadanym procesie Y, a wi¦c wielko±¢ H (X ·Y | Y).

Uwaga 4.2. Zauwa»my, »e je±li H (Y) = 0, co zachodzi dla podshiftów BBB-wolnych, których dynamika
jest dla nas gªówn¡ motywacj¡ badania problemu entropii iloczynu, to H (X ·Y | Y) = H (X ·Y).
Jednak»e wydaje si¦, »e znacznie ªatwiej jest poradzi¢ sobie z relatywn¡ wersj¡ entropii procesu,
H (X ·Y | Y), ni» z jej wersj¡ bezwarunkow¡ H (X ·Y).

W rozprawie odpowiadamy na nast¦puj¡ce pytania postawione w nieco sªabszej wersji w artykule [33]
(patrz Question 1 tam»e):

1. Czy istnieje ogólny wzór dla entropii H (X ·Y | Y)?

2. Czy zawsze mamy H (X ·Y | Y) > 0, o ile H(X) > 0?

3. Czy mo»emy mie¢ H (X ·Y | Y) = H(X) > 0?

Poni»ej, dla dowolnego A ⊂ Ω takiego, »e P (A) > 0, b¦dziemy pisa¢ HA (X) dla entropii Shan-
nona na A, tzn. zast¦pujemy prawdopodobie«stwo P jego wersj¡ warunkow¡ PA(·) = P(· ∩ A)/P (A)
i rozwa»amy X na (Ω,F ,PA). Innymi sªowy, po prostu zast¦pujemy P przez PA w (4.1). Ta sama
umowa obowi¡zuje w przypadku wersji warunkowej entropii Shannona.

Niech R = R(Y) = (Ri)i∈Z b¦dzie procesem kolejnych czasów wizyt procesu Y do stanu 1 (aby
uzyska¢ dokªadny wzór naR, nale»y zast¡pi¢ A przez {1} w (1.1)). Proces ten jest dobrze zde�niowany
(tzn. −∞ < Ri <∞ dla wszystkich i) na {Y0 = 1} (dzi¦ki twierdzeniu Poincarégo o powracaniu) i na
caªej przestrzeni Ω, o ile Y jest ergodyczny.

Twierdzenie 4.3 (Odpowied¹ na pytanie 1). Przy naszych zaªo»eniach,

H (X ·Y | Y) = P (Y0 = 1)HY0=1

(
X0 | X{R−1,R−2,··· },Y

)
. (4.10)

Je±li dodatkowo XqY, to

H (X ·Y | Y) = P (Y0 = 1)EY0=1H
(
X0 | X{r−1,r−2,··· }

)
|r−i=R−i . (4.11)

Stosuj¡c ªatwe oszacowania do (4.11), otrzymujemy nast¦puj¡cy rezultat:
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Wniosek 4.4 (odpowied¹ na pytanie 2). Przy naszych zaªo»eniach, je±li dodatkowo 0 < H (X) oraz

XqY, to P (Y0 = 1)H (X) ≤ H (X ·Y | Y) ≤ P (Y0 = 1)H (X0). W szczególno±ci H (X ·Y | Y) > 0,
o ile H (X) > 0.

Sytuacja zmienia si¦ diametralnie, je±li pozwolimy na pewn¡ zale»no±¢ procesów X i Y � wówczas
mo»e si¦ zdarzy¢, »e

H (X ·Y) = 0 = H (Y) < H (X) . (4.12)

Przykªad 4.5 (odpowied¹ na pytanie 2). We¹my proces stacjonarny (X,Y). Heurystycznie, gdyX jest
przemno»ony przez Y, cz¦±¢ procesu X na no±niku procesu Y pozostaje niezmieniona, gdy tymczasem
cz¦±¢ procesu X na no±niku procesu 1−Y znika. Zatem, je±li X jest taki, »e jego entropia jest zero na
no±niku procesu Y i dodatnia na no±niku procesu 1−Y, to otrzymujemy (4.12). Bardziej formalnie,
dla dowolnego poª¡czenia (stacjonarnego couplingu) (Z,W,U), gdzie U jest binary, rozwa»my

A = U · Z + (1−U)W.

Zauwa»my, »e (A,U) jest stacjonarny i ka»dy stacjonarny proces (X,Y) mo»e by¢ zrealizowany jako
(A,U) poprzez wzi¦cie W = Z = X, U = Y. I teraz, je±li zaªo»ymy, »e W qU q Z oraz H (Z) =
H (U) = 0 < H (W) i U 6= 1, to ze wzgl¦du na podaddytywno±¢ entropii mamy

H (A ·U) = H (U · Z) ≤ H (U) + H (Z) = 0

i z wniosku 4.4 wynika, »e

H (A) = H (A | Z,U) = H ((1−U)W | Z,U) = H ((1−U)W | U)
wniosek 4.4

≥ P (U0 = 0)H (W) > 0

(a»eby otrzyma¢ drug¡ równo±¢, trzeba u»y¢ de�nicji entropii warunkowej i zastosowa¢ zasad¦ reetyki-
etowania).

W ko«cu podajemy przykªad, w którym X oraz Y mog¡ by¢ zrekonstruowane z procesu X ·Y (w
szczególno±ci mamy H (X) = H (X ·Y)).

Przykªad 4.6 (odpowied¹ na pytanie 3). Niech (ξi)i∈Z b¦dzie ci¡giem i.i.d. zmiennych losowych takim,
»e P (ξ0 = 0) = P (ξ0 = 1) = 1

2 , niech F : {0, 1}2 → {1, 2, 3, 4} b¦dzie dowoln¡ funkcj¡ 1-1 (tzn. mamy
do czynienia z reetykietowaniem) i poªó»my Xi = F (ξi, ξi+1). Dalej, niech Y b¦dzie niezale»ny od pro-
cesuX orazY ∼ 1

2(δx+δSx), gdzie x2i = 0 = 1−x2i+1 dla i ∈ Z. Poniewa» X jest ªa«cuchem Markowa
i F jest 1-1, wi¦c mamy H (X) = H (X1 | X0) = H (ξ1, ξ2 | ξ0, ξ1) = H (ξ2 | ξ0, ξ1) = H (ξ2) = log 2.
Ponadto PY0=1(R−1 = 2) = 1 i dlatego ze wzgl¦du na (4.11),H (X ·Y) = 1

2H (X0 | X−2) = 1
2H (X0) =

log 2, gdzie u»yli±my niezale»no±ci X0 od X−2. Podsumowuj¡c,

H (X) = H (X ·Y) . (4.13)

Mo»emy nawet wzmocni¢ (4.13). Zauwa»my, »e poniewa» F nie osi¡ga warto±ci 0, wi¦c mo»emy
odzyska¢ zarówno X, jak i Y z X ·Y. Rzeczywi±cie, ka»da zerowa wspóªrz¦dna w X ·Y natychmiast
wyznacza Y. Ponadto, z samej de�nicji procesu ξ, ξ (i st¡d X) mo»na zrekonstruowa¢, o ile znamy
nieparzyste, b¡d¹ parzyste wspóªrz¦dne w X. St¡d, je±li tylko dostaniemy proces Y z procesu X ·Y,
to ªatwo znale¹¢ proces X.

4.2 Odzyskiwanie sygnaªu

Przypomnijmy sªynny problem Furstenberga (z 1967 r.) odszumiania (zaszumionego) sygnaªu. Podsta-
wowe pytanie zadane w [21] brzmiaªo, kiedy mo»na odzyska¢ sygnaª Z z perturbacji postaci Z+W, gdzie
Z iW s¡ rzeczywistymi procesami stacjonarnymi. Aby rozwi¡za¢ ten problem, Furstenberg wprowadziª
poj¦cie absolutnej rozª¡czno±ci procesów (znacznie silniejsze ni» zwykªa niezale»no±¢) i udowod-
niª, »e ta wªasno±¢ wystarcza do odszumienia procesu Z z Z + W (dodatkowe zaªo»enie caªkowalno±ci
u»yte w [21], jak wykazaª znacznie pó¹niej Garbit [24], okazaªo si¦ niepotrzebne). W tym samym duchu
mo»na interpretowa¢ X ·Y jako stracony sygnaª (przypomnijmy, »e Yi ∈ {0, 1}) i zapyta¢, czy mimo
wszystko mo»na (b¡d¹ nie mo»na) odzyska¢ X z X ·Y. Oczywi±cie, je±li H (X ·Y) < H (X), to nie
ma szans na odzyskanie procesu X, st¡d naturalnym jest przeformuªowanie pytania 3 w nast¦puj¡cy
sposób:
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3'. Czy istnieje naturalne kryterium na H(X ·Y) < H(X) przy zaªo»eniu, »e H (X) > 0?

Uwaga 4.7. Zauwa»my, »e gdyby przestrzenie stanów procesów X i Y byªy zawarte w zbiorze do-
datnich liczb rzeczywistych, to nasz problem zredukowaªby si¦ do problemu odszumiania Furstenberga
Z + W, gdzie Z = logX oraz W = logY. W tym sensie jest wa»ne, »e zmienne losowe Yi przyjmuj¡
warto±¢ zero.

Uwaga 4.8. W klasycznym problemie Furstenberga sygnaª X jest reprezentowany przez proces o
zerowej entropii (tzn. proces deterministyczny). W naszym problemie jest odwrotnie. To proces X nie
jest deterministyczny i jest on zaburzany przez proces deterministyczny Y, wi¦c interpretacja poprzez
klasyczn¡ sytuacj¦ sumy nie jest zbyt precyzyjna. Niemniej, jest jasna analogia problemu, a problem
ubytku entropii jest sam w sobie interesuj¡cy (patrz równie» nast¦pna uwaga).

Uwaga 4.9. Podobny (a tak naprawd¦ znacznie ogólniejszy) problem odszumiania sygnaªu byª badany

przez Furtenberga, Peresa i Weissa w [22]. Niech X(i) =
(
X

(i)
j

)
j∈Z

, gdzie i ∈ N, b¦dzie rodzin¡

procesów i niech U b¦dzie procesem przyjmuj¡cym warto±ci w N. Zakªadamy, »e wszystkie te procesy
s¡ wspólnie stacjonarne. Kªadziemy

X(U) =
(
X

(Ui)
i

)
i∈Z

(4.14)

(mówi¡c nieformalnie, proces U okre±la wybór z rodziny procesów). Aby pokaza¢ mo»liwo±¢ odszu-
mienia procesu U z X(U), autorzy pracy [22] wprowadzili poj¦cie podwójnej rozª¡czno±ci procesów.
Mówimy, »e proces A jest podwójnie rozª¡czny (PR) z procesem B, gdy ka»de samopoª¡cze-
nie procesu A jest absolutnie rozª¡czne z procesem B. Innymi sªowy, je±li (A′,A′′,B′) jest proce-
sem stacjonarnym takim, »e A′,A′′ ∼ A oraz B′ ∼ B, to (A′,A′′) q B′. Najbardziej podstawowy
przykªad PR procesów otrzymujemy rozpatruj¡c A deterministyczny (wówczas ka»de samopoª¡czenie
jest równie» o zerowej entropii), a B ma trywialn¡ σ-algebr¦ ogonow¡ (zauwa»my jednocze±nie, »e
je±li A jest PR z procesem B, to koniecznie H (A) = 0 oraz B jest ergodyczny). Gªówny rezultat
pracy [22] mo»na podsumowa¢ (z grubsza) nast¦puj¡co. Przypu±¢my, »e X(i) dla i ∈ N oraz U s¡
wspólnie stacjonarne. Je±li U jest PR z ka»dym z procesów X(i) dla i ∈ N, to mo»na odzyska¢ proces
U z procesu X(U).

Wyja±nijmy, jak mo»na u»y¢ tego twierdzenia w naszym kontek±cie mno»enia procesów i pytania 3'.
Rozwa»my dwa procesy X(i), dla i ∈ {0, 1}, gdzie

X
(i)
j = iXj (4.15)

i we¹my U = Y. Wówczas X(U) = X ·Y i twierdzenie powy»sze mówi nam, »e mo»emy odzyska¢ Y
z procesu X · Y, o ile Y jest PR z X. Zauwa»my, »e poniewa» zakªadamy, »e H (X) > 0, wi¦c nie
mo»emy zamieni¢ rolami X i Y i st¡d problem, który rozwa»amy w rozprawie (np. ubytku entropii dla
iloczynu), jest uzupeªnieniem problemu odszumiania badanego w [22].

Uwaga 4.10. Byªoby interesuj¡ce znale¹¢ ogólne kryterium gwarantuj¡ce, »e X mo»e by¢ odzyskany
z iloczynu X ·Y (jak to widzieli±my w przykªadzie 4.6).

Jak poprzednio, niech X = (Xi)i∈Z oraz Y = (Yi)i∈Z b¦d¡ rzeczywistymi procesami o sko«czenie
wielu warto±ciach takimi, »e (X,Y) = (Xi, Yi)i jest stacjonarny, przy czym Yi ∈ {0, 1} dla i ∈ Z oraz
0 < P (Y0 = 1) < 1. W tej cz¦±ci zakªadamy dodatkowo, »e X i Y s¡ niezale»ne, H (Y) = 0 < H (X)
oraz Y jest ergodyczny. Nasz gªówny rezultat podaje kryterium na spadek entropii.

Twierdzenie 4.11 (odpowied¹ na pytanie 3'.). Przy naszych zaªo»eniach,

H (X ·Y | Y) ≤ H (X)− P (Y0 = 1)2 EY0=1H
(
X[1,r1) | X(−∞,0], X{r1,r2,...}

)
|ri=Ri .

W szczególno±ci, H (X ·Y | Y) ≤ H (X)−P (Y0 = 1)2∑∞
k=1 PY0=1 (R1 = k)H

(
X[1,k) | X(−∞,0]∪[k,∞)

)
.
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Zatem, aby sprawdzi¢, czy H (X ·Y) < H (X), wystarcza sprawdzi¢, kiedy powy»sza suma (for-
malnie) niesko«czona jest dodatnia. Niech Tdouble =

⋂
i≥0 σ

(
X(−∞,−i], X[i,∞)

)
oznacza podwójn¡

ogonow¡ σ-algebr¦ (dla X) i zauwa»my, »e dla dostatecznie du»ych (parzystych) k ∈ N mamy

H
(
X[1,k) | X(−∞,0]∪[k,∞)

)
≥ H

(
Xk/2 | X(−∞,0]∪[k,∞)

)
= H

(
X0 | X(−∞,−k/2]∪[k/2,∞)

)
≈ H (X0 | Tdouble) .

St¡d, poniewa» ka»dy proces sªabo Bernoulli (równowa»nie, β-mieszaj¡cy) musi mie¢ trywialn¡ pod-
wójn¡ σ-algebr¦ ogonow¡ Tdouble (w szczególno±ci H (X0 | Tdouble) = H (X0)), wi¦c natychmiast otrzy-
mujemy nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 4.12. Oprócz naszych dotychczasowych zaªo»e« przyjmijmy dodatkowo, »e XqY, H (X) > 0,
X jest sªabo Bernoulli oraz PY0=1 (R1 = k) > 0 dla niesko«czenie wielu k ∈ N. Wówczas H (X ·Y) <
H (X).

5 Ci±nienie topologiczne i miary Gibbsa

Ci±nienie topologiczne Ci±nienie topologiczne jest naturalnym uogólnieniem poj¦cia entropii topo-
logicznej. Ponadto jest ono jednym z gªównych poj¦¢ formalizmu termodynamicznego, który z kolei
odgrywa istotn¡ rol¦ w rozwoju teorii ukªadów dynamicznych. Dodajmy, »e zasada wariacyjna dla
ci±nienia topologicznego jest naturalnym pomostem ª¡cz¡cym dynamik¦ topologiczn¡ i miarow¡. Zwi¡zki
pomi¦dzy tymi dynamikami s¡ cz¦sto wykorzystywane w zastosowaniach, m.in. badaniach wykªad-
ników Lapunowa, wymiarów fraktalnych, widm multi-fraktalnych, naturalnych miar niezmienniczych
(np. miar o maksymalnej entropii, �zycznych, SRB, o zerowej temperaturze, czy miar o maksymalnym
wymiarze), i zbiorów obrotu, patrz [7, 30, 39, 47, 49] oraz bibliogra�a tam»e. Dodajmy, »e ci±nienie
topologiczne ma zastosowanie zarówno w matematyce, jak i pokrewnych dziedzinach nauki, takich jak
�zyka statystyczna, czy biologia matematyczna, patrz [4, 16, 17, 15, 25, 54] oraz bibliogra�a tam»e.
Przegl¡d zagadnie« zwi¡zanych z entropi¡ i ci±nieniem czytelnik mo»e znale¹¢ w ksi¡»kach i artykuªach
przegl¡dowych [7, 29, 39, 49, 56]. Zauwa»my, »e istnieje gaª¡¹ matematyki, która zajmuje si¦ obliczal-
no±ci¡ ci±nienia topologicznego. W skrócie chodzi o odpowied¹ na nast¦puj¡ce pytanie (kluczowe z
punktu widzenia zastosowa«): dla jakich podshiftów XXX istnieje program komputerowy, który jest w
stanie znale¹¢ PPPXXX (patrz [9] oraz bibliogra�a tam»e).

Niech (XXX , S) b¦dzie podshiftem, ϕ : XXX → R za± funkcj¡ ci¡gª¡ (zwan¡ potencjaªem). Potencjaª
nazywamy lokalnym , je±li zale»y on tylko od sko«czenie wielu wspóªrz¦dnych. Dla danego podshiftu
XXX ⊂ X Z ci±nienie topologiczne, PPPXXX ,ϕ, podshiftu XXX jest dane przez

PPPXXX ,ϕ = lim
n→∞

1

n
log2

∑
A∈L(n)

2supA Snϕ(x), (5.1)

gdzie Sn =
∑n

i=1 S
i, a L(n) oznacza zbiór sªów dªugo±ci n, które pojawiaj¡ si¦ w XXX . Nast¦puj¡ca

zasada wariacyjna (VP) jest dobrze znana (patrz [57], Theorem 4.1):

PPPXXX ,ϕ = sup
X∈MXXX

[H (X) + Eϕ(X)] . (5.2)

Jest jasne, »e je±li we¹miemy ϕ = 0, to (5.1) i (5.2) redukuj¡ si¦ do ich odpowiedników dla entropii
topologicznej (przypomnijmy (4.5) oraz (4.6)). Zauwa»my, »e odwzorowanie X → H (X) + Eϕ(X)
jest górnie póªci¡gªe (w sªabej topologii) i st¡d wynika, »e zawsze istnieje pewien optymalny proces
X osi¡gaj¡cy supremum w (5.2). Proces ten (a raczej jego rozkªad) nazywamy stanem równowagi .
Je±li miara ta jest jedyna, to musi by¢ ona ergodyczna (u»ywamy tego samego argumentu co w The-
orem 14.25, point 2 w [26]). Ponadto oczekuje si¦, »e zwykle stany równowagi s¡ miarami Gibbsa ,
tzn., dla pewnych staªych numerycznych c, C oraz dowolnych x ∈XXX , n ∈ N, y ∈ [x[1,n]] ([·] oznacza
zbiór cylindryczny),

c ≤
P
(
X[1,n] = x[1,n]

)
2
∑n−1

k=0 ϕ(Sky)−nPPP
≤ C. (5.3)
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Mo»na pokaza¢, »e powy»sza staªaPPP musi by¢ równa ci±nieniu topologicznemu podshiftuXXX (z domy±l-
nym potencjaªem ϕ). W szczególno±ci, je±li ϕ = 0, to wracamy do (4.8). Dodatkowo mo»na pokaza¢,
»e ka»da miara Gibbsa musi by¢ quasi-Bernoulli (przypominamy (4.9)).

Dodajmy ponadto, »e poj¦cie miary Gibbsa pochodzi z �zyki statystycznej [48, 34] i odpowiada ono
idei stanu równowagi skomplikowanych ukªadów �zycznych. Miary te okazaªy si¦ by¢ równie» interesu-
j¡cym obiektem bada« z punktu widzenia dynamiki i odgrywaj¡ one wa»n¡ rol¦ w teorii ergodycznej
(patrz np. [8, 53]).

Ukªady BBB-wolne Badanie ukªadów BBB-wolnych cz¦±ciowo wynika z zainteresowania wªasno±ciami
funkcji Möbiusa µ : Z → {−1, 0, 1}. Przypomnijmy, »e liczba caªkowita z ∈ Z nazywa si¦ bezk-

wadratow¡ , gdy nie dzieli si¦ ona przez »aden kwadrat liczby pierwszej oraz, »e µ jest dana przez

µ(z) =


1, gdy z jest bezkwadratowa z parzyst¡ liczb¡ czynników pierwszych,

−1, gdy z jest bezkwadratowa z nieparzyst¡ liczb¡ czynników pierwszych,

0, w przeciwnym wypadku.

(5.4)

Arytmetyczna funkcja Möbiusa jest jedn¡ z najbardziej fundamentalnych funkcji w teorii liczb. Wspom-
nijmy jedynie kilka wa»nych faktów zwi¡zanych z µ:

� Jest ona zwi¡zana z funkcj¡ Riemanna poprzez szereg Dirichleta, 1
ζ(s) =

∑
n≥1µ(n)/ns.

� Twierdzenie o rozkªadzie liczb pierwszych (liczba liczb pierwszych pomi¦dzy 0 i n ∈ N jest w
przybli»eniu równa n/ lnn) jest równowa»ne warunkowi

∑
n≤N µ(n) = o(N).

� Gdyby±my mogli wzmocni¢ warunek powy»ej do stwierdzenia, »e dla dowolnego ε > 0 (wiadomo
ju», »e ε = 0 nie dziaªa) zachodzi

∑
n≤N µ(n) = O(N

1
2

+ε) (a wi¦c, w jakim± sensie, ciekawi nas,
czy µ zachowuje si¦ jak losowy ci¡g znaków), to otrzymaliby±my dowód hipotezy Riemanna (tak
naprawd¦ powy»szy warunek pr¦dko±ci zbie»no±ci jest równowa»ny hipotezie Riemanna).

W ±wietle ostatniego punktu zrozumienie asymptotyki funkcji µ jest jednym z najwi¦kszych wyzwa«
matematyki. Naturaln¡ kolej¡ rzeczy jest studiowanie troch¦ prostszego obiektu, mianowicie kwadratu
funkcji Möbiusa µ2. Zauwa»my, »e µ2 ∈ {0, 1}Z oraz µ2(n) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy n jest
bezkwadratowa, co motywuje badanie zbioru liczb bezkwadratowych, Fµ2 = {n ∈ Z | µ2(n) = 1}.
Zbiory tej postaci byªy ju» rozpatrywane, z punktu widzenia teorii liczb, w latach 30 ub. wieku przez
Besicovitcha, Erdösa, Chowl¦ i innych. Podej±cie dynamiczne zostaªo zapocz¡tkowane przez P. Sarnaka
w jego nowatorskich wykªadach [51] o losowo±ci funkcji Möbiusa. Mówi¡c dokªadniej, Sarnak analizowaª
podshift wyznaczony przez µ2,

XXX η = {Snη | n ∈ Z} ⊂ {0, 1}Z, (5.5)

gdzie η = 1Fµ2 ∈ {0, 1}Z jest funkcj¡ charakterystyczn¡ zbioru liczb bezkwadratowych. Krótko
mówi¡c, kodujemy zbiór Fµ2 funkcj¡ η i rozpatrujemy najmniejszy podzbiór S-niezmienniczy XXX η

zawieraj¡cy η. Mo»na ªatwo rozszerzy¢ t¦ konstrukcj¦ do nast¦puj¡cej: startujemy z podzbioru liczb
naturalnych BBB ⊂ N \ {1} i okre±lamy zbiór liczb BBB-wolnych FBBB = Z \

⋃
b∈BBB bZ, który nast¦pnie

wyra»amy w {0, 1}Z, u»ywaj¡c η = 1FBBB
(oczywi±cie FPPP2 = Fµ2 , gdzie PPP2 jest zbiorem kwadratów

liczb pierwszych). Podshift BBB-wolny XXX η jest nast¦pnie dany przez (5.5).
Powiedzmy teraz kilka sªów o ogólnych podshiftach BBB-wolnych XXX η. Dla prostoty ograniczymy

si¦ do tzw. przypadku Erdösa, w którym zbiór BBB skªada si¦ z liczb parami wzgl¦dnie pierwszych oraz
szereg ich odwrotno±ci jest zbie»ny,

∑
b∈BBB 1/b <∞ (zauwa»my, »e to obejmuje przypadek bezkwadra-

towy). Dodajmy, »e przy tych zaªo»eniach podshift XXX η jest dziedziczny , tzn. jest on zamkni¦ty na
zast¦powanie jedynek przez zera na dowolnej wspóªrz¦dnej punktu x ∈XXX η. Ponadto η jest punktem
generuj¡cym dla miary Mirsky'ego νη ∈MXXX η

. Innymi sªowy,

1

n

n∑
i=1

δSiη ⇒ νη. (5.6)

13



Niech Y ∼ νη. Intuicyjnie, (5.6) oznacza, »e νη liczy frekwencj¦ bloków pojawiaj¡cych si¦ na η.
Dla przykªadu νη(1) = P (Y0 = 1) = lim

n

1
n

∑n
i=1 1ηi=1. Oprócz naturalno±ci tej de�nicji okazuje si¦

ponadto, »e νη ma wiele interesuj¡cych wªasno±ci. Po pierwsze podshift Y jest ergodyczny oraz
H (Y) = 0. Po drugieY ma najwi¦ksz¡ g¦sto±¢ jedynek po±ród wszystkich procesów stacjonarnych
na XXX η, tzn. P (Y0 = 1) = supX∈MXXX η

P (X0 = 1). Ponadtomiara o maksymalnej entropii dla XXX η

jest jedyna i jest ona dana przez B ·Y, gdzie B jest i.i.d. P (B0 = 0) = 1 − P (B0 = 1) = 1/2 oraz
BqY. W ko«cu miara Mirsky'ego wyja±nia struktur¦ elementów wMXXX η

. Mówi¡c dokªadniej, okazuje
si¦, »e ka»dy proces stacjonarny Z ∈XXX η (tzn. jego rozkªad) jest postaci X ·Y dla pewnego procesu
X ∈M{0,1}Z takiego, »e (X,Y) jest stacjonarny.

Jednym z otwartych pyta« zadanych przez Sarnaka byª problem wewn¦trznej ergodyczno±ci ukªadu
bezkwadratowego. Problem ten zostaª (pozytywnie) rozwi¡zany przez Pecknera w [46] i nast¦pnie
rozwi¡zany w przypadku ogólnym w [33, 19]. Powstaªo naturalne pytanie, czy miara o maksymalnej
entropii ma wªasno±¢ Gibbsa (jest tak w wielu naturalnych sytuacjach, wspomnijmy przypadek ukªadów
so�cznych [58], tzn. faktorów topologicznych ªa«cuchów Markowa). Odpowied¹ na to pytanie okazaªa
si¦ negatywna w przypadku bezkwadratowym (Peckner w [46]), co byªo pewn¡ niespodziank¡. Dowód
Pecknera u»ywaª nietrywialnych faktów teorio-liczbowych dotycz¡cych liczb pierwszych (i bazowaª na
dokªadnym wzorze licz¡cym miar¦ Mirsky'ego danego bloku) i z tego powodu zapytaª on, czy jego
rezultat rozszerza si¦ na wszystkie ukªady BBB-wolne. Nasz gªówny rezultat daje odpowied¹ pozytywn¡
na pytanie Pecknera. W rzeczywisto±ci, prezentujemy ogólniejsze kryterium (stosowalne poza ±wiatem
ukªadów BBB-wolnych), bazuj¡ce na poj¦ciach entropii topologicznej i g¦sto±ci (topologicznej) jedynek,
i które gwarantuje brak wªasno±ci Gibbsa (patrz twierdzenie 6.1). Warto wspomnie¢, »e uogólniaj¡c
nasze argumenty, autorzy w [37] uzyskali ostatnio (grudzie« 2020) rozszerzenie naszego rezultatu do
klasy (niezerowych) potencjaªów speªniaj¡cych pewne zale»no±ci arytmetyczne.

Wprowad¹my teraz kilka poj¦¢ pomocniczych. Niech XXX b¦dzie dowolnym podshiftem. Wówczas,
dla dowolnego X ∈MXXX , okre±lamy

D = DXXX = lim
n→∞

1

n
max

W∈L(n)
#1W, DX = lim

n→∞

1

n
max

W∈L(n), P(X[1,n]∈W)>0
#1W

oraz
d = dXXX = sup

X∈MXXX

P (X0 = 1) , dX = P (X0 = 1) .

Mo»na pokaza¢, »e dX ≤ DX ≤ D = d. W szczególno±ci supX∈MXXX
DX = DXXX (ka»da miara,

która osi¡ga supremum, jest nazywana miar¡ jedynkowo-wysycon¡) i ka»da miara o maksymalnej

g¦sto±ci jedynek (tzn. ka»dy proces X, który osi¡ga supremum w supX∈MXXX
dX = d) musi byc

jedynkowo-wysycony (st¡d miara Mirsky'ego musi byc jedynkowo-wysycona). Dalej, dla ukªadów BBB-
wolnych, zawsze mamy DXXX η

= HXXX η
(patrz Proposition K w [19]).

Powiemy, »e podshift XXX ⊂ X Z ⊂ RZ ma wªasno±¢ splotu multyplikatywnego, gdy istnieje
proces stacjonarny Y ∈MXXX speªniaj¡cy H (Y) = 0 i taki, »e

Z ∈MXXX ⇔ Z = X ·Y, gdzie (X,Y) ∈MXZ×XXX . (5.7)

Jak ju» wspomnieli±my wcze±niej, klasa ukªadów BBB-wolnych ma t¦ wªasno±¢. Aby zobaczy¢ inne
przykªady, zauwa»my, »e je±li we¹miemy staªy proces Y = 1, to jako wynik (5.7) otrzymamy peªny
shift XXX = X Z. Ponadto, je±li XXX speªnia (5.7), to zasada wariacyjna dla ci±nienia topologicznego mo»e
by¢ napisana jako

PPPXXX ,ϕ = sup
(X,Y)∈MXZ×YZ

[H (X ·Y) + Eϕ(X ·Y)] . (5.8)

W szczególno±ci wszystkie twierdzenia zwi¡zane z (5.8) mog¡ by¢ bezpo±rednio stosowane do ukªadów
BBB-wolnych (poni»ej, ze wzgl¦du na zwi¦zªo±¢, cz¦sto omijamy formuªowanie takich wniosków).

5.1 Ci±nienie topologiczne w przestrzeniach z wªasno±ci¡ splotu multyplikaty-

wnego

W tej cz¦±ci podamy (cz¦±ciow¡) odpowied¹ na nast¦puj¡ce pytanie:
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4. Ile wynosi ci±nienie topologiczne ukªadów dynamicznych speªniaj¡cych (5.7)? Czy odpowiadaj¡ce
stany równowagi s¡ jedyne?

Dokªadniej mówi¡c, mamy trzy rodzaje twierdze« zwi¡zanych z wzorami na ci±nienie topologiczne.
Pierwszy rodzaj (twierdzenie 5.1) dotyczy przypadku, w którym ϕ zale»y od tylko jednej wspóªrz¦d-
nej. To jest oczywi±cie najprostsze mo»liwe rozszerzenie w porównaniu z przypadkiem entropii topolog-
icznej. Drugi rezultat (twierdzenie 5.2) zachodzi dla (wystarczaj¡co) lokalnych potencjaªów procesów
okresowych. W twierdzeniu 5.3 mamy do czynienia z dowolnym ci¡gªym potencjaªem i procesami,
które mog¡ by¢ aproksymowane w pewien sposób procesami okresowymi. Przypadek, gdy sam proces
graniczny jest okresowy, jest tu wykluczony � to jest istotne dla stosowalno±ci naszych metod (za-
uwa»my, »e m oraz p w twierdzeniu 5.2 nie s¡ caªkiem dowolne). Oprócz powy»szych faktów udowod-
nimy równie» jedyno±¢ stanów równowagi w przypadku potencjaªów zale»nych od jednej wspóªrz¦dnej
(twierdzenie 5.1).

Od teraz zakªadamy, »e X ⊂ R, 0 ∈ X i »e procesy oznaczane liter¡ Y s¡ binarne, tzn. Y = {0, 1}.

Twierdzenie 5.1 (Potencjaª zale»¡cy od jednej wspóªrz¦dnej). Je±li ϕ : X → R zale»y tylko od jednej

wspóªrz¦dnej, to

sup
(X,Y)∈MXZ×YZ

[H (X ·Y) + Eϕ(X ·Y)] = (1− d)ϕ(0) + d log2

(∑
x∈X

2ϕ(x)

)
,

gdzie d = P (Y0 = 1). Ponadto, je±li X osiaga powy»sze supremum, to X·Y ∼ G·Y, gdzie GqY, G jest

procesem i.i.d. oraz P (Gi = x) jest proporcjonalne do 2ϕ(x) (wi¦c Gi jest miar¡ Gibbsa stowarzyszon¡

z ϕ).

Zauwa»my, »e twierdzenie to rozszerza fakt wewn¦trznej ergodyczno±ci udziedzicznie« ukªadów BBB-
wolnych do przypadku, w którym potencjaª zale»y od jednej wspóªrz¦dnej. Zupeªnie niedawno autorzy
ju» wspomnianej pracy [37] uzyskali troszk¦ sªabszy wynik dla zbiorów BBB zawieraj¡cych 2.2

Dla danego podzbioru sko«czonego liczb rzeczywistych X (zawieraj¡cego zero), ci¡gªego potencjaªu
ϕ : X Z → R i procesu Y, istnieje pewna naturalna operacja (nazywana Y-podniesieniem (ang.

upgrade) potencjaªu ϕ)
ϕ

Y
 Φ : X Z → R

konieczna dla sformuªowania naszych rezultatów. Dla dowolnego ±ci±le rosn¡cego ci¡gu liczb caªkow-
itych r okre±lamy ϕr poprzez

ϕr(z) = ϕ

. . . , 0r−1−r−2−1, z−1︸︷︷︸
r−1−coor.

, 0r0−r−1−1, z0︸︷︷︸
r0−coor.

, 0r1−r0−1, z1︸︷︷︸
r1−coor.

, 0r2−r1−1, . . .

 .

Nast¦pnie de�niujemy Φ jako
Φ = EϕR, (5.9)

gdzie E oznacza caªk¦ Bochnera.
Najpierw przedyskutujemy przypadek okresowy procesu Y. Niech p ∈ N bedzie okresem procesu

Y, tzn. najmniejsz¡ liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e SpY = Y. Zauwa»my, »e wówczas m =
∑p

i=1 Yi jest
równa liczbie jedynek zawartych w okresie .

Twierdzenie 5.2 (przypadek okresowy). Niech p b¦dzie okresem procesu Y. Je±li ϕ : X Z → R zale»y

od co najwy»ej p kolejnych wspóªrz¦dnych, to

sup
(X,Y)∈MXZ×{0,1}Z

[H (X ·Y) + Eϕ(X ·Y)] =
1

p
log2

 ∑
z[0,m−1]∈Xm

2pΦ(z[0,m−1])

 ,
gdzie m =

∑p
i=1 Yi oraz ϕ

Y
 Φ.

2Na pierwszy rzut oka ich twierdzenie 1.2 wydaje si¦ silniejsze. Jednak je±li rozpiszemy zasad¦ wariacyjn¡ i u»yjemy
zaªo»enia 2 ∈BBB, to natychmiastowo widzimy, »e przypadek rozpatrywany w [37] redukuje si¦ do potencjaªów zale»¡cych
od jednej wspóªrz¦dnej, a BBB nadal musi zawiera¢ 2.
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Twierdzenie 5.2 prowadzi do nast¦puj¡cego rezultatu:

Twierdzenie 5.3 (sªabe granice ukªadów okresowych). Zaªó»my, »e
(
Y(n)

)
n
jest ci¡giem okresowych

procesów binarnych zbiegaj¡cym sªabo do Y. Niech pn oznacza okres procesu Y(n). Je±li
∑pn

i=1 Y
(n)
i

n→∞−−−→
∞, to dla dowolnego ci¡gªego potencjaªu ϕ : X Z → R mamy

sup
(X,Yn)∈MXZ×{0,1}Z

[H (X ·Y) + Eϕ(X ·Y)]
n→∞−−−→ P (Y0 = 1) log |X |+ sup

z∈XZ
Φ(z),

gdzie ϕ
Y
 Φ.

Powy»sze twierdzenie pozwala nam na otrzymanie nast¦puj¡cego wniosku, który podaje dokªadny
wzór na ci±nienie topologiczne (udziedzicznienia) ukªadu BBB-wolnego.

Twierdzenie 5.4. Dla dowolnego ukªadu BBB-wolnego XXX η takiego, »e odpowiadaj¡ca miara Mirsky'ego

Y ∼ νη nie jest okresowa, i dowolnego ci¡gªego potencjaªu ϕ : {0, 1}Z → R mamy

PPP
X̃XX η ,ϕ

= P (Y0 = 1) + sup
z∈XZ

Φ(z), (5.10)

gdzie ϕ
Y
 Φ.

6 Ukªady BBB-wolne

Na koniec opiszemy pozostaªe rezultaty dotycz¡ce ukªadów BBB-wolnych. Przypomnijmy, »e podshift
(XXX , S), gdzieXXX ⊂ {0, 1}Z, jest dziedziczny , je±li dla ka»dego sªowaW ∈ L orazW ′ ≤W mamyW ′ ∈
L, gdzie L = LXXX oznacza j¦zyk podshiftu XXX (zbiór wszystkich sko«czonych sªów pojawiaj¡cych si¦ w
XXX ). Ponadto, dla danego podshiftu XXX ⊂ {0, 1}Z, udziedzicznienie podshiftu XXX jest zde�niowane
jako

X̃XX = {z ∈ {0, 1}Z : z ≤ x dla pewnego x ∈XXX }.
Niech B oznacza symetryczny, i.i.d. proces binarny, zatem P (Bi = 0) = P (Bi = 1) = 1/2. Nasz

gªówny rezultat jest nast¦puj¡cy:

Twierdzenie 6.1. Ustalmy podshift (XXX , S), gdzie XXX ⊂ {0, 1}Z, i zaªó»my, »e proces Y ∈ Me
XXX jest

jedynkowo-wysycony i bezatomowy. Je±li D
X̃XX

= H
X̃XX

oraz Y qB, to B ·Y nie ma wªasno±ci Gibbsa.

Twierdzenie 6.1 natychmiast przynosi pozytywn¡ odpowied¹ na pytanie Pecknera z pracy [46].

Wniosek 6.2. Niech BBB ⊂ N \ {1}. Zaªó»my, »e miara Mirsky'ego νη nie jest okresowa. Wówczas

miara o maksymalnej entropii podshiftu (X̃XX η, S) nie ma wªasno±ci Gibbsa.

Jak ju» wspomnieli±my, ten wniosek zostaª nieco rozszerzony (do przypadku pewnych punktów
równowagi) w pracy [37].

Twierdzenie 6.1 stosuje si¦ poza ±wiatem ukªadów BBB-wolnych. Przypomnijmy, »e podshift XXX
nazywa si¦monoergodyczny , gdy posiada on dokªadnie jedn¡ (st¡d ergodyczn¡) miar¦ niezmiennicz¡
(ze wzgl¦du na shift).

Wniosek 6.3. Je±li (XXX , S), gdzie XXX ⊂ {0, 1}Z, Y jest jedyn¡ miar¡ ergodyczn¡ miara oraz HXXX = 0,
to B ·Y nie ma wªasno±ci Gibbsa, je±li tylko Y jest bezatomowa.

Wniosek 6.4. Je±li (X̃XX , S) jest dziedzicznym ukªadem Sturma, to jego miara o maksymalnej entropii

nie ma wªasno±ci Gibbsa.

Jako pewien �produkt uboczny� naszych rozwa»a« w rozprawie udowodniono kilka nowych rezul-
tatów, wzbogacaj¡cych wiedz¦ o samych ukªadachBBB-wolnych. W szczególno±ci, udowodniono twierdze-
nie odwrotne do niedawnego rezultatu Kellera [31], otrzymuj¡c charakteryzacj¦ dynamiczn¡ wa»nej
wªasno±ci arytmetycznej napr¦»enia (ang. tautness) podzbioru liczb caªkowitych (z grubsza, napr¦»e-
nie oznacza, »e ka»dy element zbioru BBB odgrywa nietrywialn¡ rol¦ w zbiorze wielokrotno±ci z punktu
widzenia g¦sto±ci).

Twierdzenie 6.5. Niech BBB ⊂ N \ {1}. Je±li odpowiadaj¡ca miara Mirsky'ego νη ma peªny no±nik

topologiczny XXX η, to zbiór BBB jest napr¦»ony.
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