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1 Abstrakt

Niech X = (X;),cz, gdzie X; € X a X jest (mierzalng) przestrzenia stanéw, bedzie procesem stochasty-
cznym. Niniejsza rozprawa doktorska koncentruje si¢ na procesach czaséw powrotu R = (R;);.,
kolejnych powrotéw X; do A oraz ich roli zar6wno w teorii prawdopodobienstwa, jak i w teorii ergody-
cznej. Przypomnijmy, ze dla danego podzbioru A C X odpowiadajacy mu proces czaséw powrotu jest
zdefiniowany jako

inf{j >0:X; € A}, i =0,

R, = inf{j > Ri_q: Xj S A}, 12> 1, (1.1)
sup{j < Riy1: Xj € A}, i< -1

Gléwnym rezultatem rozprawy w teorii prawdopodobienistwa jest dowod nieréwnosci Bernsteina dla
funkcjonatéw addytywnych ogédlnych, niekoniecznie silnie aperiodycznych, taricuchéw Markowa, co
daje odpowiedz na pytanie sformutowane w pracy [3] (patrz [A3]). Dowodzimy réwniez pewnej nowej
wersji nier6wnosci Bernsteina dla 1-zaleznych proceséow (klasa ta jest silnie zwiazana z tancuchami
Markowa dzieki tzw. technice regeneracji). Gtowne rezultaty w teorii ergodycznej dotycza doktadnych
wzor6ow, badz nieréwnosci, zwigzanych z entropia (ang. entropy rate) punktowego iloczynu procesow
(patrz [A1]). Staja sie one narzedziem do rozwiazania kilku otwartych probleméw. Podajemy nowy,
jawny wzor na cignienie topologiczne uktadéw ZB-wolnych oraz, w pewnych przypadkach, dowodzimy
jedynosci stanoéw rownowagi dla uktadu wyznaczonego przez B (co rozszerza rezultaty o wewnetrznej
ergodycznosci udowodnione w [16, 33]). Odpowiadamy na pytanie postawione w [16] o braku wtas-
nosdci Gibbsa dla miary o maksymalnej entropii (patrz [A2]). W koncu, odpowiadamy na kilka pytan
dotyczacych entropii uktadow %B-wolnych z pracy [33] (patrz [A1]).
Czesc rezultatéw rozprawy jest nowa, pozostalte rezultaty pochodza z nastepujacych trzech artykutow:

[A1] J. Kulaga-Przymus and M.D. Lemarnczyk. Entropy rate of product of independent processes.
Preprint: arXiw:2004.07648, 2020.

[A2] J. Kulaga-Przymus and M.D. Lemarniczyk. Hereditary subshifts whose measure of maximal en-
tropy has no Gibbs property. Ukaze sie w Colloguium Mathematicum, arXiv:2004.07643, 2020.

[A3] M.D. Lemariczyk. General Bernstein-like inequality for additive functionals of Markov chains.
Journal of Theoretical Probability, 2020.

2 Definicje i oznaczenia

Dla uproszczenia rozwazan przyjmujemy, ze wszystkie zmienne losowe s zdefiniowane na wspolnej
przestrzeni probabilistycznej (2, F,P), przy czym przez zmiennag losowg X rozumiemy dowolna
funkcje mierzalng, przyjmujaca wartosci w mierzalnej przestrzeni stanow X (w skrocie X € X).
(Dyskretnym) procesem (stochastycznym) X = (X;);er (T jest zawsze rowne albo N, albo Z)
nazywamy rodzine zmiennych losowych X; przyjmujacych wartosci we wspdlnej przestrzeni stanow
X.

Czasami zastepujemy (domy$lng) miare probabilistyczna P przez jej wersje warunkowa Py(-) =
P(-NA)/P(A), gdzie A € F, przy czym P(A) > 0. W szczegolnosci E4 oznacza $rednig warunkowa
liczona wzgledem Py.



Dla danego ciagu x € & C X% lub procesu X = (X;),.y, oraz skoniczonego zbioru indekséw N C Z,
gdzie N = {il, - ,’ik}, 11 < io < - <1, okreslamy

xN:(l'il,...,-Tin)7 XN:(Xi17--~7Xin)

(z oczywistymi modyfikacjami, gdy zbior N jest nieskonczony). Ponadto, dla dowolnych k, | € Z,
wprowadzamy przedzialy catkowitoliczbowe [k 1) = {k,k+1,... 1}, (—o0, k] ={...,k—2,k—1,k},
[l,00) = {l,l + 1,1 +2,...}, przy czym [k,]] = @, o ile k > [. Zatem, dla przyktadu, X, =
(X1,...,Xn).

Wszystkie standardowe operacje wykonywane w zbiorze liczb rzeczywistych R rozszerzamy ,,po
wspolrzednych” na ciggi i procesy. Dla przykladu x +y = w, gdzie w; = z; + y;, XY = (X;Yi),cp
lub X <Y, gdy X; <Y, p.w. dla wszystkich 7 € T'.

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna (gdy X jest przestrzenia co najwyzej przeliczalna, to
rozpatrujemy ja z topologia dyskretna). Przypomnijmy, Zze odwzorowanie S: X% — X% dane przez

S (531)1‘62 = ($i+1)iez

nazywamy lewostronnym przesunieciem lub (czesciej) shiftem. Pare (£, S) (lub krocej Z) nazy-
wamy podshiftem, gdy & C X7 jest domkniety i S-niezmienniczy (SZ C Z). Zauwazmy, ze
shift S jest ciagly. Ponadto, dziata on na funkcjach poprzez sktadanie, Sf = f o .S, oraz na miarach
probabilistycznych poprzez branie obrazu miary, Su(A) = u(S~'A). Ponadto, jesli X = (Xi)iez jest
procesem, to SX = (X;y1);cr (czasami nazywamy SX procesem przesunietym). Przypomnijmy,
ze proces X nazywamy stacjonarnym, gdy X ~ SX (wiekszosé procesow, ktore bedziemy rozpatry-
waé w kontekscie dynamicznym, bedzie stacjonarna). Proces X nazywamy ergodycznym, gdy dla
dowolnej funkeji f € L;i(PP) zachodzi wersja mocnego prawa wielkich liczb, a mianowicie

n—1

1 i Pa.s.
n;f(sx) mEf(X).

Proces Y nazywamy faktorem procesu X, jedli istnieje funkcja (mierzalna) g: X7 — ) taka, ze
Y, =8"¢(X) = g(S"X), n € Z. (2.1)

Jesli g jest bi-mierzalng bijekcja, to méwimy, ze X i Y sa tzomorficzne. Podkredlmy, ze powyzsze
(troche niestandardowe) definicje (ergodycznosé, faktor, izomorfizm) sa zgodne z odpowiednimi definic-
jami w ukltadach dynamicznych. W koncu, dla danego podshiftu Z°, przez Mg oznaczamy zbior
(rozktadow) wszystkich proceséw stacjonarnych X takich, ze P (X € &) = 1. Ponadto M%- C
M g oznacza podzbiér proceséw ergodycznych.

3 Nieréwnosci koncentracyjne

Nieréwnoéci koncentracyjne odgrywaja wazng role w wielu dziedzinach. Dla przyktadu wymierimy tylko
statystyke (estymacja kowariancji, grupowanie (ang. clustering), grafy losowe, detekcje spotecznos-
ciowa, uzupelnianie macierzy i wiele innych) oraz dzial algorytmoéw losowych (np. lemat Johnsona-
Lindenstraussa, ciecia maksymalne dla grafow itd.). Jako swietne zrodto zarowno $cistej teorii, ale tez
intuicji i zastosowan polecamy ksiazke Vershynina (patrz [55]). Wyjasnimy teraz podstawowe idee.
Ustalmy zmienng losowa X € R? dla pewnego d € N oraz zbior A C RY taki, ze P (X € A) > 1/2.
Dla danego t € Ry, niech A; = {z € R? | |A — x| < t} bedzie t-otoczka A, a Af = R?\ A; jej
dopelnieniem. Pytamy teraz jak, szybko X koncentruje si¢ wokot zbioréw o mierze 1/2 lub, innymi

stowy, jaki jest optymalny wybor funkcji a: R — Ry takiej, ze a(t) 2% 0 oraz
P(X € A7) < a(t) zachodzi jednostajnie wzgledem wyboru A. (3.1)

Rozwazmy dla przyktadu X € R? jednostajnie roztozong na sferze jednostkowej S = {z € R? | |z| = 1}.
Okazuje sie, ze w tym przypadku mozemy wzia¢ a(t) = exp(—d%th). Oznacza to, ze jesli wybierzemy



dowolny zbior A C S taki, ze P(X € A) > 1/2 (np. ,czapeczke”), to prawdopodobienistwo tego, ze
zaobserwujemy X w odleglodci 1/—% Inc od A jest co najmniej réwne c¢. Innymi stowy mozemy
przewidzie¢, gdzie pojawi sie X!

Jednowymiarowym odpowiednikiem (3.1) jest znalezienie optymalnej funkcji a(t) spetniajacej

P (|X — EX| > t) < a(t). (3.2)

Ta nieréwnosé oddaje nasza intuicje, ze rzeczywiste zmienne losowe koncentruja sie¢ wokot ich $redniej.
Ponadto im szybciej «a(t) maleje, tym lepiej EX aproksymuje X. Jedli dla przyktadu «(t) ~ t%, to
z (relatywnie) duzym prawdopodobienistwem X moze sie mocno odchyla¢ od swojej éredniej. Jed-
nakze jesli a(t) maleje ekstremalnie szybko (np. wyktadniczo, tzn. a(t) ~ ¢ dla pewnych a € Ry
oraz ¢ > 1), to mozemy oczekiwa¢, ze dla danej niezaleznej probki z X, X, Xo, ..., X,, z duzym
prawdopodobieristwem, wiekszoé¢ z X; bedzie sie pojawiaé blisko EX.

Uwaga 3.1. Zauwazmy, ze dzieki nieréwnoéci Markowa mozna zawsze wziaé aft) = Var (X) /t?
w (3.2). W szczegolnoscd, jesli ¢ ma rzad standardowego odchylenia dla przyktadu t = \/2Var (X),
to P(|X —EX| >t) < 1/2, lub réownowaznie, P (|X —EX| <t) > 1/2. Po pierwsze, ta obserwacja
daje natychmiast naturalny, konstruktywny przyktad zbioru A z (3.1). Po drugie, nieco nieformalnie
mozemy powiedzie¢, ze standardowe odchylenie y/Var (X) jest dobra jednostka mierzenia koncentracji
miary. Dla przyktadu praktyczna zasada w statystyce (ang. rule of thumb) moéwi, ze niemal cata masa
zmiennej losowej o rozkladzie normalnym jest w odleglosci 2-3 takich ,,jednostek” od jej érednie;j.

Nas interesuje wersja (3.2) (zwana nieréwnoscia Bernsteina), w ktorej zaréwno a(t) jak i X maja
specjalng posta¢. Przypomnijmy najpierw strukture takiej nieré6wnoéci w najprostszym przypadku, w
ktérym zmienne sg ograniczone oraz i.i.d.

Twierdzenie 3.2 (Klasyczna nieréwnosc¢ Bernsteina). Jesli (§;); jest ciagiem i.i.d. rzeczywistych, scen-
trowanych zmiennych losowych takim, ze ||&lloo < M, to dla 0? = E£2 oraz dowolnego t > 0,

P ( > &> t) < 2exp (—W%> . (3.3)

i=1
Przeanalizujmy teraz (nieco nieformalnie) prawa strone w (3.3). Zauwazmy, ze jako funkcja argu-
mentu t prezentuje ona dwa typy zachowan: dla “matych” t dominuje zachowanie gaussowskie
(rzedu exp(—ct?) dla pewnego ¢ > 0), a mianowicie,

2
2exp (— 2n02> . (3.4)

Z kolei dla “duzych” t zachowanie wyktadnicze (rzedu exp(—ct) dla pewnego ¢ > 0) zaczyna

odgrywaé¢ gtéwng role, a konkretnie czesé¢ 2exp . Przez ,duze” i ,mate” t rozumiemy zakres

T
tych t, dla ktorych jeden z wyrazow, 2no? lub %M t, ;,mocno” dominuje nad drugim (w takim przypadku
bedziemy pisa¢ troche nieformalnie, ze odpowiednio 2no? < %Mt lub 2no? > %Mt)

,Czes¢ (3.4)” nieréwnosci (3.3) jest zwykle nazywana czescig gaussowskq nieréwnosci Bern-
steina. Wyjasnijmy teraz pochodzenie tej nazwy. Zaldézmy, ze n; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
gaussowskimi o zerowej éredniej i wariancji o2, tzn. n; ~ N(0,0%). Wiadomym jest, ze zachodza za-

leznosci
>t =2 — .
an - ) P < 2n02>
=1
Zatem jesli 2no? > %Mt, to twierdzenie 3.2 po prostu méwi, ze najgorszy przypadek (jesli chodzi o
czesé gaussowska) powstaje, gdy & = n;, innymi stowy,
> t> . (3.5)

(g

n n
PR D>
=1 =1

Z n; ~ N(0,n0?) oraz P (

=1
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Teraz omoéwimy problem optymalnosci w (3.3). Z centralnego twierdzenia granicznego (CTG),

3

1 . 9
%i lé.z = N(0,0’),

co z grubsza mozna przepisaé jako
n
Z & ~ N(0,n0?).
i=1

Ta obserwacja potaczona z (3.5) pokazuje, ze nierownosé¢ Bernsteina (3.3) jest w istocie rzeczy (asymp-
totycznie) optymalna nier6wnoscia koncentracyjna (przynajmniej, gdy mowa o czesci gaussowskiej).
Do tego faktu bedziemy odnosié sie, mowiac (nieco nieprecyzyjnie), ze nieréwnos$é Bernsteina jest
optymalna.

Opusémy teraz $wiat niezaleznych zmiennych losowych. Zalézmy, ze X = (X;),cy jest dowol-
nym rzeczywistym procesem takim, ze sup; || X;||, < oo, EX; = 0, dla ktérego chcemy udowodnic¢
nier6wnosé¢ typu Bernsteina. Zaldézmy dodatkowo, ze CTG zachodzi dla X, tzn.

1 n
N ZXi = N(0,0%) dla pewnej liczby o2 > 0 (3.6)
i=1

(02, jest nazywana wariancjg asymptotyczng). Naturalnym jest oczekiwanie, ze (np. dla proceséw
silnie mieszajacych) o2 mozna policzy¢ jako

1 n 1 n
2 : .
=1 — X; | = 1 — X, .
Too = 1IN Var <\/ﬁ ;1 > im nVar (;1 > (3.7)

i nastepujacy analog nieréwnosci (3.3) powinien zachodzi¢ dla odpowiedniego wyboru statej C' > 0:

> < e — .
IP( E X; _t>_26xp< ol 1 C t>7 (3.8)

i=1

gdzie M = sup, | X;|| - Zauwazmy, ze aby zapewnic sobie, ze (3.8) oddaje zachowanie wynikajace z
CTG (3.6) musimy potozy¢ nacisk na to, aby C byta rzedu o(n), gdy n — oo. Z drugiej strony, ogélnie,
mozemy sobie pozwoli¢ na to, aby stata C zalezata od pewnych whasnosci procesu X (o ile C' = o(n)). Z
takim przypadkiem sie spotykamy dla taricuch6w Markowa, dla ktérych C' zalezy od punktu startowego,
funkcji przejscia i jest rzedu logn (ze szczegdtami mozna sie zapoznaé¢ w twierdzeniu 3.4). Podobnie
jak w przypadku niezaleznym bedziemy moéwili, ze nierownos$é Bernsteina jest optymalna, o ile
nier6wnosé (3.8) oddaje zachowanie CTG (3.6).

3.1 Nieré6wnos$é Bernsteina dla m-zaleznych zmiennych losowych

Przypomnijmy, ze proces X = (X;),., jest m-zalezny dla m € N, gdy

X (—oo k] H Xk tm+1,00)» Vkez- (3.9)

Klasa m-zaleznych zmiennych losowych byta badana w wielu pracach, np. [1, 38, 10, 27, 32, 13|, jednak
wydaje sie, ze problem optymalnej nier6wnosci Bernsteina nie byt do tej pory rozpatrywany (przy-
najmniej nie ma do tej pory wynikow, ktore by sie zblizaly do optymalnych). Wspomnijmy, ze ciagi
1-zalezne sg mocno zwiazane z taricuchami Markowa, dzieki metodzie rozdzielania (ang. the splitting
method) wymyslonej przez Athreye i Neya, ktora rozbija taricuch Markowa na bloki 1-zalezne. W
szczegolnosei, kazda wersja nier6wnosci Bernsteina dla proceséw 1-zaleznych niemal natychmiastowo
daje pewna nieréwnosé¢ dla taiicuchéw Markowa (ale nie odwrotnie). 7 drugiej strony istnieje przy-
puszczenie, ze kazdy 1-zalezny proces stacjonarny jest w rzeczywistoéci 1-faktorem pewnego 1-zaleznego
laricucha Markowa, co (gdyby byto prawdziwe) ustalatoby tadng odpowiednio$é pomiedzy tymi klasami
procesow.



Niech X = (X;);c; bedzie stacjonarnym m-zaleznym ciagiem scentrowanych i ograniczonych zmi-
ennych losowych. W tym przypadku wariancja asymptotyczna (porownajz (3.7)) jest dana przez

m
ago = lim lVaur (Xi+Xo+--+X,) = EX02 +2 ZEXOXi. (3.10)
Nasz gltéowny wynik jest dosyé¢ techniczny i dlatego zaprezentujemy tutaj jedynie wniosek dla 1-
faktorow m-zaleznych [-taricuchow Markowa (ktore odgrywaja wazna role w teorii ciagéw m-zaleznych).
Przypominamy, ze process X € X7 jest nazywany k-faktorem procesu Y € Y7 (poréwnaj z (2.1)),
gdy istnieje funkcja f: X* — Y taka, ze

Y = f(Xi, Xig1, .-, Xivk—1)-

Proces Y nazywa sie [-tanicuchem Markowa gdy, dla dowolnego k € 7Z, znajac terazniejszosé
Xk kt1-1), Przysztosé X(x1go0) jest niezalezna od przesztosci X(_ o —1]-

Twierdzenie 3.3. Niech X; = f(Y;), gdzie f jest ograniczong funkcja mierzalng oraz Y = (Y;) jest
stacjonarnym, m-zaleznym l-taricuchem Markowa. Wowczas

P(iXi

i=1
gdzie ¢y = 2(1+ W)Q(m—kl% dmg = 3(1+ m)(m—kl)(m—k 1), M =|X;|,, oraz o%

jest dana w (3.10).

t2
>¢] <2 1 _ 311
= >— (m + )eXp< cm,l(n+m+l)ogo+dth)’ (3.11)

Nowosciag w twierdzeniu 3.3 jest uzycie wariancji asymptotycznej o2, w gaussowskiej czeci nieréwnosci
Bernsteina zamiast uzywania o = EXZ, tzn. wariancji pojedynczej zmiennej losowej. W istocie rzeczy
jest latwo otrzymac wersje nieréwnosci (3.11), w ktorej o2, jest zastapiona przez 0. Zauwazmy jeszcze,
7e z nierdwnosci Schwarza wynika, ze zawsze mamy o2, < (m+1)o?. Z drugiej strony moze si¢ zdarzy¢,
7e 02, < 02, tzn. 0% moze byé¢ dowolnie mala w poréwnaniu z o2 (w przypadku ekstremalnym,
02, =0 < 0?). Podsumowujac, nasza nieréwnosé¢ Bernsteina (3.11) jest optymalna (z doktadnoscia do

statych zalezacych od [ i m) i warto ja stosowacé jedynie, gdy o2, < o2.

3.2 Nieré6wnos$é Bernsteina dla ogélnych laricuchéw Markowa

Zatozmy, ze X = (X,)nen jest taricuchem Markowa okreslonym na przestrzeni probabilistycznej
(Q, F,P), przyjmujacym wartosci w przestrzeni mierzalnej (przeliczalnie generowanej) (X, B), z funkcja
przejscia P: X x B — [0, 1]. Ponadto zatézmy, ze X jest 1-nieredukowalny, aperiodyczny i do-
puszcza jedyna niezmiennicza miarg probabilistyczna 7. Jak zwykle, dla rozktadu poczatkowego
p na X, piszemy P, (X € -) dla rozktadu tancucha, dla ktérego Xy ma rozktad p. Bedziemy pisac¢ P,
zamiast Ps,_, gdzie J, oznacza miare Diraca w punkcie .

Mowimy, ze X jest geometrycznie ergodyczny, gdy istnieja liczba dodatnia p < 1 oraz funkcja
rzeczywista G: X — R nalezaca do Ly(7) takie, ze dla dowolnego punktu startowego z € X oraz
n €N,

1P () = 7l < Gla)o", (3.12)

gdzie || - |7y oznacza norme totalnego wahania miary, P"(-,-) zas jest n-krokowa funkcja przejscia
taricucha.
Nasz glowny rezultat jest nastepujacy:'

Twierdzenie 3.4. Niech X bedzie geometrycznie ergodycznym taricuchem Markowa z przestrzeniq
standw X oraz niech w bedzie jego jedyng stacjonarng miarg probabilistyczng. Ponadto, niech f: X — R
bedzie ograniczong funkcjg mierzalng takqg, ze Exf = 0. Niech x € X. Wowczas mozemy znalezé state
K, 7 > 0 zalezgce jedynie od x oraz funkcji przejscia P(-,-) takie, ze dla wszystkich t > 0,

12
P >t| < Kexp|— ,
v ( ) - P < 32”‘7%@@ + 7t]| |00 log n>

'Ponizej, dla pewnej wygody, ktadziemy log(-) = In(- V e), gdzie In(-) oznacza logarytm naturalny.

n—1

> F(X)

=0




gdzie

O3y = Varg(£(Xo)) + 2 Cove(f(Xo), £(X,)) (3.13)
=1

oznacza wariancje asymptotyczng procesu (f(X;));.

Uwaga 3.5. Stale K i 7 s3 jawne. Ponadto w rozprawie podajemy ogoélniejsze wersje twierdzenia 3.4
(dla nieograniczonych zmiennych losowych).

Wyjasnijmy teraz, w jaki sposéb twierdzenie 3.4 mozna zobaczy¢ w szerszym kontekscie. Przypom-
nijmy sobie klasyczna nieréwno$¢ Bernsteina w przypadku ograniczonym z twierdzenia 3.2. Prawo wiel-
kich liczb dla tancuchow Markowa (patrz [11, 44, 13]) gwarantuje nam, ze przy zatozeniach i oznaczeni-
ach twierdzenia 3.4, sumy ﬁ Z?:_(]l (X;) zbiegaja wg rozkladu do rozkladu normalnego N(0, 0%, ).
Stad nier6wnos¢ otrzymana w twierdzeniu 3.4 jest odbiciem (z dokladnoscia do statych) asymptotycznie
normalnego zachowania sum ﬁ > f(X5), podobnie do przypadku klasycznej nieréwnosci Bernsteina
w kontekécie i.i.d. Dalej, wyraz logn, ktory pojawia sie w naszej nieréwnosci, jest konieczny — jesli dla
wszystkich ¢ > 0 mamy

n—1 2

t
P, X; t] < t- — 14
( ZZ; f(Xa)| > ) const - exp ( const - no? + const(x) - ant||f||oo> (3:.14)

dla pewnych a,, = o(n) oraz o € R (const oznacza tu za kazdym razem pewna staly absolutna, podczas
gdy const(x) zalezy jedynie od x i samego taricucha Markowa), to musimy mie¢ o > const - 012\/[”). Co
wiecej, dla pewnych geometrycznie ergodycznych taicuchéw Markowa, a, musza wzrastaé co najmniej

logarytmicznie z n (patrz [2], Section 3.3).
Nier6wnosci koncentracyjne dla taiicuchéw Markowa i proceséw zostaly gruntownie zbadane w
literaturze (patrz np. |2, 3, 5, 6, 12, 14, 18,23, 28,36, 35, 11, 10, 45, 50, 59]). Pewne wyniki sg poswie-

cone koncentracji dla ogélnych funkcji taicucha (zwykle takie rezultaty otrzymuje sie przy roznych
zaltozeniach lipschitzowosci, czy warunkoéw ograniczenia roznic), inne ida w kierunku funkcjonatow
addytywnych, ktore sa roéwniez obiektem badan w rozprawie. Ogonowe nieréwnosci dla funkcjon-
atow addytywnych sa zwykle odpowiednikami nieréwnosci Hoeffdinga czy Bernsteina. Te pierwsze
nier6wnosci nie biora pod uwage wariancji funkcjonatu addytywnego i sa wyrazane jedynie w termi-
nach normy || f|leo. Czesto otrzymuje si¢ je jako przypadki specjalne nieréwnosci koncentracyjnych dla
ogoblnych funkeji (patrz np. [14, 15, 50]). Oszacowania typu Bernsteina postaci (3.14) sa rozpatrywane
np. w [2, 3, 5, 6, 12, 18, 23, 36, 35, 41, 40, 45, 59] i uzywaja one zamiennikéw wariancji o2, ktore
niekoniecznie zgadzaja si¢ z graniczng wariancja a%/[m. W przypadku czasu ciaglego nieréwnoéci typu
Bernsteina dla naturalnych odpowiednikéw funkcjonatow addytywnych (uzywajace wariancji asymp-
totycznej) zostaly otrzymane przy zatozeniu luki spektralnej lub warunkéw typu Lapunowa w |23, 306].
Dla dyskretnych tancuchéw Markowa nieréwnosci otrzymane w [2, 3, 6, 12, 18] metoda regeneracji
daja (3.14) (przy réznego rodzaju zatozeniach ergodycznogci oraz z réznymi parametrami a,,) z 02, co
zgadza sie z 03, jedynie przy dodatkowym zalozeniu silnej aperiodycznosci tancucha. 7 drugiej strony
artykuly [41, 10, 50, 59] przynosza ogodlniejsze rezultaty, stosowalne dla ciagéw zmiennych losowych
(niekoniecznie Markowa), spelniajacych rézne warunki mieszania. Zamienniki wariancji o2, ktore sa
uzywane w tych pracach, sa bliskie wariancji asymptotycznej, ale na ogoét nie sa jej rowne. Dla
przyktadu nier6wnosé¢ otrzymana w [11], ktora zachodzi w szczegdlnosci dla geometrycznie ergody-
cznych taicuchow, uzywa (w naszych oznaczeniach) o = Var, (f(Xo)) +2 Y o0 [Cova(f(Xo), f(Xi))|.
Poréwnujac to z (3.13), mozemy zobaczy¢, ze O'%JM < 0%, W rzeczywistosci mozemy skonstruowac
przyktady, dla ktorych iloraz tych dwoch wielkosci jest dowolnie duzy lub nawet ‘712\4m =0 oraz 02 > 0.
Pozycja [59] dostarcza nieréwnosé dla jednostajnie geometrycznie ergodycznych procesow, uwzgledni-
ajaca pewien ukryty zamiennik wariancji o2, ktéry moze by¢ ograniczony z géry przez o na mocy [11]
lub przez Vary(f(Xo)) + C| flloEx|f(X0)|, gdzie C jest stala zalezaca od wlasnosci mieszajacych
procesu. Dla ustalonego procesu, w sytuacji niezdegenerowanej, kiedy wariancja asymptotyczna jest
2 co jednak kosztuje wprowadzenie dodatkowych statych

multyplikatywnych, zalezacych od taricucha i od f.

niezerowa, moze by¢ ona zastapiona przez o



Wedlug naszej najlepszej wiedzy twierdzenie 3.4 jest zatem pierwsza w literaturze nieréwnog-
cig ogonowa, ktorg mozna otrzymaé dla ogolnego geometrycznie ergodycznego (niekoniecznie silnie
aperiodycznego) taricuchu Markowa i ktora (z doktadnoscia do statych uniwersalnych) jest odbiciem
prawidtowego granicznego zachowania gaussowskiego funkcjonalow addytywnych. Problem otrzyma-
nia nieréwnosci tego typu zostal oficjalnie postawiony w pracy [3]. Zauwazmy, ze badanie ilo§ciowe
naszych probleméw, zwiazane z CTG dla ogélnych aperiodycznych tancuchéw Markowa, wydaje sie
by¢ istotnie trudniejsze niz dla taiicuchéw, ktére sa silnie aperiodyczne. Dla przyktadu rezultaty typu
optymalnej silnej aproksymacji sa znane tylko w tym drugim przypadku [12].

4 Entropia i odzyskiwanie sygnatu

Niech X € X, Y € Y beda zmiennymi losowymi, gdzie X jest przestrzenia dyskretna (co na-
jwyzej przeliczalng). W tej czesci szeroko uzywamy pojecia (warunkowej) entropii Shannona H (X)
(H (X |Y)), ktora intuicyjnie moze by¢ opisana jako miara (jest ona zawsze nieujemna) nieuporzad-
kowania X . Innymi stowy, im wieksza entropia H (X), tym bardzie] jest niepewny wynik obserwacji
zmiennej X. Oczywidcie ekstremalnym przypadkiem jest tu H (X) = 0, rownowazny z X bedaca stala
(jestesmy wiec pewni realizacji zmiennej losowej X ). Ponadto zachodzi H (X) < log |X|, z réwnoscia
(dla przestrzeni skonczonych) wtedy i tylko wtedy, gdy X ma jednostajny rozktad na X (nie mozna
przewidzie¢ wyniku X, wszystkie zdarzenia maja to samo prawdopodobieristwo). Krotko mowiac, gdy
H (X) rosnie, rozktad zmiennej X staje sie coraz bardziej jednostajny. Formalnie,

H(X)=-> P(X=x)logP (X =z) (4.1)
TEX

oraz

H(X |Y)=EvH (XD),  XW ~pyy(y),

gdzie Ey oznacza catkowanie wzgledem Y, a px|y oznacza regularny rozktad warunkowy zmiennej X,
majac dane Y. Jedli X jest dowolna (niekoniecznie dyskretna), to mozna rozszerzy¢ definicje entropii
Shannona do

H(X) = SI}pH(f(X)), (4.2)
gdzie supremum bierzemy po zbiorze wszystkich (mierzalnych) funkcji zdefiniowanych na X' oraz prayj-
mujacych skoniczenie wiele wartos$ci. Jednakze takie rozszerzenie ma swoje wady, z ktérych na-
jbardziej istotna pochodzi z faktu, ze H (X) jest wtedy prawie zawsze nieskoriczona. Zeby to zobaczy¢,
wezmy proces stacjonarny X = X = (X;),.,. Wowczas, na mocy definicji (4.2), dla dowolnego n € N,

H (X) > H (X} ) - (4.3)

Jednakze jest intuicyjnie jasne (ze wzgledu na stacjonarnosé procesu X), ze H (X[l,n]) jest rzedu n
(formalnie, odwzorowanie n — H (X[Ln]) jest podaddytywne) i stad H (X) > n dla dowolnego n, a
wiec H (X) = co. Aby omina¢ ten problem, dla kazdego procesu stacjonarnego X takiego, ze Xy jest
dyskretna, wprowadzamy pojecie entropii procesu X (ang. entropy rate),

1

Zauwazmy, ze H (X) < H (Xj) i stad entropia H (X) jest skoriczona, o ile H (Xj) jest skoriczona.

Uwaga 4.1. Uzywamy tego samego symbolu zaréwno w (4.2), jak i (4.4), ale poniewaz istotna jest
jedynie definicja (4.4), wiec H (X) bedzie zawsze dotyczyto (4.4).

Podobnie, dla dowolnego procesu stacjonarnego (X,Y) = (X;,Y;)
oraz H (Xo | Yo) < oo, definiujemy entropie relatywng jako

i€Z> gdzie Xg, Yy sa dyskretne

. 1
H (X[Y) = lim ;H (X | Yiim) =H (Xo | X(—oom1) Y) -

n—o0



Przypomnijmy teraz pojecie entropii topologicznej (ktora opisuje ztozonosé topologiczna przestrzeni).

Dla podshiftu & C X7 jego entropia topologiczna jest dana przez

1
Hy = lim —[L(n)], (4.5)
gdzie L™ jest rodzing wszystkich stow diugosci n, ktéra pojawiaja sie w 2. Mozna pokazac¢ pewna
wersje zasady wariacyjnej dla Hg, a mianowicie,

Hy = sup H(X). (4.6)
XeMg

Drzieki gérnej potciagtosci entropii procesu, powyzsze supremum jest zawsze osiagane przez pewien
proces X. Kazdy taki proces X (w istocie rzeczy chodzi o jego rozkltad) jest nazywany miarg o
maksymalnej entropii. Jesli istnieje doktadnie jedna miara o maksymalnej entropii, to méwimy, ze
Z jest wewnetrznie ergodyczny.

Wszystkie te ,typy” entropii maja wiele interpretacji i zastosowan. Wspomnijmy kilka z nich, zeby
uswiadomi¢ sobie, dlaczego to pojecie jest tak fundamentalne i uniwersalne.

e (Struktura miar produktowych). Zatézmy, ze zmienne losowe X; € X przyjmuja skonczenie wiele
wartosci oraz X jest ergodyczny. Rozwazmy rozklad zmiennej X = X}, ) € A", Chcieliby$my
(w przyblizeniu) opisa¢ nosnik zmiennej X (przez nosnik rozumiemy tutaj dowolny podzbior S
taki, ze P (X € S) = 1). Jak wyglada rozktad p zmiennej X na S? Okazuje sie, ze w zasadzie
mozemy wzigé za S zbiér punktéw typowych entropijnie,

S =Toppe ={z e x™ | 207HX) < p (X = g) < 2 +HX)} (4.7)

(ten fakt jest znany pod nazwa asymptotycznego réwnomiernego roztozenia, patrz Theorem
1.7.1 w [52]). Intuicyjnie, o X (dla dostatecznie duzych n) mozna mysle¢ jako o réwnomiernym
rozktadzie na zbiorze S, ktory ma w przyblizeniu 2"HX) elementow.

¢ (Kompresja sygnatu). Przypusémy, ze mamy dany proces i.i.d. (zwykle binarny) X = (X;),cy
taki, ze X; € X oraz zbior X jest skoriczony. Dla danego n € N chcemy skompresowaé
X = X1, tzn. znalez¢ koder f: X" — ) oraz dekoder D: ) — X" w taki sposob, aby
prawdopodobienstwo bledu P (D(E(X)) # X) bylo dowolnie mate. Oczywiscie w tym prob-
lemie chcemy, aby ) byt mozliwie maly. Okazuje sie, ze (z grubsza) mozna dokona¢ kompresji
X, oile |[Y| > nH (X;). Z drugiej strony nie mozna uzyskac¢ kompresji X, gdy || < nH (X1).
W tym sensie nH (X1) jest naturalng bariera dla problemu kompresji.

e (Powtarzanie wzorca). Niech X bedzie ergodycznym procesem stacjonarnym. Dla danego n € N,
jak dtugo musimy czeka¢, aby stowo X|; ,,) powtorzyto si¢ w calym ciagu X = (X;);cn? Mozna
pokaza¢ (patrz Theorem I1.5.1 w [52]), ze dla

R, = inf{k € N| X[k+1,k+n] = X[Ln]}

mamy nh—>Holo % logy R, = H (X), tzn. R, ~ onH(X) (o ile H (X) > 0). Ta asymptotyka ma swoja
nastepujaca intuicyjna konsekwencje: im mniejsza entropia procesu X (a wiec, im mniej jest
wskomplikowany” proces X), ,tym czesciej” bedziemy widzie¢ powtorki wzorcow w X. Dodajmy,
ze powyzsze twierdzenie jest wybitnie nieefektywne dla procesdéw o zerowej entropii. W przypadku
ekstremalnym, w ktorym X jest okresowy, tzn. SPX = X (co w oczywisty sposob implikuje
H (X) = 0), stowarzyszony proces R,, jest ograniczony przez p jednostajnie dla wszystkich n!

e (Izomorfizm proceséow). Stynne twierdzenie Ornsteina i Friedmana [20] mowi, ze dwa uktady,
ktore sa stabo Bernoulli i maja te sama entropie, sg izomorficzne. W terminach proceséw oznacza
to, ze jesli procesy X oraz Y sa stacjonarne, stabo Bernoulli (réwnowaznie, S-mieszajace) oraz
H (X) = H(Y), to sa one izomorficzne. Zauwazmy, ze w szczegolnosci otrzymujemy raczej
nietrywialny wniosek: kazdy mieszajacy tancuch Markowa (na skoriczonej przestrzeni stanow)
jest izomorficzny z pewnym procesem i.i.d.!



e (Fizyczne wlasnosci miar o maksymalnej entropii) Niech & bedzie podshiftem, a X miara o
maksymalnej entropii. Okazuje sie, ze czesto X ma ,dobre” dodatkowe wtasnosci fizyczne. Dla
przyktadu, jesli proces X (tzn. jego rozklad) jest jedyny, to X musi byé¢ ergodyczny. Ponadto,
raczej w sposob naturalny, oczekujemy, ze X jest miarg Gibbsa, tzn.

02_nH‘% S P (X[Ln] = x[l,n}) S 02_on (48)

dla pewnych stalych numerycznych ¢, C oraz wszystkich zy; ,) € X", dla ktorych powyzsze praw-
dopodobieristwo jest dodatnie. (Por. (4.8) z (4.7).) Jesli myslimy o innych konsekwencjach,
to (4.8) implikuje np., ze proces X musi by¢ quasi-Bernoulli, tzn.

KP (X1 = 2p0) SPx_ome g (X = @) < KP (X1 = 2p1,0) (4.9)

—m,0

dla pewnych statych k, K zalezacych od ¢,C z (4.8).

Przypomnijmy, ze jesli rozpatrujemy jedynie ograniczenie dolne w (4.8), to otrzymujemy definicje
tzw. wtasnosci Gibbsa. Naturalna miara o maksymalnej entropii dla uktadow Z-wolnych nie
spetnia wlasnosci Gibbsa. W szczegoélnosci otrzymujemy szeroka klase podshiftéw wewnetrznie
ergodycznych, dla ktérych miara o maksymalnej entropii nie jest Gibbsa.

4.1 Entropia iloczynu proceséw

Niech X = (Xj),;cz 1 Y = (Yi);cz beda rzeczywistymi procesami o skoniczenie wielu wartosciach, przy
czym proces (X,Y) = (X;,Y;), jest stacjonarny. Zalézmy dodatkowo, ze Y; € {0,1} dla i € Z oraz
0 <P(Yo=1) < 1. W tej czesci badamy entropie relatywna iloczynu procesow X and Y, przy
zadanym procesie Y, a wiec wielkos¢ H(X-Y |Y).

Uwaga 4.2. Zauwazmy, ze jesli H (Y) = 0, co zachodzi dla podshiftow &-wolnych, ktérych dynamika
jest dla nas glowna motywacja badania problemu entropii iloczynu, to H(X-Y |Y) = H(X-Y).
Jednakze wydaje sie, ze znacznie tatwiej jest poradzi¢ sobie z relatywng wersja entropii procesu,
H (X Y |Y), niz z jej wersja bezwarunkowa H (X - Y).

W rozprawie odpowiadamy na nastepujace pytania postawione w nieco stabszej wersji w artykule [33]
(patrz Question 1 tamze):

1. Czy istnieje ogolny wzor dla entropii H(X Y | Y)?
2. Czy zawsze mamy H(X-Y |Y) > 0, o ile H(X) > 07
3. Czy mozemy mie¢c H(X-Y |Y) =H(X) > 0?7

Ponizej, dla dowolnego A C 2 takiego, ze P (A) > 0, bedziemy pisa¢ H4 (X) dla entropii Shan-
nona na A, tzn. zastepujemy prawdopodobieristwo P jego wersja warunkowa P4(-) = P(-N A)/P (A)
i rozwazamy X na (Q,F,P4). Innymi stowy, po prostu zastepujemy P przez P4 w (4.1). Ta sama
umowa obowiagzuje w przypadku wersji warunkowej entropii Shannona.

Niech R = R(Y) = (R;),;c;, bedzie procesem kolejnych czaséw wizyt procesu Y do stanu 1 (aby
uzyska¢ doktadny wzor na R, nalezy zastapi¢ A przez {1} w (1.1)). Proces ten jest dobrze zdefiniowany
(tzn. —oo < R; < oo dla wszystkich i) na {Yy = 1} (dzieki twierdzeniu Poincarégo o powracaniu) i na
calej przestrzeni {2, o ile Y jest ergodyczny.

Twierdzenie 4.3 (Odpowiedz na pytanie 1). Przy naszych zatozeniach,
H(X-Y|Y)=P(Yy=1)Hy— (Xo|X(p 1z .1 Y). (4.10)
Jesli dodatkowo XY, to
HX-Y[Y)=P Y =1)Ey=1H (Xo | X(r_, 1) lri=R_;- (4.11)

Stosujac tatwe oszacowania do (4.11), otrzymujemy nastepujacy rezultat:



Whiosek 4.4 (odpowiedZ na pytanie 2). Przy naszych zatozeniach, jesli dodatkowo 0 < H (X) oraz
XIIY, toP (Yo = 1) H(X) <H(X Y |Y) <P (Yo = 1) H (Xo). W szezegdlnosci H(X-Y | 'Y) > 0,
o ile H(X) > 0.

Sytuacja zmienia sie diametralnie, jesli pozwolimy na pewng zaleznos¢ proceséw X i Y — wowczas
moze sie zdarzy¢, ze

H(X - Y)=0=H(Y)<H(X). (4.12)

Przyktad 4.5 (odpowiedz na pytanie 2). Wezmy proces stacjonarny (X,Y). Heurystycznie, gdy X jest
przemnozony przez Y, czesé procesu X na nosniku procesu Y pozostaje niezmieniona, gdy tymczasem
czeé¢ procesu X na nosniku procesu 1 —Y znika. Zatem, jesli X jest taki, ze jego entropia jest zero na
nosniku procesu Y i dodatnia na nosniku procesu 1 — 7Y, to otrzymujemy (4.12). Bardziej formalnie,
dla dowolnego potaczenia (stacjonarnego couplingu) (Z, W, U), gdzie U jest binary, rozwazmy

A=U-Z+(1-U)W.

Zauwazmy, ze (A, U) jest stacjonarny i kazdy stacjonarny proces (X,Y) moze by¢ zrealizowany jako
(A, U) poprzez wzigcie W = Z = X, U =Y. I teraz, jesli zalozymy, ze WII U Il Z oraz H (Z) =
H((U)=0<H(W)iU4#1, to ze wzgledu na podaddytywnosé¢ entropii mamy

H(A U)=H(U-Z)<H(U)+H(Z)=0

i z wniosku 4.4 wynika, ze

wniosek 4.4
HA)=H(A|Z,U)=H(1-UW |Z,U)=H(1-UW|U) > PU=0H(W)>0
(azeby otrzymac druga rownosé, trzeba uzy¢ definicji entropii warunkowej i zastosowaé zasade reetyki-
etowania).

W konicu podajemy przyktad, w ktorym X oraz Y moga by¢ zrekonstruowane z procesu X - Y (w
szezegolnosci mamy H (X) = H (X -Y)).

Przyktad 4.6 (odpowiedz na pytanie 3). Niech (&;),., bedzie ciggiem i.i.d. zmiennych losowych takim,
ze P(§ =0) =P (§ = 1) = 3, niech F: {0,1}* — {1,2,3,4} bedzie dowolna funkcja 1-1 (tzn. mamy
do czynienia z reetykietowaniem) i potozmy X; = F(&;,&;+1). Dalej, niech Y bedzie niezalezny od pro-
cesu X oraz' Y ~ %(5x+55x), gdzie x9; = 0 = 1—x9;41 dla i € Z. Poniewaz X jest tancuchem Markowa
i F jest 1-1, wiec mamy H (X) = H (X1 | Xo) = H (&1, &2 | 0,&1) = H (&2 [ &0,&) = H (&) = log2.
Ponadto Py,—1(R_1 = 2) = 1idlatego ze wzgleduna (4.11), H(X - Y) = JH (X, | X_2) = tH (X() =
log 2, gdzie uzyliSmy niezaleznosci Xy od X_o. Podsumowujac,

H(X)=H (X Y). (4.13)

Mozemy nawet wzmocnié (4.13). Zauwazmy, ze poniewaz F nie osiaga wartosci 0, wiec mozemy
odzyskaé¢ zaré6wno X, jaki Y z X -Y. Rzeczywiscie, kazda zerowa wspotrzedna w X - Y natychmiast
wyznacza Y. Ponadto, z samej definicji procesu &, & (i stad X) mozna zrekonstruowaé, o ile znamy
nieparzyste, badZ parzyste wspo6trzedne w X. Stad, jesli tylko dostaniemy proces Y z procesu X - Y,
to tatwo znalezé proces X.

4.2 Odzyskiwanie sygnalu

Przypomnijmy stynny problem Furstenberga (z 1967 r.) odszumiania (zaszumionego) sygnatu. Podsta-
wowe pytanie zadane w [21] brzmiato, kiedy mozna odzyskaé sygnat Z z perturbacji postaci Z+W, gdzie
Z i W s rzeczywistymi procesami stacjonarnymi. Aby rozwigzac¢ ten problem, Furstenberg wprowadzit
pojecie absolutnej rozlacznosci proceséw (znacznie silniejsze niz zwykta niezaleznosé) i udowod-
nil, ze ta wlasnoé¢ wystarcza do odszumienia procesu Z z Z + W (dodatkowe zalozenie catkowalnosci
uzyte w [21], jak wykazal znacznie poézniej Garbit [24], okazalo si¢ niepotrzebne). W tym samym duchu
mozna interpretowa¢ X - Y jako stracony sygnal (przypomnijmy, ze Y; € {0,1}) i zapytac, czy mimo
wszystko mozna (badz nie mozna) odzyska¢ X z X - Y. Oczywidcie, jesli H (X -Y) < H (X), to nie
ma szans na odzyskanie procesu X, stad naturalnym jest przeformutowanie pytania 3 w nastepujacy
sposob:
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3’. Czy istnieje naturalne kryterium na H(X - Y) < H(X) przy zalozeniu, ze H (X) > 07

Uwaga 4.7. Zauwazmy, ze gdyby przestrzenie stanéw proceséw X i Y byly zawarte w zbiorze do-
datnich liczb rzeczywistych, to nasz problem zredukowalby sie do problemu odszumiania Furstenberga
Z + W, gdzie Z = log X oraz W = logY. W tym sensie jest wazne, ze zmienne losowe Y; przyjmuja
wartosc¢ zero.

Uwaga 4.8. W klasycznym problemie Furstenberga sygnal X jest reprezentowany przez proces o
zerowej entropii (tzn. proces deterministyczny). W naszym problemie jest odwrotnie. To proces X nie
jest deterministyczny i jest on zaburzany przez proces deterministyczny Y, wiec interpretacja poprzez
klasyczna sytuacje sumy nie jest zbyt precyzyjna. Niemniej, jest jasna analogia problemu, a problem
ubytku entropii jest sam w sobie interesujacy (patrz rowniez nast¢pna uwaga).

Uwaga 4.9. Podobny (a tak naprawde znacznie ogolniejszy) problem odszumiania sygnatu byt badany
przez Furtenberga, Peresa i Weissa w [22]. Niech X(®) = (XJ(.Z))‘ . gdzie i € N, bedzie rodzina
j€

proces6w i niech U bedzie procesem przyjmujacym wartosci w N. Zaktadamy, ze wszystkie te procesy
sa wspolnie stacjonarne. Kladziemy

XU = (X}Ui)) (4.14)
1€Z

(moéwiac nieformalnie, proces U okresla wyboér z rodziny proceséw). Aby pokaza¢ mozliwo$é odszu-
mienia procesu U z XU autorzy pracy [22] wprowadzili pojecie podwéjnej roztacznosci procesow.
Mowimy, ze proces A jest podwdjnie roztgezny (PR) z procesem B, gdy kazde samopolgcze-
nie procesu A jest absolutnie rozlaczne z procesem B. Innymi stowy, jesli (A/; A” B’) jest proce-
sem stacjonarnym takim, ze A’ A” ~ A oraz B’ ~ B, to (A’,A”) I1 B’. Najbardziej podstawowy
przyktad PR proceséw otrzymujemy rozpatrujac A deterministyczny (wowczas kazde samopotaczenie
jest rowniez o zerowej entropii), a B ma trywialna o-algebre ogonowa (zauwazmy jednoczesnie, ze
jesli A jest PR z procesem B, to koniecznie H (A) = 0 oraz B jest ergodyczny). Glowny rezultat
pracy [22] mozna podsumowaé (z grubsza) nastepujaco. Przypusémy, ze X dla i € N oraz U sa
wspolnie stacjonarne. Jesli U jest PR z kazdym z procesow X9 dla ¢ € N, to mozna odzyskaé¢ proces
U z procesu XU,

Wyjaénijmy, jak mozna uzy¢ tego twierdzenia w naszym kontekscie mnozenia proceséw i pytania 3’.
Rozwazmy dwa procesy X, dla i € {0, 1}, gdzie

X\ = ix; (4.15)

i wezmy U =Y. Wowezas X(U) = X - Y i twierdzenie powyzsze méwi nam, ze mozemy odzyskaé¢ Y
z procesu X - Y, oile Y jest PR z X. Zauwazmy, ze poniewaz zakladamy, ze H (X) > 0, wiec nie
mozemy zamieni¢ rolami X i Y i stad problem, ktory rozwazamy w rozprawie (np. ubytku entropii dla
iloczynu), jest uzupelnieniem problemu odszumiania badanego w [22].

Uwaga 4.10. Byloby interesujace znalezé ogolne kryterium gwarantujace, ze X moze by¢ odzyskany
z iloczynu X - Y (jak to widzieliSmy w przyktadzie 4.6).

Jak poprzednio, niech X = (Xj;),c;, oraz Y = (Y;);c, beda rzeczywistymi procesami o skonczenie
wielu wartosciach takimi, ze (X,Y) = (X;,Y;), jest stacjonarny, przy czym Y; € {0,1} dla i € Z oraz
0<P(Yo=1) <1 W tej czesci zakladamy dodatkowo, ze X 1Y sa niezalezne, H(Y) =0 < H (X)
oraz Y jest ergodyczny. Nasz gtéwny rezultat podaje kryterium na spadek entropii.

Twierdzenie 4.11 (odpowiedz na pytanie 3’.). Przy naszych zatozZeniach,
H (X : Y | Y) S H (X) - ]P) (YO = 1)2 EY[):lH (X[l,’rj) | X(—OO,O]’ X{’r‘l,’r‘g,...}) ‘T’i:Ri'

W szczegdlnosei, H(X - Y | Y) <H (X)-P (Yo = 1) 352, Py 1 (R =k)H (X1 | X(—oo0uoo)) -
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Zatem, aby sprawdzi¢, czy H (X -Y) < H (X), wystarcza sprawdzi¢, kiedy powyzsza suma (for-
malnie) nieskoriczona jest dodatnia. Niech Tgoupe = ﬂizog (X(_Ooy_ﬂ,X[wo)) oznacza podwding
ogonowgq o-algebre (dla X) i zauwazmy, ze dla dostatecznie duzych (parzystych) & € N mamy

H (X715 | X(Coo0jukeo) = H (Xi/2 | X(Zoo0jupk0))
=H (Xo | X(Zoo,—k/2Uk/2,00)) = H (X0 | Taoubte) -

Stad, poniewaz kazdy proces stabo Bernoulli (r6wnowaznie, S-mieszajacy) musi mieé¢ trywialna pod-
wojna o-algebre ogonowa Tgoupte (W szczegolnosci H (Xo | Taoune) = H (Xo)), wiec natychmiast otrzy-
mujemy nastepujacy wniosek:

Whiosek 4.12. Opricz naszych dotychczasowych zatozen przyjmijmy dodatkowo, ze XI11Y, H (X) > 0,
X jest stabo Bernoulli oraz Py, _, (R1 = k) > 0 dla nieskoriczenie wielu k € N. Wowczas H(X-Y) <

5 Ciénienie topologiczne i miary Gibbsa

Cigénienie topologiczne Cisnienie topologiczne jest naturalnym uogdlnieniem pojecia entropii topo-
logicznej. Ponadto jest ono jednym z gtéwnych pojeé formalizmu termodynamicznego, ktéry z kolei
odgrywa istotna role w rozwoju teorii uktadéw dynamicznych. Dodajmy, ze zasada wariacyjna dla
ci$nienia topologicznego jest naturalnym pomostem taczacym dynamike topologiczng i miarowa. Zwiazki
pomiedzy tymi dynamikami sa czesto wykorzystywane w zastosowaniach, m.in. badaniach wyktad-
nikéw Lapunowa, wymiaréw fraktalnych, widm multi-fraktalnych, naturalnych miar niezmienniczych
(np. miar o maksymalnej entropii, fizycznych, SRB, o zerowej temperaturze, czy miar o maksymalnym
wymiarze), i zbioréw obrotu, patrz [7, 30, 39, 17, 19] oraz bibliografia tamze. Dodajmy, ze ci$nienie
topologiczne ma zastosowanie zar6wno w matematyce, jak i pokrewnych dziedzinach nauki, takich jak
fizyka statystyczna, czy biologia matematyczna, patrz [1, 16, 17, 15, 25, 51| oraz bibliografia tamze.
Przeglad zagadnien zwiazanych z entropia i ciénieniem czytelnik moze znalezé w ksigzkach i artykutach
przegladowych |7, 29, 39, 19, 56]. Zauwazmy, ze istnieje galaz matematyki, ktoéra zajmuje sie obliczal-
noscig cisnienia topologicznego. W skrocie chodzi o odpowiedZ na nastepujace pytanie (kluczowe z
punktu widzenia zastosowan): dla jakich podshiftow Z istnieje program komputerowy, ktory jest w
stanie znalez¢ £ g (patrz |9 oraz bibliografia tamze).

Niech (£, S) bedzie podshiftem, p: & — R za$ funkcja ciagla (zwana potencjatem). Potencjal
nazywamy lokalnym, jedli zalezy on tylko od skoriczenie wielu wspotrzednych. Dla danego podshiftu
Z C X” cisnienie topologiczne, P x -, podshiftu Z jest dane przez

1
Py,=lim ~log, » 27Padmel) (5.1)

n—oo N
Acc)

gdzie S, = Y1, S% a L™ oznacza zbior stow diugosci n, ktore pojawiaja sie w 2. Nastepujaca
zasada wariacyjna (VP) jest dobrze znana (patrz [57], Theorem 4.1):

Pa,= sup [H(X)+EpX)]. (5.2)
XeMg

Jest jasne, ze jesli wezmiemy ¢ = 0, to (5.1) i (5.2) redukuja sie do ich odpowiednikéw dla entropii
topologicznej (przypomnijmy (4.5) oraz (4.6)). Zauwazmy, ze odwzorowanie X — H (X) + Ep(X)
jest gornie polciagte (w stabej topologii) i stad wynika, ze zawsze istnieje pewien optymalny proces
X osiagajacy supremum w (5.2). Proces ten (a raczej jego rozktad) nazywamy stanem réwnowagsi.
Jedli miara ta jest jedyna, to musi by¢ ona ergodyczna (uzywamy tego samego argumentu co w The-
orem 14.25, point 2 w [26]). Ponadto oczekuje sie, ze zwykle stany réwnowagi sa miarami Gibbsa,
tzn., dla pewnych statych numerycznych ¢, C oraz dowolnych x € Z', n € N, y € [z[1,] ([/] oznacza
zbior cylindryczny),

P (X[10] = ¥[1,n])
c < ST o(Sy) n <C. (5.3)
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Mozna pokaza¢, ze powyzsza stata £ musi by¢ rowna ci$nieniu topologicznemu podshiftu £ (z domysl-
nym potencjatem ). W szczegolnosci, jesli ¢ = 0, to wracamy do (4.8). Dodatkowo mozna pokazac,
ze kazda miara Gibbsa musi by¢ quasi-Bernoulli (przypominamy (4.9)).

Dodajmy ponadto, ze pojecie miary Gibbsa pochodzi z fizyki statystycznej |18, 3] i odpowiada ono
idei stanu rownowagi skomplikowanych uktadéw fizycznych. Miary te okazaly sie by¢ réwniez interesu-
jacym obiektem badan z punktu widzenia dynamiki i odgrywaja one wazna role w teorii ergodyczne;j
(patrz np. [8, 53]).

Uklady #-wolne Badanie uktadow ZB-wolnych czesciowo wynika z zainteresowania wtasnodciami
funkcji Mobiusa p: Z — {—1,0,1}. Przypomnijmy, ze liczba catkowita z € Z nazywa sie bezk-
wadratowg, gdy nie dzieli sie ona przez zaden kwadrat liczby pierwszej oraz, ze p jest dana przez

1, gdy z jest bezkwadratowa z parzysta liczba czynnikéw pierwszych,
p(z) =4 -1, gdy z jest bezkwadratowa z nieparzysta liczba czynnikéw pierwszych, (5.4)
0, w przeciwnym wypadku.

Arytmetyczna funkcja Mébiusa jest jedng z najbardziej fundamentalnych funkcji w teorii liczb. Wspom-
nijmy jedynie kilka waznych faktéw zwigzanych z p:
e Jest ona zwigzana z funkcja Riemanna poprzez szereg Dirichleta, ﬁ = > (n)/n.
e Twierdzenie o rozkltadzie liczb pierwszych (liczba liczb pierwszych pomiedzy 0 i n € N jest w
przyblizeniu réwna n/Inn) jest rownowazne warunkowi >, p(n) = o(N).

e Gdybysmy mogli wzmocni¢ warunek powyzej do stwierdzenia, ze dla dowolnego € > 0 (wiadomo
juz, ze ¢ = 0 nie dziata) zachodzi ), -y pu(n) = O(N%Jrg) (a wiec, w jakims sensie, ciekawi nas,
czy p zachowuje sie jak losowy ciag znakéw), to otrzymaliby$émy dowod hipotezy Riemanna (tak
naprawde powyzszy warunek predkosci zbieznosci jest rownowazny hipotezie Riemanna).

W $wietle ostatniego punktu zrozumienie asymptotyki funkcji p jest jednym z najwiekszych wyzwan
matematyki. Naturalng koleja rzeczy jest studiowanie troche prostszego obiektu, mianowicie kwadratu
funkcji Mébiusa p?. Zauwazmy, ze p? € {0,1}% oraz p?(n) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy n jest
bezkwadratowa, co motywuje badanie zbioru liczb bezkwadratowych, F,2 = {n € Z | p*(n) = 1}.
Zbiory tej postaci byly juz rozpatrywane, z punktu widzenia teorii liczb, w latach 30 ub. wieku przez
Besicovitcha, Erdésa, Chowle i innych. Podejscie dynamiczne zostato zapoczatkowane przez P. Sarnaka
w jego nowatorskich wykltadach [51] o losowosci funkeji Mébiusa. Mowiac doktadniej, Sarnak analizowat
podshift wyznaczony przez u?,

Xy =1{S"n|necZ}c{0,1}% (5.5)

gdzien = 1 Fo € {0,1}% jest funkcja charakterystyczng zbioru liczb bezkwadratowych. Krotko
méwiac, kodujemy zbiér F,» funkcja 1 i rozpatrujemy najmniejszy podzbiér S-niezmienniczy £,
zawierajacy 1. Mozna tatwo rozszerzy¢ te konstrukcje do nastepujacej: startujemy z podzbioru liczb
naturalnych & C N\ {1} i okreslamy zbior liczb B-wolnych Fg = 7\ |y g bZ, ktory nastepnie
wyrazamy w {0, 1}%, uzywajac n = 17, (oczywiscie Fgo = F 2, gdzie P2 jest zbiorem kwadratow
liczb pierwszych). Podshift #-wolny £ ,, jest nastepnie dany przez (5.5).

Powiedzmy teraz kilka stéw o ogoélnych podshiftach #-wolnych Z . Dla prostoty ograniczymy
sie do tzw. przypadku Erdosa, w ktérym zbior & sktada sie z liczb parami wzglednie pierwszych oraz
szereg ich odwrotnosci jest zbiezny, >, 5 1/b < 0o (zauwazmy, ze to obejmuje przypadek bezkwadra-
towy). Dodajmy, ze przy tych zatozeniach podshift 2, jest dziedziczny, tzn. jest on zamkniety na
zastepowanie jedynek przez zera na dowolnej wspotrzednej punktu x € £ ,. Ponadto n jest punktem
generujacym dla miary Mirsky’ego vy € Mg . Innymi stowy,

1 n
— dgi . 5.6
n; S'n = Vn ( )
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Niech Y ~ vy,. Intuicyjnie, (5.6) oznacza, ze vy liczy frekwencje blokéw pojawiajacych si¢ na 7.
Dla przyktadu vy(1) = P(Yp=1) = lién%Z;.lzl 1,,=1. Oprécz naturalnosci tej definicji okazuje sie
ponadto, ze v, ma wiele interesujgcych wlasnosci. Po pierwsze podshift Y jest ergodyczny oraz
H (Y) = 0. Po drugie Y ma najwieksza gestosé jedynek posrod wszystkich procesow stacjonarnych
na &y, tzn. P(Yp =1) = SUPX Mg, P (Xo = 1). Ponadto miara o maksymalnej entropii dla 2 ,,
jest jedyna i jest ona dana przez B -Y, gdzie B jest i.id. P(By=0)=1—-P(By=1) =1/2 oraz
BIT'Y. W koncu miara Mirsky’ego wyjasnia strukture elementow w Mg . Mowiac doktadniej, okazuje
sie, ze kazdy proces stacjonarny Z € £, (tzn. jego rozktad) jest postaci X - Y dla pewnego procesu
X € My 13z takiego, ze (X,Y) jest stacjonarny.

Jednym z otwartych pytari zadanych przez Sarnaka byt problem wewnetrznej ergodycznosci uktadu
bezkwadratowego. Problem ten zostal (pozytywnie) rozwiazany przez Pecknera w [10] i nastepnie
rozwiazany w przypadku ogolnym w [33, 19]. Powstalo naturalne pytanie, czy miara o maksymalnej
entropii ma wtasnos¢ Gibbsa (jest tak w wielu naturalnych sytuacjach, wspomnijmy przypadek uktadow
soficznych [58], tzn. faktoréw topologicznych tancuchéw Markowa). OdpowiedZ na to pytanie okazala
si¢ negatywna w przypadku bezkwadratowym (Peckner w [16]), co bylo pewna niespodzianka. Dowdd
Pecknera uzywal nietrywialnych faktow teorio-liczbowych dotyczacych liczb pierwszych (i bazowal na
doktadnym wzorze liczacym miare Mirsky’ego danego bloku) i z tego powodu zapytal on, czy jego
rezultat rozszerza sie na wszystkie uktady &B-wolne. Nasz gtowny rezultat daje odpowiedZ pozytywna
na pytanie Pecknera. W rzeczywistosci, prezentujemy ogolniejsze kryterium (stosowalne poza swiatem
uktadow ZB-wolnych), bazujace na pojeciach entropii topologicznej i gestosci (topologicznej) jedynek,
i ktore gwarantuje brak whasnosci Gibbsa (patrz twierdzenie 6.1). Warto wspomnie¢, ze uogoblniajac
nasze argumenty, autorzy w [37] uzyskali ostatnio (grudzien 2020) rozszerzenie naszego rezultatu do
klasy (niezerowych) potencjatow spelniajacych pewne zaleznosci arytmetyczne.

Wprowadzmy teraz kilka poje¢ pomocniczych. Niech & bedzie dowolnym podshiftem. Wowczas,
dla dowolnego X € Mg, okreslamy

.1 .1
D=Dg = lim — max # W, Dx = lim — max #1W
n—00 N WeLn) o0 N We L, P(X(y,, €W)>0

oraz

d=dg = sup P(Xp=1), dx =P (Xo=1).

Mozna pokaza¢, ze dx < Dx < D = d. W szczegdlnosci supxea, Dx = Da (kazda miara,
ktora osiaga supremum, jest nazywana miara jedynkowo-wysycong) i kazda miara o maksymalnej
gestosci jedynek (tzn. kazdy proces X, ktory osiaga supremum w supxeaq, dx = d) musi byc
jedynkowo-wysycony (stad miara Mirsky’ego musi byc jedynkowo-wysycona). Dalej, dla uktadow £B-
wolnych, zawsze mamy D g, = Hyg, (patrz Proposition K w [19]).

Powiemy, ze podshift & C X% C R% ma wtasnosé splotu multyplikatywnego, gdy istnieje
proces stacjonarny Y € Mg spehiajacy H (Y) = 0 i taki, ze

ZeMy & Z=X-Y,  gdie(X,Y)EMyz,q. (5.7)

Jak juz wspomnielismy wczesniej, klasa uktadow Z-wolnych ma te wlasnosé. Aby zobaczy¢ inne

przyktady, zauwazmy, ze jesli wezmiemy staty proces Y = 1, to jako wynik (5.7) otrzymamy pelny

shift & = XZ. Ponadto, jesli Z spehia (5.7), to zasada wariacyjna dla cignienia topologicznego moze
byé napisana jako

Poy,= sup HX-Y)+Ep(X-Y)]. (5.8)

(X,Y)EMXZXyZ

W szczegolnodci wszystkie twierdzenia zwiazane z (5.8) moga by¢ bezposrednio stosowane do uktadow
PB-wolnych (ponizej, ze wzgledu na zwieztosé, czesto omijamy formulowanie takich wnioskow).

5.1 Ciénienie topologiczne w przestrzeniach z wlasno$cia splotu multyplikaty-
wnego

W tej czesei podamy (czesciowa) odpowiedZ na nastepujace pytanie:
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4. Ile wynosi ci$nienie topologiczne uktadéw dynamicznych spelniajacych (5.7)7 Czy odpowiadajace
stany réwnowagi sg jedyne?

Doktadniej méwiac, mamy trzy rodzaje twierdzen zwiazanych z wzorami na cignienie topologiczne.
Pierwszy rodzaj (twierdzenie 5.1) dotyczy przypadku, w ktorym ¢ zalezy od tylko jednej wspotrzed-
nej. To jest oczywidcie najprostsze mozliwe rozszerzenie w poréwnaniu z przypadkiem entropii topolog-
icznej. Drugi rezultat (twierdzenie 5.2) zachodzi dla (wystarczajaco) lokalnych potencjatéow procesow
okresowych. W twierdzeniu 5.3 mamy do czynienia z dowolnym cigglym potencjatem i procesami,
ktore moga by¢ aproksymowane w pewien sposéb procesami okresowymi. Przypadek, gdy sam proces
graniczny jest okresowy, jest tu wykluczony — to jest istotne dla stosowalnosci naszych metod (za-
uwazmy, ze m oraz p w twierdzeniu 5.2 nie sy catkiem dowolne). Oprocz powyzszych faktow udowod-
nimy réwniez jedynosé¢ stanéw réwnowagi w przypadku potencjaléw zaleznych od jednej wspodtrzednej
(twierdzenie 5.1).

Od teraz zaktadamy, ze X C R, 0 € X' i ze procesy oznaczane litera Y sg binarne, tzn. ) = {0,1}.

Twierdzenie 5.1 (Potencjal zalezacy od jednej wspohrzednej). Jesli p: X — R zalezy tylko od jednej
wspdtrzedneyj, to

sup [H (X Y)+Ep(X - Y)] = (1—d)p(0) +dlog, | > 2¢) |,
(X’Y)EMXZXJJZ reEX

gdzied =P (Yp = 1). Ponadto, jesli X osiaga powyzsze supremum, to X-Y ~ G-Y, gdzie GIIY, G jest
procesem i.i.d. oraz P (G; = x) jest proporcjonalne do 2¢(2) (wiec Gy jest miarg Gibbsa stowarzyszong
z ).

Zauwazmy, ze twierdzenie to rozszerza fakt wewnetrznej ergodycznosci udziedzicznien uktadow £-
wolnych do przypadku, w ktérym potencjal zalezy od jednej wspélrzednej. Zupelnie niedawno autorzy
juz wspomnianej pracy [37] uzyskali troszke stabszy wynik dla zbioréw % zawierajacych 2.2

Dla danego podzbioru skoriczonego liczb rzeczywistych X' (zawierajacego zero), ciaglego potencjatu
0: X2 — R i procesu Y, istnieje pewna naturalna operacja (nazywana Y-podniesieniem (ang.
upgrade) potencjatu )

e d: X SR
konieczna dla sformutowania naszych rezultatow. Dla dowolnego $cidle rosnacego ciagu liczb catkow-
itych r okreslamy ¢y poprzez

r_1—r_o2—1 ro—r—1—1 r1—ro—1 ro—r1—1
@P(Z):w 70 ! 2 ’ Z—1 700 ! ) 20 701 0 ) zZ1 702 ! yooee
r_1—Ccoor. T0—COO0T. 1—CO0T.

Nastepnie definiujemy @ jako

gdzie E oznacza catke Bochnera.

Najpierw przedyskutujemy przypadek okresowy procesu Y. Niech p € N bedzie okresem procesu
Y, tzn. najmniejsza liczba naturalng taka, ze SPY = Y. Zauwazmy, ze wowczas m = » &, Y jest
réwna liczbie jedynek zawartych w okresie.

Twierdzenie 5.2 (przypadek okresowy). Niech p bedzie okresem procesu Y. Jesli o: X% — R zalezy
od co najwyzej p kolejnych wspdtrzednych, to

1
sup H(X-Y)+Ep(X -Y)] = 5 log, Z oP®(2[0,m 1) ’

(X Y)eEMyzy 10,132 2[0,m—1]€X™

gdziem =YY Y, oraz ¢ 5 P,

2Na pierwszy rzut oka ich twierdzenie 1.2 wydaje sie silniejsze. Jednak jesli rozpiszemy zasade wariacyjng i uzyjemy
zalozenia 2 € 4, to natychmiastowo widzimy, ze przypadek rozpatrywany w [37] redukuje sie do potencjalow zalezacych
od jednej wspolrzednej, a & nadal musi zawierac 2.
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Twierdzenie 5.2 prowadzi do nastepujacego rezultatu:

Twierdzenie 5.3 (stabe granice uktadoéw okresowych). Zatdzmy, ze (Y("))n jest ciggiem okresowych

proceséw binarnych zbiegajacym stabo do Y. Niech p,, oznacza okres procesu Y™ . Jesli > Yi(n) e,
00, to dla dowolnego ciggtego potencjatu v: X% — R mamy

sup H(X-Y)+Ep(X-Y)] P (Yo =1)log |X|+ sup ®(z),
(X’Yn)EMXZX{O,l}Z zeXZ

n—oo

gdzie 5 P,

Powyzsze twierdzenie pozwala nam na otrzymanie nastepujacego wniosku, ktéry podaje doktadny
wzOr na cisnienie topologiczne (udziedzicznienia) uktadu %-wolnego.

Twierdzenie 5.4. Dla dowolnego uktadu B-wolnego X 5, takiego, ze odpowiadajgca miara Mirsky’ego
Y ~ vy, nie jest okresowa, i dowolnego cigglego potencjatu ¢: {0, 1}2 — R mamy

Py =P =1)+ sup 9(z), (5.10)
¥ zeX?

gdzie @ 5 P,

6 Uklady £-wolne

Na koniec opiszemy pozostale rezultaty dotyczace uktadow ZB-wolnych. Przypomnijmy, ze podshift
(&, 9), gdzie Z C {0,1}7, jest dziedziczny, jesli dla kazdego stowa W € L oraz W/ < W mamy W’ €
L, gdzie L = L g oznacza jezyk podshiftu £ (zbior wszystkich skoniczonych stéw pojawiajacych sie w
Z’). Ponadto, dla danego podshiftu & C {0,1}%, udziedzicznienie podshiftu & jest zdefiniowane
jako .
Z ={zc{0,1}7: 2 <x dla pewnego x € Z'}.

Niech B oznacza symetryczny, i.i.d. proces binarny, zatem P (B; =0) = P (B; = 1) = 1/2. Nasz

glowny rezultat jest nastepujacy:

Twierdzenie 6.1. Ustalmy podshift (Z,S), gdzie Z C {0,1}%, i zatdzmy, ze proces Y € M$ jest
jedynkowo-wysycony i bezatomowy. Jesli Dg = Hg oraz YIIB, to B-Y nie ma wtasnosci Gibbsa.

Twierdzenie 6.1 natychmiast przynosi pozytywna odpowiedz na pytanie Pecknera z pracy [10].

Wniosek 6.2. Niech 8 C N\ {1}. Zaloimy, ze miara Mirsky’ego v, nie jest okresowa. Wowczas

miara o maksymalnej entropii podshiftu (& ,,S) nie ma wtasnosci Gibbsa.

Jak juz wspomnieliSmy, ten wniosek zostal nieco rozszerzony (do przypadku pewnych punktow
rownowagi) w pracy [37].

Twierdzenie 6.1 stosuje sie poza $wiatem ukladow ZB-wolnych. Przypomnijmy, ze podshift Z
nazywa si¢ monoergodyczny, gdy posiada on doktadnie jedna (stad ergodyczna) miare niezmiennicza
(ze wzgledu na shift).

Whiosek 6.3. Jesli (Z°,9), gdzie Z C {0,1}2, Y jest jedyng miarg ergodyczng miara oraz Heg =0,
to B-Y nie ma wtasnosci Gibbsa, jesli tylko Y jest bezatomowa.

Whiosek 6.4. Jesli (.%/', S) jest dziedzicznym uktadem Sturma, to jego miara o maksymalnej entropii
nie ma wtasnosci Gibbsa.

Jako pewien ,produkt uboczny” naszych rozwazan w rozprawie udowodniono kilka nowych rezul-
tatéw, wzbogacajacych wiedze o samych uktadach &-wolnych. W szczegolnosci, udowodniono twierdze-
nie odwrotne do niedawnego rezultatu Kellera [31], otrzymujac charakteryzacje dynamiczna waznej
wlasnodci arytmetycznej naprezenia (ang. tautness) podzbioru liczb catkowitych (z grubsza, napreze-
nie oznacza, ze kazdy element zbioru & odgrywa nietrywialna role w zbiorze wielokrotnosci z punktu
widzenia gestosci).

Twierdzenie 6.5. Niech 8 C N\ {1}. Jesli odpowiadajgca miara Mirsky’ego v, ma petny nosnik
topologiczny & 5, to zbior B jest naprezony.
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