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1. MOTYWACJA

Operatory maksymalne to wazne obiekty w analizie i teorii prawdopodobienistwa, maja tez
zastosowania siegajace innych dziedzin matematyki. W szczego6lnosci, umozliwiaja badanie
ograniczonosci, w roznych przestrzeniach funkcyjnych, szerokich rodzin klasycznych operato-
row (np. utamkowych lub singularnych). Jest to bezposrednia konsekwencja faktu, ze wiele
takich operatorow, lub jakie$ ich komponenty, moze by¢ kontrolowanych punktowo za po-
mocg odpowiedniej wersji funkcji maksymalnej. To prowokuje pytanie o efektywne radzenie
sobie z oszacowaniami maksymalnymi, i celem niniejszej rozprawy jest przedstawienie pewnej
liczby technik, ktore moga by¢ wykorzystane w tym typie probleméw. Co wiecej, ktadziemy
szczegolny nacisk na rozmiar pojawiajacych sie statych.

Zaczniemy od przypomnienia pewnych informacji wstepnych i notacji. Dla lokalnie cat-
kowalnej (wzgledem d-wymiarowej miary Lebesgue’a) funkcji f : R? — R, operator maksy-
malny Hardy’ego-Littlewooda jest zdefiniowany nastepujaco:

Mf(w) =sup {(If)g: Q€ Q}.

Symbol (f), oznacza ﬁ fQ f(z)dx, czyli $rednia f na Q. Przez |Q| oznaczamy miare Le-

besgue’a Q. Ponadto, dla kazdego x € RY, Q, jest pewna rodzing zbioréw zawierajacych .
Jest pie¢ najwazniejszych wyborow dla takich rodzin szeroko studiowanych w literaturze:

(i) scentrowany operator maksymalny, zwiazany z klasami Q, = {B(x,r) : r > 0} otwar-
tych kul o srodku w x;

(ii) niescentrowany operator maksymalny, ktory odpowiada Q, bedacej rodzing wszyst-
kich kul zawierajgcych z;

(iii) oraz (iv) sa wersjami (i) oraz (ii) z kulami zastapionymi przez kostki o $cianach
rownoleglych do osi;

(v) diadyczny operator maksymalny, ktory odpowiada Q, bedacej klasa wszystkich kostek
diadycznych zawierajacych z.

Warto tu wspomnie¢, ze operatory w powyzszych kontekstach sa zasadniczo poréwnywalne:
udowodniwszy oszacowanie dla jednego z operatoréw, natychmiast otrzymujemy odpowiednie
oszacowanie dla pozostalych (z inna stala, zalezna od wymiaru d). Podczas gdy jest to mniej
lub bardziej oczywiste dla rodzin (i)-(iv) (zob. np. [13]), interakcja pomiedzy kontekstem
diadycznym i niediadycznym jest nieco bardziej zawita: por. |16, 24|. Zagadnienie staje sie
o wiele trudniejsze dla ogélnych przestrzeni metrycznych z niepodwajajaca miara, ale nie
bedziemy porusza¢ tego obszaru w rozprawie.

Operatory maksymalne s3 badane i stosowane w wielu problemach z analizy i proba-
bilistyki. W zasadzie dowolny podrecznik analizy harmonicznej rozpoczyna sie od jakiejs
mniej lub bardziej szczegolowej prezentacji tematu (na przyktad, zainteresowany czytelnik

moze odnie$¢ sie¢ do monografii [13] i [49]). Zaleznie od problemu, ktéry badamy, czesto
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wygodnie jest trzymac sie jednego z operatorow (i)-(v); kazdy z nich daje nam dodatkowe
geometryczne lub kombinatoryczne argumenty, ktore mogg by¢ kluczowe. Zamieszczamy tu
krotkie omowienie wybranych waznych przyktadow; bardziej szczegoltowe prezentacje mozna
znalezé¢ w |13, 33, 44]. Dalej, studiujac kontekst diadyczny, napotkamy kolejne przyktady.

(a)

Twierdzenie Lebesgue’a o rézniczkowaniu zapewnia, ze jezeli f : R? — R jest lokalnie
catkowalna, to dla prawie wszystkich € R? granica
im (f) g,

r—0
istnieje i jest rowna f(x). Dowod tego waznego wyniku wykorzystuje oszacowania
stabego typu dla scentrowanego operatora maksymalnego i gesto$é¢ funkeji cigglych
w przestrzeniach LP. Podobna argumentacja prowadzi do réznych rozszerzen twier-
dzenia Lebesgue’a, odnoszacych sie do $rednich po innych rodzinach zbioréw zawiera-
jacych x. Takie wyniki okazaty sie by¢ wyjatkowo uzyteczne, na przyktad w kontekscie
dekompozycji Calderéna-Zygmunda i ich rozszerzen.
Funkcje maksymalne dominuja (punktowo) duza klase operatorow konwolucyjnych.
Na przyktad, zalozmy, ze k : [0,00) — [0,00) jest malejaca funkcja ciagla taka, ze
funkcja K : R? — R zdefiniowana przez K(x) = k(|x|) jest calkowalna. Zdefiniujmy
e-dylatacje K wzorem K.(z) = e K (e7'x). Woéwczas, dla dowolnej lokalnie catko-
walnej funkcji f mamy oszacowanie

SUp( # £)@) < 1|51y M @)

gdzie M to niescentrowany operator maksymalny. Zatem, dowolne oszacowanie na M
natychmiast daje odpowiadajace mu oszacowanie operatoréw konwolucyjnych danych
wzorem T.f = K. % f. To spostrzezenie moze by¢ wykorzystane w badaniu (maksy-
malnej) transformaty Hilberta i potgrup Poissona/ciepla, lecz zakres zastosowan jest
o wiele szerszy.

Oszacowania dla operatoréw maksymalnych stanowia kluczowy sktadnik dowodow
roznego typu twierdzen ekstrapolacyjnych. Najprostsza forma takiego twierdzenia
zapewnia, ze jezeli dla pewnej ustalonej 1 < py < oo dany operator 1" jest ograniczony
na przestrzeni wazonej L (wy) dla dowolnej wagi wy klasy A,,, to automatycznie T
jest ograniczony na kazdej przestrzeni LP(w) dla kazdej 1 < p < oo i dowolnej wagi w
klasy A,. Dowdd wykorzystuje tak zwany algorytm Rubio de Francia, ktéry mocno
opiera sie na oszacowaniach dla niescentrowanych operatoréw maksymalnych.
Oszacowania maksymalne maja fundamentalne znaczenie w badaniach réznych sin-
gularnych operatoréow catkowych. W wielu przypadkach, analiza takich operatoréow
uzywa dyskretyzacji lub aproksymacji ich jader, przez co otrzymujemy sumy roéznych
operatorow typu diadycznego (np. tak zwanych operatorow rzadkich, klasy, ktora jest
dynamicznie rozwijana w najnowszej literaturze). Te dyskretne struktury sa typowo
kontrolowane przez diadyczne funkcje maksymalne lub ich odpowiednie modyfikacje
i oszacowania maksymalne graja tu istotna role.

Istnieje wiele przyktadéw nieréwnos$ci maksymalnych w teorii prawdopodobienstwa,
w tym oszacowania sum niezaleznych zmiennych losowych, jak réwniez nieréwnosci
semimartyngatowe, ktore maja dalsze zastosowania w teorii catkowania stochastycz-
nego.



AUTOREFERAT 3

2. DIADYCZNY I QUASI-DIADYCZNY OPERATOR MAKSYMALNY,
I ICH OGRANICZONOSC

W calej rozprawie bedziemy skupiaé sie na kontekscie diadycznym, i pewnych jego rozsze-
rzeniach pojawiajacych sie naturalnie w teorii prawdopodobieristwa. Przypomnijmy definicje:
diadyczny operator maksymalny dziata na lokalnie catkowalng funkcje f : R — R w naste-
pujacy sposob:

M f(z) = sup {<|f|>Q : Q C R? jest kostka diadyczna, x € Q} :

Rodzina kostek diadycznych w R? jest oparta o kraty (27"Z%),—¢.1.2...; innymi stowy, rodzina
diadyczna jest zbiorem wszystkich kostek postaci

la; - 27" (a1 +1)-27") X [ag- 27", (aa+ 1) - 27") x ... X [ag- 27", (ag + 1) - 277),

gdzie a1, as, ..., ag to dowolne liczby catkowite, zas n jest liczba catkowita nieujemng. Jedng
z kluczowych wtasnosci jest to, ze kazde dwie kostki diadyczne sa albo roztaczne albo jedna
jest zawarta w drugiej. Okazuje sie, ze ta wlasno$¢ pozwala na uzycie pewnych argumen-
tow indukcyjnych w badaniu operatora M. Co wiecej, istnieja owocne polaczenia pomiedzy
operatorem M i teorig prawdopodobienistwa. Aby to zobaczy¢, ograniczmy sie do funkcji
réwnych zero poza kostka [0,1)? i oznaczmy przez D™ rodzine diadycznych podkostek [0, 1)?
o mierze 27", To natychmiast sugeruje nastepujacy wazny zwiagzek z teorig martyngalow.
Konkretniej, rozwazmy przestrzeii probabilistyczna ([0, 1), B([0,1)9), | - |) oraz, dla dowolne;
n > 0, zdefiniujmy o-cialo F,, = o(D") i funkcje/zmienna losowa f, = E(f|F,). Wtedy
(Fn)nso tworzy filtracje, czyli niemalejaca rodzine pod-o-cial B([0,1)¢). Dodatkowo, ciag
(fn)n>o jest martyngatem adaptowanym do (F,),>o: dla kazdej n > 0 funkcja/zmienna lo-
sowa f, jest mierzalna wzgledem F,, i mamy E(f,,1|F,) = f. prawie na pewno. Ostatecznie,
dla kazdej n > 0 latwo sprawdzi¢, ze M f, = max<, |f|x jest obcieta funkcja maksymalna
martyngatu (| f|,)n>0 1 podobnie, diadyczny operator maksymalny moze by¢ wyrazony jako
M f = sup,~¢ | f|n- Innymi stowy, analiza diadycznych operatorow maksymalnych i martyn-
galowych funkcji maksymalnych jest rownolegta; ta interakcja pozwala nam zastosowaé rézne
narzedzia i interpretacje probabilistyczne w badaniach nad M.

Z punktu widzenia zastosowan przedyskutowanych powyzej, wazne jest badanie ograniczo-
nosci M w roznych przestrzeniach funkcyjnych (zob. np. [13, 25, 26, 27, 29, 49|, jak roéwniez
odnosniki w nowszych z tych prac), a pokrewny podproblem otrzymywania optymalnych lub
przynajmniej dobrych ograniczen na odpowiednie normy cieszy sie znaczacym zainteresowa-
niem. Jest to jeden z gtéwnych tematéw rozprawy, zaprezentujemy wiec wiecej szczegoltow.
Pierwszy przyklad stanowi ograniczenie M jako operatora z L' do LY*°; faktycznie, spelnia
on nieco silniejsze oszacowanie

(1) )\erRd:Mf(x)>/\H§/{Mf>>\}|f(x)|dx

dla dowolnej f € L'(R%) i A > 0. To w szczegolnosci implikuje
| M flproe@ay < |1 f o @ey,

gdzie, dla 1 < p < 00, || f||zres(ray = Supyso Al{z € R%: | f(z)| > A}|V/P. To oszacowanie jest
optymalne: isnieje nietrywialna funkcja f dla ktorej zachodzi rownosé. Co wiecej, nieréwnosé
stabego typu (p, p) zachodzi, z niezmieniona stata 1, w calym zakresie 1 < p < oo (por. [28]):
mamy oszacowanie

[ M £l oo ey < [ ] o ey
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Nastepny przyktad to stynna nieré6wnosé¢ Hardy’ego-Littlewooda-Dooba
p
(2) ||Mf||LP(Rd) < ]: ||f||LP(]Rd) ;1 <p=oo,

dla kazdej f € LP(R?), w ktorej stata p/(p — 1) jest najlepsza mozliwa; zob. [2, 25]. Ten
wynik powoduje powstanie pewnej liczby interesujacych probleméw. Na przyklad, wersja (2)
nie zachodzi z zadng skonczong stalg jesli p = 1; jako zamiennik mozna rozwazaé oszacowanie
stabego typu (1,1) (ktore, jak wlasnie widzieliémy powyzej, zachodzi ze stala 1). Czerpiac
motywacje z klasycznych wynikow Zygmunda, mozna bada¢ inne oszacowanie wyrazone w
terminach przestrzeni Llog L. Z prac Melasa [26] (zob. takze Osekowski |33]) mozna wy-
wnioskowaé, ze jezeli K > 1, E jest mierzalnym podzbiorem R?, a funkcja f : R¢ — R spelnia
£l 2 10g LRy = Jga(|f] + 1) log(]f] + 1)dz < oo, to istnieje skonczona stata L(K), taka ze

/ Mfdz < K| fllL1og Lrey + LK) - | E].
E

Oszacowania dla norm Lorentza M réwniez zdobylty znaczne zainteresowanie. Przytoczmy
najpierw potrzebne definicje i notacje. Jesli f jest funkcja mierzalna na pewnej przestrzeni
z miara (€2, i), to jej nierosnace przestawienie f*:[0,00) — [0, 00) jest dane wzorem

() = inf{s >0:p({zeQ:|f(x)] >s}) < t}.

Zauwazmy, ze jezeli u(2) < oo, to f*(t) jest rowne zero dla ¢t > u(2). Dla danych 0 <
p,q < 0o, definiujemy przestrzen Lorentza LP? = LP9($), u) jako rodzine wszystkich (klas
abstrakeji) funkcji mierzalnych f na Q, takich ze

= qd 1/q
||f||Lp,q = (/0 (tl/pf*(t)) Tt)

jest skonczona. Przestrzen LP*° = LP>°((), u) jest zdefiniowana podobnie, przy uzyciu quasi-
normy

Il := sup /2 f*(2).
t>0

Melas and Nikolidakis [29] udowodnili, ze dla dowolnych 1 < p, ¢ < oo mamy

p
”MfHLp,q(Rd) < ]: ||f||Lp,q(Rd) .

Jest rowniez pokrewne oszacowanie dotyczace dzialania M jako operatora z LP*>° do L?7,
szczegbOly mozna znalezé w [29, 36, 35]. Rozdzial 6 tej rozprawy rowniez jest poswiecony
wynikowi w tym kierunku.

Okazuje sie, ze wszystkie powyzsze wyniki moga by¢ znaczaco rozszerzone: nieréwnosci
maksymalne zachodza w duzo ogoélniejszym kontekscie przestrzeni mierzalnych wyposazonych
w strukture drzewa. Nastepujaca definicja uogolnia pojecie kraty diadyczne;j.

Definition 1 (Drzewo). Zalozmy, ze (£2, i) jest bezatomows przestrzenig z miarg spelniajaca
1(Q) < oo. Rodzine T mierzalnych podzbioréw 2 nazywamy drzewem jesli spetione sg
nastepujace warunki:

(i) 2 € T idla kazdego @) € T mamy u(Q) > 0.

(ii) Dla kazdego @) € T istnieje skoriczony podzial C(Q) C T zbioru @ (czyli elementy

C(Q) sa parami roztacznymi podzbiorami @ a ich suma to Q).
(iii) T = Upso 7™, gdzie TO = {Q}, zag T"H! = UQeTm C(Q).
(iv) Mamy lim,, e SUpgeym 1(Q) = 0.
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Naturalnym przyktadem jest kostka Q = [0,1)¢ z miara Lebesgue’a p i drzewem kostek
diadycznych zawartych w [0,1)4. Poréwnujac powyzsza definicje do poprzedniego kontek-
stu R? z jej krata diadyczna, widzimy, ze natozyliémy dodatkowe zatozenie skonczonosci
1(Q) < oo. Ten dodatkowy warunek ma charakter techniczny i jego gloéwnym celem jest
zapewnienie bazy dla argumentow indukcyjnych. Powinnismy tu podkresli¢, ze to zatozenie
nie jest ograniczajace w wiekszosci zastosowan: udowodniwszy dowolne oszacowanie w skori-
czonym, ,Jokalnym” przypadku diadycznym, mozna przeprowadzi¢ dos¢ standardowe rozu-
mowania oparte o translacje i przejscia graniczne, aby otrzyma¢ ten sam wynik w ogolnym
przypadku diadycznym.

Definition 2 (Operator maksymalny). Dowolna przestrzen z miara wyposazona w drzewo
powoluje do zycia operator maksymalny M = Mg , 7, dany wzorem

M (@) =sup {{If])g, : Q €T, € Q}.

gdzie (f)g, = “(LQ) fQ fdu to srednia f na @ wzgledem miary u. Taki operator nazywamy
quasi-diadycznym operatorem maksymalnym stowarzyszonym z 7.

Jezeli () = 1, czyli jezeli (2, 1) jest przestrznia probabilistyczna, to istnieje bezposrednia
odpowiednio$¢ pomiedzy drzewami a atomowymi filtracjami (o(7")),>0. W szczegolnosei,
wszystkie wyniki mogg by¢ interpretowane w terminach martyngaléw i ich funkcji maksy-
malnych. Przejscie pomiedzy przypadkiem analitycznym a probabilistycznym jest zasadniczo
takie samo, jak w przypadku diadycznym omoéwionym ponizej, wiec pominiemy szczegoty.

Mozna pokazaé, ze wszystkie oszacowania maksymalne pozostaja prawdziwe, z niezmienio-
nymi statymi, jezeli zamienimy operator diadycznym M na jego quasi-diadyczny odpowiednik
M na dowolnej przestrzeni mierzalnej z drzewem. Powodem tego jest, ze cytowane powyzej
prace zawieraja o wiele wiecej: identyfikuja bezposrednie wzory na odpowiednie funkcje Bell-
mana (wiecej na ten temat w |25, 31, 32, 34, 47, 48, 51, 52|; wersja tej techniki, dostosowana do
kontekstu nieré6wnosci maksymalnych, jest opisana w Rozdziale 2). Metoda funkcji Bellmana
taczy dane oszacowanie, ktore badamy, z istnieniem pewnej funkcji specjalnej, speliajacej
odpowiednie wymagania co do rozmiaru i wklestosci: gdy taki obiekt zostaje skonstruowany,
wykorzystanie jego wlasnosci w odpowiednim porzadku daje nam nieré6wnos¢. Jednakze,
w wielu przypadkach to wzajemne oddzialywanie siega o wiele glebiej: prawdziwosé osza-
cowania jest tak naprawde réwnowazna istnieniu funkcji specjalnej, wiec w szczegolnosci ta
metoda moze by¢ uzyta do $ledzenia optymalnych stalych. Dodatkowo, funkcja specjalna
nie tylko daje nam oszacowanie, ale takze koduje ekstremizery, tzn. wyrazenia, dla ktérych
rownosc jest osiggana lub prawie osiggana.

Aby zakonczy¢ te dyskusje, zauwazmy jeszcze, ze odpowiednio zastosowana metoda funkcji
Bellmana ,nie rozpoznaje” (czy raczej: nie odnosi sie do) podzialu diadycznego i dziala rownie
dobrze dla dowolnych drzew: dzieki temu otrzymujemy oszacowania maksymalne w ogolnym
kontekscie bez dodatkowego wysitku.

3. WAGI

Bedziemy zainteresowani szeroka klasg oszacowan, w ktorych pojawiaja sie pewne dodat-
kowe obiekty, tak zwane wagi. Tu i ponizej, stowo ,waga” odnosi si¢ do lokalnie catkowalnej,
nieujemnej funkcji na przestrzeni bazowej (X, u) (np. X =R iy =|-|, lub (X, u) = (9, p),
to bedzie jasne z kontekstu). Typowo oznaczamy wagi literami u, w or v. Dowolna waga w
powoluje do zycia odpowiadajaca miare, rowniez oznaczang w, wzorem w(E) = fE wdp dla
wszystkich zbiorow mierzalnych E. Co wiecej, stowarzyszona z miara w przestrzen LP jest
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dana wzorem
1/p
LP(w) = f:X—>R:HfHLp(w):< |f|”wd,u> <00y, 0 <p< oo,
X

przy czym jak zwykle utozsamiamy funkcje réwne p-prawie wszedzie. Dla p = oo poste-
pujemy w standardowy sposob, uzywajac istotnego supremum wzgledem miary w. Analo-
gicznie, mozna zdefiniowa¢ wazone przestrzenie stabe LP oznaczane LP*°(w), lub ogolniej,
wazone wersje przestrzeni Lorentza, przy uzyciu nierosnacych przestawien wzgledem miary
w.

Bada sie dzialanie operatoréw maksymalnych na réznych wazonych przestrzeniach Lo-
rentza. Skupimy sie na przypadku X = RY, poniewaz sformulowania, do ktérych bedziemy
sie odnosi¢ dotycza gtoéwnie tego przypadku; aby unikngé¢ zametu, niescentrowany operator
maksymalny bedziemy oznaczaé przez ., a jego diadyczng wersje przez M. Punktem wyj-
Scia jest nastepujacy rezultat, wynikajacy z pracy Feffermana i Steina [10]. Dla dowolnej
f e LYRY), X > 0 i dowolnej wagi w mamy oszacowanie stabego typu

(3) M ({z e RY: A f(x) > A}) < Cd/ \f(z)| A w(z)dx

{af>X}
dla pewnej statej Cy zalezacej tylko od wymiaru. Mozna pokazaé¢ analogiczna nieréwnosé dla
diadycznego operatora maksymalnego M ze stala 1. Jest to rozszerzenie (1): klasyczne osza-
cowanie otrzymamy wstawiajac w = 1. Przez prosty argument interpolacyjny, otrzymujemy
nieréwnosci wazone

pCy
[ [ Loy < o T oy s 1 <P <00,
oraz
p
(4) M oy < p— 11l Lo a1 <p <00

Zauwazmy, ze drugie z nich uogoélnia (2). To prowokuje pytanie o rozszerzenie innych nie-
rownosci z poprzednich sekcji do tego dwuwagowego (w — .#Zw and w — Mw) kontekstu.
Zajmujemy sie tym zagadnieniem w Rozdzialach 3 i 4.

Jest tez inny, by¢ moze bardziej naturalny problem, ktory dotyczy ograniczonosci . i M
jako operatorow na wazonej przestrzeni LP(w). Konkretniej, zalozmy ze 1 < p < oo jest
ustalonym wykltadnikiem. Nietrudno skonstruowaé¢ wage w, taka ze || ||Lrw)—rr(w) = 00
i problem polega na podaniu charakteryzacji tych w, dla ktérych ta norma jest skoniczona.
Podobne pytanie mozna postawi¢ jesli zastapimy .# diadycznym operatorem maksymalnym.
Z tym pierwszym problemem poradzil sobie Muckenhoupt [30] na poczatku lat siedemdziesia-
tych: niescentrowany operator maksymalny jest ograniczony jako operator na LP(w) wtedy
i tylko wtedy, gdy w nalezy do klasy A, (spelia warunek Muckenhoupta A,). Oznacza to,
ze charakterystyka A, wagi w, dana wzorem

[w]iinemz = sup { <w /(= p) :Q C R? jest kostka o §cianach rownoleglych do 051}

jest skoniczona. Okazuje sie, ze odpowiedz na analogiczne pytanie dla diadycznego operatora
maksymalnego wymaga jedynie drobnych modyfikacji: diadyczny operator maksymalny jest
ograniczony jako operator na LP(w) wtedy i tylko wtedy, gdy waga w nalezy do diadycznej
klasy A,, czyli

(5) [w]%}adie = sup{ o (w' >Q71 . Q C R? jest kostka diadycznq} < 0.
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Odtad bedziemy oznacza¢ obie te charakterystyki po prostu przez [w],,. Powinno by¢ jasne,
w ktorym kontekscie pracujemy.

Wynik Muckenhoupta jest uwazany za kamieri wegielny teorii wazonej i dat poczatek licz-
nym uogdlnieniom. Okazuje sie, ze warunek A, charakteryzuje ograniczono$¢ innych waz-
nych klasycznych operatoréw w analizie harmonicznej. Na przyktad Hunt, Muckenhoupt
i Wheeden [14] udowodnili, ze warunek Muckenhoupta jest wystarczajacy dla ograniczonosci
transformaty Hilberta, podczas gdy w kontekscie transformat Riesza (a nawet dla szerszej
klasy calek singularnych) zostato to udowodnione przez Coifmana i Feffermana [5]. (Do-
wody, ze jest to warunek konieczny, znajdziemy w [11, 14, 50].) Wazone oszacowania dla
calek utamkowych i Poissona byly badane przez Sawyera [45, 46|, analize operatorow funkcji
kwadratowych mozna znalez¢ w pracach Buckleya [1], Chanilla i Wheedena [4] i Lernera [19].

Inne rozszerzenie wyniku Muckenhoupta cieszgce sie duzym zainteresowaniem w najnow-
szej literaturze, dotyczy optymalnej zalezno$ci normy H//HLp(wHLp(w) oraz ||MHLP(w)~>LP(w)
od charakterystyki [w],. Konkretniej, dla danego 1 < p < oo, problem polega na znalezieniu
najmniejszego wyktadnika o = «a(p) takiego ze

(6) 1 1l oy < Col] S 1LF 1 oy

gdzie stata C), zalezy tylko od p. Ten problem zostal postawiony i rozwiazany przez Buc-
kleya [1]: pokazal on, ze optymalny wykladnik «(p) jest rowny 1/(p — 1). Znowu, mozna
bada¢ analogiczne problemy zastepujac funkcje maksymalng innymi waznymi operatorami
analizy harmonicznej; wspomnimy tutaj prace Hitonen [15] i Lerner [20] dotyczaca catek
singularnych Calderona-Zygmunda, Lacey et. al. [18] badajaca caltki utamkowe i Lerner [19]
w kontekscie funkcji kwadratowych Littlewooda-Paleya.

Wracajac do funkeji maksymalnych, chcieliby$my wspomnie¢ dalsze wzmocnienie (6) otrzy-
mane przez Osekowskiego: praca [38] zawiera, dla dowolnej 1 < p < oo i dowolnej ¢ > 1,
wyprowadzenie optymalnej staltej C,, ., takiej ze

(7) ||MHLP(w)—>LP(w) < va[w]Ap'

W rozprawie otrzymamy rezultaty powiazane z tym oszacowaniem.

Nalezy wspomnied¢, ze sa tez wersje warunku A, dla przypadkow skrajnych (p € {1,00}).
Skupimy si¢ na przypadku p = 1, jako ze warunek A, nie pojawia sie¢ w naszych rozwaza-
niach. Konkretnie, w jest wagg A; gdy

M w
[w] 4, := esssup ——
Rd w
jest skoniczona; oczywista modyfikacja prowadzi do diadycznych wag A;. Oczekiwanie, ze
w przypadku p = 1 powinni$my mieé¢ jakie§ wazone oszacowania stabego typu dla .Z i M
wydaje sie¢ naturalne. Nier6wnos¢ Feffermana-Steina (3) (i jej diadyczna wersja) pokazuje,
ze faktycznie tak jest: prowadzi ona do jednowagowego oszacowania

(8) o ({o € R AT@) >N < Calul, [ (@)t
(A >N}
wraz z jego diadyczng wersja. Co wiecej, tatwo pokazaé, ze liniowa zaleznosé od charaktery-
styki jest optymalna.
Oszacowania (3) i (8) mozna poprowadzi¢ dalej w bardzo interesujacym kierunku przez
odpowiednie argumenty dualnosciowe. Motywowani przez prace Lerner et. al. [21, 22, 23],
rozwazamy silng wersje dualna

() w({z €RY: M f(x) > Mw(x)}) < Cy /R fldz,
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gdzie w jest dowolnag waga, a Cy zalezy tylko od wymiaru. Staba nieréwnosé¢ dualna dotyczy
wag Aj:

(10) w({e R (@) 2 w@)}) < Cafuls, [ |flde

Nietrudno otrzymaé te oszacowania w kontekstach niescentrowanym i diadycznym. Wspo-
mniane wcze$niej prace Lerner et. al. zawieraja analize analogicznych nieréwnosci dla singu-
larnych operatoréw catkowych Calderona-Zygmunda, ktore sa o wiele wiekszym wyzwaniem.
Wktad niniejszej rozprawy w tym kierunku, przedstawiony w Rozdziale 5, dotyczy pewnej
wersji (10) w kontekscie wag nalezacych do diadycznej klasy A, z p > 1.

Wszystkie sformutowane powyzej wyniki dla diadycznych operatoréw maksymalnych moz-
na bada¢ w ogolniejszym kontekscie przestrzeni mierzalnych (€, 1) z drzewem T. Cata dys-
kusje mozna przeprowadzi¢ bez trudno$ci: nalezy traktowac wage jako mierzalna i nieujemna
funkcje na €2, jedyna istotna zmiana dotyczy warunku Muckenhoupta. Modyfikacja jest jasna:
dla wagi w i wykladnika 1 < p < oo, definiujemy

—1\ P!
[w] 4, = sup {(w)Q# <w1>—1>Q’H HONS T} < 00
7 przypadkiem brzegowym p = 1 radzimy sobie w oczywisty sposob.
4. HARMONICZNY OPERATOR MAKSYMALNY

Jest jeszcze jedna interesujaca wersja funkeji maksymalnej, tak zwany diadyczny harmo-
niczny operator maksymalny M™, ktory definiujemy wzorem

M™f(x) = sup {<]f| 1> . Q C R? jest kostka diadyczng, x € Q}
Ta definicja latwo uogolnia sie na kontekst przestrzeni mierzalnych (Q,u) z drzewem 7T
definiujemy
-1
Mt @) =sw {(IfI 7)ol QET, z€Q}.

Tu i ponizej, uzywamy konwencji 1/0 = oo i 1/oo = 0. Laczne zachowanie (i wzajemne
oddzialywanie) M i M™ jest podobne do zwigzku pomiedzy $rednia arytmetyczng a harmo-
niczng

1] + |wa| + - + | e T 2 A N
n ’ n ’
gdzie x1, 9, ..., x, sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi. W szczegdlnosci mamy punktowe

oszacowanie M f > M™f na R?. Harmoniczne operatory maksymalne pojawily sie po raz
pierwszy w pracach |6, 7, 8] w nieco innej formie: autorzy badali tam tak zwany operator
minimalny

Mf(x) = inf {(|f|)Q : Q C R jest kostka diadyczng, x € Q} ,

powiazany z M tozsamoscig M f = 9(|f|~!)~!. W pewnym sensie, operator minimalny 90
kontroluje f na zbiorze, gdzie funkcja jest mata (podczas gdy operator maksymalny M kon-
troluje f tam, gdzie funkcja jest duza). Operator minimalny byt uzyty do badania subtelnej
struktury wag A, w |7], dalsze zastosowania do nieréwnosci wazonych i teorii rozniczkowania
mozna znalez¢ w [8].

Mozna zadaé¢ pytania o wersje nieréwnosci z poprzednich sekcji z .# i M zastapionymi
przez M. Zgodnie z nasza najlepsza wiedza, bardzo mato wiadomo na ten temat. Praca
[17] zawiera dowod oszacowan stabego i silnego typu dla M. Normy LP (bezwagowe) opera-
tora M mozna wywnioskowa¢ z odpowiednich ogélnych ®-oszacowan dla martyngalowych
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funkeji maksymalnych, zob. Rozdzial 7 w [33]. Pojawia sie naturalne pytanie o nieréwnosci
wazone dla M. Zgodnie z [8], dla ustalonego 0 < p < oo, operator M jest ograniczony
jako operator z LP(v) do LP(u) wtedy i tylko wtedy, gdy para wag (u,v) spelnia

Q.p

1\ —p—1
[u,v]a_, = sup {<U>Q,u <vﬁ> HONS T} < 00

(z konwencja 0 - 077~ = (). Zob. takze Duffee i Moen [9]. Pokazemy pewne oszacowanie
dwuwagowe z optymalng statag w tym kierunku.

5. STRUKTURA I WKELAD ROZPRAWY

Rozprawa zostata podzielona na siedem rozdzialéw: omoéwimy pokrotce ich zawartoscé
i wskazemy gtowne wyniki. Wszystkie oszacowania zostaly otrzymane w kontekscie quasi-
diadycznych operatoréow na przestrzeniach mierzalnych wyposazonych w drzewa.

Rozdzial 1 ma charakter wprowadzajacy. Zawiera motywacje, potrzebne informacje wstep-
ne i notacje.

Rozdzial 2 jest poswiecony szczegétowemu opisowi metody funkcji Bellmana, ktora gra
szczegblng role w naszych rozwazaniach. Material zaprezentowany w tym rozdziale nie jest
nowy, jest to kompilacja kilku tekstow z literatury, w tym [32, 33].

Rozdzial 3 dotyczy wazonych nier6wnosci Kotlmogorowa dla funkeji maksymalnych. Dla
danego p < 1 i dowolnej wagi w, mamy oszacowanie

2

z ~Er(f,w),

1
M1y < _prll’il|IwHL1+1

gdzie Er(f,w) jest odpowiednim wyrazeniem korygujacym. To wyrazenie jest rowne zero dla
w = const, zatem faktycznie jest to uogélnienie bezwagowej nier6wnosci Kotmogorowa. Jedng
z bardzo interesujacych dodatkowych wlasciwosci jest stowarzyszona funkcja Bellmana, ktora
ma dosé¢ niecodzienng forme. Zawartos¢ tego rozdziatu jest wzieta z [42].

Rozdzial 4 pokazuje, ze kazda nieréwnosé catkowa dla M pewnej do$¢ ogolnej postaci auto-
matycznie uogoélnia sie do oszacowania wazonego z dowolng waga w po jednej stronie i Mw po
drugiej, analogicznie do relacji pomiedzy nier6wnoscia Feffermana-Steina (3) a nieréwnoscia
(1), ktorej jest uogolnieniem. Zawartosé¢ tego rozdzialu jest oparta na [43].

Rozdzial 5 zawiera dowod nieréwnosci stabego typu

wifr €95 Mf = Mu}) < Cylula, [ 1fldn

gdzie p > 1, za$ w jest waga A,. Liniowa zalezno$¢ od charakterystyki A, jest optymalna.
Zawartosé tego rozdzialu jest wzieta z [40)].

Rozdzial 6 jest poswiecony badaniu M jako operatora pomiedzy bezwagowymi prze-
strzeniami Lorentza. Doktadniej, otrzymujemy bezposredni wzor na [|[M||;p.a  pa, gdzie
1 <p<q <q<oo. Zawartos¢ tego rozdzialu jest wzieta z [39].

W ostatniej czesci rozprawy, Rozdziale 7, badamy nier6wnosci wazone dla harmonicznego
operatora maksymalnego. Konkretniej, otrzymujemy nastepujace dwuwagowe oszacowanie
w LP z optymalna stala dla M. Zalozmy, ze p > 0 oraz (u,v) jest para wag spelniajaca

[u,v]a, = sup {<U>Q7“ <UPL>Q

p—1
:QET}<OO

M
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Tak jak to zostalo wspomniane powyzej, ten warunek gwarantuje, ze operator M7 jest
ograniczony jako operator z LP(v) do LP(u). Czerpiac motywacje z (7), studiujemy i od-

powiadamy na pytanie o optymalne oszacowanie na HMH ‘ Do) sirw) ™ terminach lacznej

charakterystyki [u,v]4_,. Zawarto$¢ tego rozdziatu jest wzigta z [41].
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