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1. Motywacja

Operatory maksymalne to wa»ne obiekty w analizie i teorii prawdopodobie«stwa, maj¡ te»
zastosowania si¦gaj¡ce innych dziedzin matematyki. W szczególno±ci, umo»liwiaj¡ badanie
ograniczono±ci, w ró»nych przestrzeniach funkcyjnych, szerokich rodzin klasycznych operato-
rów (np. uªamkowych lub singularnych). Jest to bezpo±rednia konsekwencja faktu, »e wiele
takich operatorów, lub jakie± ich komponenty, mo»e by¢ kontrolowanych punktowo za po-
moc¡ odpowiedniej wersji funkcji maksymalnej. To prowokuje pytanie o efektywne radzenie
sobie z oszacowaniami maksymalnymi, i celem niniejszej rozprawy jest przedstawienie pewnej
liczby technik, które mog¡ by¢ wykorzystane w tym typie problemów. Co wi¦cej, kªadziemy
szczególny nacisk na rozmiar pojawiaj¡cych si¦ staªych.
Zaczniemy od przypomnienia pewnych informacji wst¦pnych i notacji. Dla lokalnie caª-

kowalnej (wzgl¦dem d-wymiarowej miary Lebesgue'a) funkcji f : Rd → R, operator maksy-
malny Hardy'ego-Littlewooda jest zde�niowany nast¦puj¡co:

Mf(x) = sup
{
〈|f |〉Q : Q ∈ Qx

}
.

Symbol 〈f〉Q oznacza 1
|Q|

∫
Q
f(x)dx, czyli ±redni¡ f na Q. Przez |Q| oznaczamy miar¦ Le-

besgue'a Q. Ponadto, dla ka»dego x ∈ Rd, Qx jest pewn¡ rodzin¡ zbiorów zawieraj¡cych x.
Jest pi¦¢ najwa»niejszych wyborów dla takich rodzin szeroko studiowanych w literaturze:

(i) scentrowany operator maksymalny, zwi¡zany z klasami Qx = {B(x, r) : r > 0} otwar-
tych kul o ±rodku w x;

(ii) niescentrowany operator maksymalny, który odpowiada Qx b¦d¡cej rodzin¡ wszyst-
kich kul zawieraj¡cych x;

(iii) oraz (iv) s¡ wersjami (i) oraz (ii) z kulami zast¡pionymi przez kostki o ±cianach
równolegªych do osi;

(v) diadyczny operator maksymalny, który odpowiada Qx b¦d¡cej klas¡ wszystkich kostek
diadycznych zawieraj¡cych x.

Warto tu wspomnie¢, »e operatory w powy»szych kontekstach s¡ zasadniczo porównywalne:
udowodniwszy oszacowanie dla jednego z operatorów, natychmiast otrzymujemy odpowiednie
oszacowanie dla pozostaªych (z inn¡ staª¡, zale»n¡ od wymiaru d). Podczas gdy jest to mniej
lub bardziej oczywiste dla rodzin (i)-(iv) (zob. np. [13]), interakcja pomi¦dzy kontekstem
diadycznym i niediadycznym jest nieco bardziej zawiªa: por. [16, 24]. Zagadnienie staje si¦
o wiele trudniejsze dla ogólnych przestrzeni metrycznych z niepodwajaj¡c¡ miar¡, ale nie
b¦dziemy porusza¢ tego obszaru w rozprawie.
Operatory maksymalne s¡ badane i stosowane w wielu problemach z analizy i proba-

bilistyki. W zasadzie dowolny podr¦cznik analizy harmonicznej rozpoczyna si¦ od jakiej±
mniej lub bardziej szczegóªowej prezentacji tematu (na przykªad, zainteresowany czytelnik
mo»e odnie±¢ si¦ do monogra�i [13] i [49]). Zale»nie od problemu, który badamy, cz¦sto
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wygodnie jest trzyma¢ si¦ jednego z operatorów (i)-(v); ka»dy z nich daje nam dodatkowe
geometryczne lub kombinatoryczne argumenty, które mog¡ by¢ kluczowe. Zamieszczamy tu
krótkie omówienie wybranych wa»nych przykªadów; bardziej szczegóªowe prezentacje mo»na
znale¹¢ w [13, 33, 44]. Dalej, studiuj¡c kontekst diadyczny, napotkamy kolejne przykªady.

(a) Twierdzenie Lebesgue'a o ró»niczkowaniu zapewnia, »e je»eli f : Rd → R jest lokalnie
caªkowalna, to dla prawie wszystkich x ∈ Rd granica

lim
r→0
〈f〉B(x,r)

istnieje i jest równa f(x). Dowód tego wa»nego wyniku wykorzystuje oszacowania
sªabego typu dla scentrowanego operatora maksymalnego i g¦sto±¢ funkcji ci¡gªych
w przestrzeniach Lp. Podobna argumentacja prowadzi do ró»nych rozszerze« twier-
dzenia Lebesgue'a, odnosz¡cych si¦ do ±rednich po innych rodzinach zbiorów zawiera-
j¡cych x. Takie wyniki okazaªy si¦ by¢ wyj¡tkowo u»yteczne, na przykªad w kontek±cie
dekompozycji Calderóna-Zygmunda i ich rozszerze«.

(b) Funkcje maksymalne dominuj¡ (punktowo) du»¡ klas¦ operatorów konwolucyjnych.
Na przykªad, zaªó»my, »e k : [0,∞) → [0,∞) jest malej¡c¡ funkcj¡ ci¡gª¡ tak¡, »e
funkcja K : Rd → R zde�niowana przez K(x) = k(|x|) jest caªkowalna. Zde�niujmy
ε-dylatacj¦ K wzorem Kε(x) = ε−dK(ε−1x). Wówczas, dla dowolnej lokalnie caªko-
walnej funkcji f mamy oszacowanie

sup
ε>0

(Kε ∗ |f |)(x) ≤ ‖K‖L1(Rd) Mf(x),

gdzieM to niescentrowany operator maksymalny. Zatem, dowolne oszacowanie naM
natychmiast daje odpowiadaj¡ce mu oszacowanie operatorów konwolucyjnych danych
wzorem Tεf = Kε ∗ f . To spostrze»enie mo»e by¢ wykorzystane w badaniu (maksy-
malnej) transformaty Hilberta i póªgrup Poissona/ciepªa, lecz zakres zastosowa« jest
o wiele szerszy.

(c) Oszacowania dla operatorów maksymalnych stanowi¡ kluczowy skªadnik dowodów
ró»nego typu twierdze« ekstrapolacyjnych. Najprostsza forma takiego twierdzenia
zapewnia, »e je»eli dla pewnej ustalonej 1 < p0 <∞ dany operator T jest ograniczony
na przestrzeni wa»onej Lp0(w0) dla dowolnej wagi w0 klasy Ap0 , to automatycznie T
jest ograniczony na ka»dej przestrzeni Lp(w) dla ka»dej 1 < p <∞ i dowolnej wagi w
klasy Ap. Dowód wykorzystuje tak zwany algorytm Rubio de Francia, który mocno
opiera si¦ na oszacowaniach dla niescentrowanych operatorów maksymalnych.

(d) Oszacowania maksymalne maj¡ fundamentalne znaczenie w badaniach ró»nych sin-
gularnych operatorów caªkowych. W wielu przypadkach, analiza takich operatorów
u»ywa dyskretyzacji lub aproksymacji ich j¡der, przez co otrzymujemy sumy ró»nych
operatorów typu diadycznego (np. tak zwanych operatorów rzadkich, klasy, która jest
dynamicznie rozwijana w najnowszej literaturze). Te dyskretne struktury s¡ typowo
kontrolowane przez diadyczne funkcje maksymalne lub ich odpowiednie mody�kacje
i oszacowania maksymalne graj¡ tu istotn¡ rol¦.

(e) Istnieje wiele przykªadów nierówno±ci maksymalnych w teorii prawdopodobie«stwa,
w tym oszacowania sum niezale»nych zmiennych losowych, jak równie» nierówno±ci
semimartyngaªowe, które maj¡ dalsze zastosowania w teorii caªkowania stochastycz-
nego.
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2. Diadyczny i quasi-diadyczny operator maksymalny,

i ich ograniczono±¢

W caªej rozprawie b¦dziemy skupia¢ si¦ na kontek±cie diadycznym, i pewnych jego rozsze-
rzeniach pojawiaj¡cych si¦ naturalnie w teorii prawdopodobie«stwa. Przypomnijmy de�nicj¦:
diadyczny operator maksymalny dziaªa na lokalnie caªkowaln¡ funkcj¦ f : Rd → R w nast¦-
puj¡cy sposób:

Mf(x) = sup
{
〈|f |〉Q : Q ⊂ Rd jest kostk¡ diadyczn¡, x ∈ Q

}
.

Rodzina kostek diadycznych w Rd jest oparta o kraty (2−nZd)n=0,1,2,...; innymi sªowy, rodzina
diadyczna jest zbiorem wszystkich kostek postaci

[a1 · 2−n, (a1 + 1) · 2−n)× [a2 · 2−n, (a2 + 1) · 2−n)× . . .× [ad · 2−n, (ad + 1) · 2−n),

gdzie a1, a2, . . . , ad to dowolne liczby caªkowite, za± n jest liczb¡ caªkowit¡ nieujemn¡. Jedn¡
z kluczowych wªasno±ci jest to, »e ka»de dwie kostki diadyczne s¡ albo rozª¡czne albo jedna
jest zawarta w drugiej. Okazuje si¦, »e ta wªasno±¢ pozwala na u»ycie pewnych argumen-
tów indukcyjnych w badaniu operatora M . Co wi¦cej, istniej¡ owocne poª¡czenia pomi¦dzy
operatorem M i teori¡ prawdopodobie«stwa. Aby to zobaczy¢, ograniczmy si¦ do funkcji
równych zero poza kostk¡ [0, 1)d i oznaczmy przez Dn rodzin¦ diadycznych podkostek [0, 1)d

o mierze 2−nd. To natychmiast sugeruje nast¦puj¡cy wa»ny zwi¡zek z teori¡ martyngaªów.
Konkretniej, rozwa»my przestrze« probabilistyczn¡ ([0, 1)d,B([0, 1)d), | · |) oraz, dla dowolnej
n ≥ 0, zde�niujmy σ-ciaªo Fn = σ(Dn) i funkcj¦/zmienn¡ losow¡ fn = E(f |Fn). Wtedy
(Fn)n≥0 tworzy �ltracj¦, czyli niemalej¡c¡ rodzin¦ pod-σ-ciaª B([0, 1)d). Dodatkowo, ci¡g
(fn)n≥0 jest martyngaªem adaptowanym do (Fn)n≥0: dla ka»dej n ≥ 0 funkcja/zmienna lo-
sowa fn jest mierzalna wzgl¦dem Fn i mamy E(fn+1|Fn) = fn prawie na pewno. Ostatecznie,
dla ka»dej n ≥ 0 ªatwo sprawdzi¢, »e Mfn = maxk≤n |f |k jest obci¦t¡ funkcj¡ maksymaln¡
martyngaªu (|f |n)n≥0 i podobnie, diadyczny operator maksymalny mo»e by¢ wyra»ony jako
Mf = supn≥0 |f |n. Innymi sªowy, analiza diadycznych operatorów maksymalnych i martyn-
gaªowych funkcji maksymalnych jest równolegªa; ta interakcja pozwala nam zastosowa¢ ró»ne
narz¦dzia i interpretacje probabilistyczne w badaniach nad M .
Z punktu widzenia zastosowa« przedyskutowanych powy»ej, wa»ne jest badanie ograniczo-

no±ci M w ró»nych przestrzeniach funkcyjnych (zob. np. [13, 25, 26, 27, 29, 49], jak równie»
odno±niki w nowszych z tych prac), a pokrewny podproblem otrzymywania optymalnych lub
przynajmniej dobrych ogranicze« na odpowiednie normy cieszy si¦ znacz¡cym zainteresowa-
niem. Jest to jeden z gªównych tematów rozprawy, zaprezentujemy wi¦c wi¦cej szczegóªów.
Pierwszy przykªad stanowi ograniczenie M jako operatora z L1 do L1,∞; faktycznie, speªnia
on nieco silniejsze oszacowanie

(1) λ
∣∣{x ∈ Rd : Mf(x) > λ

}∣∣ ≤ ∫
{Mf>λ}

|f(x)|dx

dla dowolnej f ∈ L1(Rd) i λ > 0. To w szczególno±ci implikuje

‖Mf‖L1,∞(Rd) ≤ ‖f‖L1(Rd),

gdzie, dla 1 ≤ p <∞, ‖f‖Lp,∞(Rd) = supλ>0 λ|{x ∈ Rd : |f(x)| > λ}|1/p. To oszacowanie jest
optymalne: isnieje nietrywialna funkcja f dla której zachodzi równo±¢. Co wi¦cej, nierówno±¢
sªabego typu (p, p) zachodzi, z niezmienion¡ staª¡ 1, w caªym zakresie 1 ≤ p <∞ (por. [28]):
mamy oszacowanie

‖Mf‖Lp,∞(Rd) ≤ ‖f‖Lp(Rd).
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Nast¦pny przykªad to sªynna nierówno±¢ Hardy'ego-Littlewooda-Dooba

(2) ‖Mf‖Lp(Rd) ≤
p

p− 1
‖f‖Lp(Rd) , 1 < p ≤ ∞,

dla ka»dej f ∈ Lp(Rd), w której staªa p/(p − 1) jest najlepsza mo»liwa; zob. [2, 25]. Ten
wynik powoduje powstanie pewnej liczby interesuj¡cych problemów. Na przykªad, wersja (2)
nie zachodzi z »adn¡ sko«czon¡ staª¡ je±li p = 1; jako zamiennik mo»na rozwa»a¢ oszacowanie
sªabego typu (1, 1) (które, jak wªa±nie widzieli±my powy»ej, zachodzi ze staª¡ 1). Czerpi¡c
motywacj¦ z klasycznych wyników Zygmunda, mo»na bada¢ inne oszacowanie wyra»one w
terminach przestrzeni L logL. Z prac Melasa [26] (zob. tak»e Os¦kowski [33]) mo»na wy-
wnioskowa¢, »e je»eliK > 1, E jest mierzalnym podzbiorem Rd, a funkcja f : Rd → R speªnia
‖f‖L logL(Rd) =

∫
Rd(|f |+ 1) log(|f |+ 1)dx <∞, to istnieje sko«czona staªa L(K), taka »e∫

E

Mfdx ≤ K‖f‖L logL(Rd) + L(K) · |E|.

Oszacowania dla norm Lorentza M równie» zdobyªy znaczne zainteresowanie. Przytoczmy
najpierw potrzebne de�nicje i notacj¦. Je±li f jest funkcj¡ mierzaln¡ na pewnej przestrzeni
z miar¡ (Ω, µ), to jej nierosn¡ce przestawienie f ∗ : [0,∞)→ [0,∞) jest dane wzorem

f ∗(t) = inf
{
s > 0 : µ

(
{x ∈ Ω : |f(x)| > s}

)
≤ t
}
.

Zauwa»my, »e je»eli µ(Ω) < ∞, to f ∗(t) jest równe zero dla t > µ(Ω). Dla danych 0 <
p, q < ∞, de�niujemy przestrze« Lorentza Lp,q = Lp,q(Ω, µ) jako rodzin¦ wszystkich (klas
abstrakcji) funkcji mierzalnych f na Ω, takich »e

‖f‖Lp,q :=

(∫ ∞
0

(
t1/pf ∗(t)

)q dt
t

)1/q

jest sko«czona. Przestrze« Lp,∞ = Lp,∞(Ω, µ) jest zde�niowana podobnie, przy u»yciu quasi-
normy

‖f‖Lp,∞ := sup
t>0

t1/pf ∗(t).

Melas and Nikolidakis [29] udowodnili, »e dla dowolnych 1 < p, q <∞ mamy

‖Mf‖Lp,q(Rd) ≤
p

p− 1
‖f‖Lp,q(Rd) .

Jest równie» pokrewne oszacowanie dotycz¡ce dziaªania M jako operatora z Lp,∞ do Lq,r,
szczegóªy mo»na znale¹¢ w [29, 36, 35]. Rozdziaª 6 tej rozprawy równie» jest po±wi¦cony
wynikowi w tym kierunku.
Okazuje si¦, »e wszystkie powy»sze wyniki mog¡ by¢ znacz¡co rozszerzone: nierówno±ci

maksymalne zachodz¡ w du»o ogólniejszym kontek±cie przestrzeni mierzalnych wyposa»onych
w struktur¦ drzewa. Nast¦puj¡ca de�nicja uogólnia poj¦cie kraty diadycznej.

De�nition 1 (Drzewo). Zaªó»my, »e (Ω, µ) jest bezatomow¡ przestrzeni¡ z miar¡ speªniaj¡c¡
µ(Ω) < ∞. Rodzin¦ T mierzalnych podzbiorów Ω nazywamy drzewem je±li speªnione s¡
nast¦puj¡ce warunki:

(i) Ω ∈ T i dla ka»dego Q ∈ T mamy µ(Q) > 0.
(ii) Dla ka»dego Q ∈ T istnieje sko«czony podziaª C(Q) ⊂ T zbioru Q (czyli elementy

C(Q) s¡ parami rozª¡cznymi podzbiorami Q a ich suma to Q).
(iii) T =

⋃
m≥0 T m, gdzie T 0 = {Ω}, za± T m+1 =

⋃
Q∈T m C(Q).

(iv) Mamy limm→∞ supQ∈T m µ(Q) = 0.
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Naturalnym przykªadem jest kostka Ω = [0, 1)d z miar¡ Lebesgue'a µ i drzewem kostek
diadycznych zawartych w [0, 1)d. Porównuj¡c powy»sz¡ de�nicj¦ do poprzedniego kontek-
stu Rd z jej krat¡ diadyczn¡, widzimy, »e naªo»yli±my dodatkowe zaªo»enie sko«czono±ci
µ(Ω) < ∞. Ten dodatkowy warunek ma charakter techniczny i jego gªównym celem jest
zapewnienie bazy dla argumentów indukcyjnych. Powinni±my tu podkre±li¢, »e to zaªo»enie
nie jest ograniczaj¡ce w wi¦kszo±ci zastosowa«: udowodniwszy dowolne oszacowanie w sko«-
czonym, �lokalnym� przypadku diadycznym, mo»na przeprowadzi¢ do±¢ standardowe rozu-
mowania oparte o translacje i przej±cia graniczne, aby otrzyma¢ ten sam wynik w ogólnym
przypadku diadycznym.

De�nition 2 (Operator maksymalny). Dowolna przestrze« z miar¡ wyposa»ona w drzewo
powoªuje do »ycia operator maksymalnyM =MΩ,µ,T , dany wzorem

Mf(x) = sup
{
〈|f |〉Q,µ : Q ∈ T , x ∈ Q

}
,

gdzie 〈f〉Q,µ = 1
µ(Q)

∫
Q
fdµ to ±rednia f na Q wzgl¦dem miary µ. Taki operator nazywamy

quasi-diadycznym operatorem maksymalnym stowarzyszonym z T .

Je»eli µ(Ω) = 1, czyli je»eli (Ω, µ) jest przestrzni¡ probabilistyczn¡, to istnieje bezpo±rednia
odpowiednio±¢ pomi¦dzy drzewami a atomowymi �ltracjami (σ(T n))n≥0. W szczególno±ci,
wszystkie wyniki mog¡ by¢ interpretowane w terminach martyngaªów i ich funkcji maksy-
malnych. Przej±cie pomi¦dzy przypadkiem analitycznym a probabilistycznym jest zasadniczo
takie samo, jak w przypadku diadycznym omówionym poni»ej, wi¦c pominiemy szczegóªy.
Mo»na pokaza¢, »e wszystkie oszacowania maksymalne pozostaj¡ prawdziwe, z niezmienio-

nymi staªymi, je»eli zamienimy operator diadycznymM na jego quasi-diadyczny odpowiednik
M na dowolnej przestrzeni mierzalnej z drzewem. Powodem tego jest, »e cytowane powy»ej
prace zawieraj¡ o wiele wi¦cej: identy�kuj¡ bezpo±rednie wzory na odpowiednie funkcje Bell-
mana (wi¦cej na ten temat w [25, 31, 32, 34, 47, 48, 51, 52]; wersja tej techniki, dostosowana do
kontekstu nierówno±ci maksymalnych, jest opisana w Rozdziale 2). Metoda funkcji Bellmana
ª¡czy dane oszacowanie, które badamy, z istnieniem pewnej funkcji specjalnej, speªniaj¡cej
odpowiednie wymagania co do rozmiaru i wkl¦sªo±ci: gdy taki obiekt zostaje skonstruowany,
wykorzystanie jego wªasno±ci w odpowiednim porz¡dku daje nam nierówno±¢. Jednak»e,
w wielu przypadkach to wzajemne oddziaªywanie si¦ga o wiele gª¦biej: prawdziwo±¢ osza-
cowania jest tak naprawd¦ równowa»na istnieniu funkcji specjalnej, wi¦c w szczególno±ci ta
metoda mo»e by¢ u»yta do ±ledzenia optymalnych staªych. Dodatkowo, funkcja specjalna
nie tylko daje nam oszacowanie, ale tak»e koduje ekstremizery, tzn. wyra»enia, dla których
równo±¢ jest osi¡gana lub prawie osi¡gana.
Aby zako«czy¢ t¦ dyskusj¦, zauwa»my jeszcze, »e odpowiednio zastosowana metoda funkcji

Bellmana �nie rozpoznaje� (czy raczej: nie odnosi si¦ do) podziaªu diadycznego i dziaªa równie
dobrze dla dowolnych drzew: dzi¦ki temu otrzymujemy oszacowania maksymalne w ogólnym
kontek±cie bez dodatkowego wysiªku.

3. Wagi

B¦dziemy zainteresowani szerok¡ klas¡ oszacowa«, w których pojawiaj¡ si¦ pewne dodat-
kowe obiekty, tak zwane wagi. Tu i poni»ej, sªowo �waga� odnosi si¦ do lokalnie caªkowalnej,
nieujemnej funkcji na przestrzeni bazowej (X,µ) (np. X = Rd i µ = | · |, lub (X,µ) = (Ω, µ),
to b¦dzie jasne z kontekstu). Typowo oznaczamy wagi literami u, w or v. Dowolna waga w
powoªuje do »ycia odpowiadaj¡c¡ miar¦, równie» oznaczan¡ w, wzorem w(E) =

∫
E
wdµ dla

wszystkich zbiorów mierzalnych E. Co wi¦cej, stowarzyszona z miar¡ w przestrze« Lp jest
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dana wzorem

Lp(w) =

{
f : X → R : ‖f‖Lp(w) =

(∫
X

|f |pwdµ
)1/p

<∞

}
, 0 < p <∞,

przy czym jak zwykle uto»samiamy funkcj¦ równe µ-prawie wsz¦dzie. Dla p = ∞ post¦-
pujemy w standardowy sposób, u»ywaj¡c istotnego supremum wzgl¦dem miary w. Analo-
gicznie, mo»na zde�niowa¢ wa»one przestrzenie sªabe Lp oznaczane Lp,∞(w), lub ogólniej,
wa»one wersje przestrzeni Lorentza, przy u»yciu nierosn¡cych przestawie« wzgl¦dem miary
w.
Bada si¦ dziaªanie operatorów maksymalnych na ró»nych wa»onych przestrzeniach Lo-

rentza. Skupimy si¦ na przypadku X = Rd, poniewa» sformuªowania, do których b¦dziemy
si¦ odnosi¢ dotycz¡ gªównie tego przypadku; aby unikn¡¢ zam¦tu, niescentrowany operator
maksymalny b¦dziemy oznacza¢ przez M , a jego diadyczn¡ wersj¦ przez M . Punktem wyj-
±cia jest nast¦puj¡cy rezultat, wynikaj¡cy z pracy Fe�ermana i Steina [10]. Dla dowolnej
f ∈ L1(Rd), λ > 0 i dowolnej wagi w mamy oszacowanie sªabego typu

(3) λw
({
x ∈ Rd : M f(x) > λ

})
≤ Cd

∫
{M f>λ}

|f(x)|Mw(x)dx

dla pewnej staªej Cd zale»¡cej tylko od wymiaru. Mo»na pokaza¢ analogiczn¡ nierówno±¢ dla
diadycznego operatora maksymalnego M ze staª¡ 1. Jest to rozszerzenie (1): klasyczne osza-
cowanie otrzymamy wstawiaj¡c w ≡ 1. Przez prosty argument interpolacyjny, otrzymujemy
nierówno±ci wa»one

‖M f‖Lp(w) ≤
pCd
p− 1

‖f‖Lp(Mw) , 1 < p ≤ ∞,

oraz

(4) ‖Mf‖Lp(w) ≤
p

p− 1
‖f‖Lp(Mw) , 1 < p ≤ ∞.

Zauwa»my, »e drugie z nich uogólnia (2). To prowokuje pytanie o rozszerzenie innych nie-
równo±ci z poprzednich sekcji do tego dwuwagowego (w −Mw and w − Mw) kontekstu.
Zajmujemy si¦ tym zagadnieniem w Rozdziaªach 3 i 4.
Jest te» inny, by¢ mo»e bardziej naturalny problem, który dotyczy ograniczono±ci M i M

jako operatorów na wa»onej przestrzeni Lp(w). Konkretniej, zaªó»my »e 1 < p < ∞ jest
ustalonym wykªadnikiem. Nietrudno skonstruowa¢ wag¦ w, tak¡ »e ‖M ‖Lp(w)→Lp(w) = ∞
i problem polega na podaniu charakteryzacji tych w, dla których ta norma jest sko«czona.
Podobne pytanie mo»na postawi¢ je±li zast¡pimy M diadycznym operatorem maksymalnym.
Z tym pierwszym problemem poradziª sobie Muckenhoupt [30] na pocz¡tku lat siedemdziesi¡-
tych: niescentrowany operator maksymalny jest ograniczony jako operator na Lp(w) wtedy
i tylko wtedy, gdy w nale»y do klasy Ap (speªnia warunek Muckenhoupta Ap). Oznacza to,
»e charakterystyka Ap wagi w, dana wzorem

[w]generalAp
:= sup

{
〈w〉Q

〈
w1/(1−p)〉p−1

Q
: Q ⊂ Rd jest kostk¡ o ±cianach równolegªych do osi

}
jest sko«czona. Okazuje si¦, »e odpowied¹ na analogiczne pytanie dla diadycznego operatora
maksymalnego wymaga jedynie drobnych mody�kacji: diadyczny operator maksymalny jest
ograniczony jako operator na Lp(w) wtedy i tylko wtedy, gdy waga w nale»y do diadycznej
klasy Ap, czyli

(5) [w]dyadicAp
:= sup

{
〈w〉Q

〈
w1/(1−p)〉p−1

Q
: Q ⊂ Rd jest kostk¡ diadyczn¡

}
<∞.
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Odt¡d b¦dziemy oznacza¢ obie te charakterystyki po prostu przez [w]Ap . Powinno by¢ jasne,
w którym kontek±cie pracujemy.
Wynik Muckenhoupta jest uwa»any za kamie« w¦gielny teorii wa»onej i daª pocz¡tek licz-

nym uogólnieniom. Okazuje si¦, »e warunek Ap charakteryzuje ograniczono±¢ innych wa»-
nych klasycznych operatorów w analizie harmonicznej. Na przykªad Hunt, Muckenhoupt
i Wheeden [14] udowodnili, »e warunek Muckenhoupta jest wystarczaj¡cy dla ograniczono±ci
transformaty Hilberta, podczas gdy w kontek±cie transformat Riesza (a nawet dla szerszej
klasy caªek singularnych) zostaªo to udowodnione przez Coifmana i Fe�ermana [5]. (Do-
wody, »e jest to warunek konieczny, znajdziemy w [11, 14, 50].) Wa»one oszacowania dla
caªek uªamkowych i Poissona byªy badane przez Sawyera [45, 46], analiz¦ operatorów funkcji
kwadratowych mo»na znale¹¢ w pracach Buckleya [1], Chanilla i Wheedena [4] i Lernera [19].
Inne rozszerzenie wyniku Muckenhoupta ciesz¡ce si¦ du»ym zainteresowaniem w najnow-

szej literaturze, dotyczy optymalnej zale»no±ci normy ‖M ‖Lp(w)→Lp(w) oraz ‖M‖Lp(w)→Lp(w)

od charakterystyki [w]Ap . Konkretniej, dla danego 1 < p <∞, problem polega na znalezieniu
najmniejszego wykªadnika α = α(p) takiego »e

(6) ‖M f‖Lp(w) ≤ Cp[w]
α(p)
Ap
‖f‖Lp(w)

gdzie staªa Cp zale»y tylko od p. Ten problem zostaª postawiony i rozwi¡zany przez Buc-
kleya [1]: pokazaª on, »e optymalny wykªadnik α(p) jest równy 1/(p − 1). Znowu, mo»na
bada¢ analogiczne problemy zast¦puj¡c funkcj¦ maksymaln¡ innymi wa»nymi operatorami
analizy harmonicznej; wspomnimy tutaj prace H¸tonen [15] i Lerner [20] dotycz¡c¡ caªek
singularnych Calderóna-Zygmunda, Lacey et. al. [18] badaj¡c¡ caªki uªamkowe i Lerner [19]
w kontek±cie funkcji kwadratowych Littlewooda-Paleya.
Wracaj¡c do funkcji maksymalnych, chcieliby±my wspomnie¢ dalsze wzmocnienie (6) otrzy-

mane przez Os¦kowskiego: praca [38] zawiera, dla dowolnej 1 < p < ∞ i dowolnej c ≥ 1,
wyprowadzenie optymalnej staªej Cp,c, takiej »e

(7) ‖M‖Lp(w)→Lp(w) ≤ Cp,[w]Ap
.

W rozprawie otrzymamy rezultaty powi¡zane z tym oszacowaniem.
Nale»y wspomnie¢, »e s¡ te» wersje warunku Ap dla przypadków skrajnych (p ∈ {1,∞}).

Skupimy si¦ na przypadku p = 1, jako »e warunek A∞ nie pojawia si¦ w naszych rozwa»a-
niach. Konkretnie, w jest wag¡ A1 gdy

[w]A1 := esssup
Rd

Mw

w

jest sko«czona; oczywista mody�kacja prowadzi do diadycznych wag A1. Oczekiwanie, »e
w przypadku p = 1 powinni±my mie¢ jakie± wa»one oszacowania sªabego typu dla M i M
wydaje si¦ naturalne. Nierówno±¢ Fe�ermana-Steina (3) (i jej diadyczna wersja) pokazuje,
»e faktycznie tak jest: prowadzi ona do jednowagowego oszacowania

(8) λw
({
x ∈ Rd : M f(x) > λ

})
≤ Cd[w]A1

∫
{M f>λ}

|f(x)|w(x)dx,

wraz z jego diadyczn¡ wersj¡. Co wi¦cej, ªatwo pokaza¢, »e liniowa zale»no±¢ od charaktery-
styki jest optymalna.
Oszacowania (3) i (8) mo»na poprowadzi¢ dalej w bardzo interesuj¡cym kierunku przez

odpowiednie argumenty dualno±ciowe. Motywowani przez prace Lerner et. al. [21, 22, 23],
rozwa»amy siln¡ wersj¦ dualn¡

(9) w
(
{x ∈ Rd : M f(x) ≥Mw(x)}

)
≤ Cd

∫
Rd

|f |dx,
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gdzie w jest dowoln¡ wag¡, a Cd zale»y tylko od wymiaru. Sªaba nierówno±¢ dualna dotyczy
wag A1:

(10) w
(
{x ∈ Rd : M f(x) ≥ w(x)}

)
≤ Cd[w]A1

∫
Rd

|f |dx.

Nietrudno otrzyma¢ te oszacowania w kontekstach niescentrowanym i diadycznym. Wspo-
mniane wcze±niej prace Lerner et. al. zawieraj¡ analiz¦ analogicznych nierówno±ci dla singu-
larnych operatorów caªkowych Calderóna-Zygmunda, które s¡ o wiele wi¦kszym wyzwaniem.
Wkªad niniejszej rozprawy w tym kierunku, przedstawiony w Rozdziale 5, dotyczy pewnej
wersji (10) w kontek±cie wag nale»¡cych do diadycznej klasy Ap z p > 1.
Wszystkie sformuªowane powy»ej wyniki dla diadycznych operatorów maksymalnych mo»-

na bada¢ w ogólniejszym kontek±cie przestrzeni mierzalnych (Ω, µ) z drzewem T . Caª¡ dys-
kusj¦ mo»na przeprowadzi¢ bez trudno±ci: nale»y traktowa¢ wag¦ jako mierzaln¡ i nieujemn¡
funkcj¦ na Ω, jedyna istotna zmiana dotyczy warunku Muckenhoupta. Mody�kacja jest jasna:
dla wagi w i wykªadnika 1 < p <∞, de�niujemy

[w]Ap := sup

{
〈w〉Q,µ

〈
w
−1
p−1

〉p−1

Q,µ
: Q ∈ T

}
<∞.

Z przypadkiem brzegowym p = 1 radzimy sobie w oczywisty sposób.

4. Harmoniczny operator maksymalny

Jest jeszcze jedna interesuj¡ca wersja funkcji maksymalnej, tak zwany diadyczny harmo-

niczny operator maksymalny MH, który de�niujemy wzorem

MHf(x) = sup
{〈
|f |−1

〉−1

Q
: Q ⊂ Rd jest kostk¡ diadyczn¡, x ∈ Q

}
.

Ta de�nicja ªatwo uogólnia si¦ na kontekst przestrzeni mierzalnych (Ω, µ) z drzewem T :
de�niujemy

MH
Ω,µ,T f(x) = sup

{〈
|f |−1

〉−1

Q,µ
: Q ∈ T , x ∈ Q

}
.

Tu i poni»ej, u»ywamy konwencji 1/0 = ∞ i 1/∞ = 0. �¡czne zachowanie (i wzajemne
oddziaªywanie) M i MH jest podobne do zwi¡zku pomi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ a harmo-
niczn¡

|x1|+ |x2|+ . . .+ |xn|
n

,

(
|x1|−1 + |x2|−1 + . . .+ |xn|−1

n

)−1

,

gdzie x1, x2, . . ., xn s¡ dowolnymi liczbami rzeczywistymi. W szczególno±ci mamy punktowe
oszacowanie Mf ≥ MHf na Rd. Harmoniczne operatory maksymalne pojawiªy si¦ po raz
pierwszy w pracach [6, 7, 8] w nieco innej formie: autorzy badali tam tak zwany operator
minimalny

Mf(x) = inf
{
〈|f |〉Q : Q ⊂ Rd jest kostk¡ diadyczn¡, x ∈ Q

}
,

powi¡zany zMH to»samo±ci¡MHf = M(|f |−1)−1.W pewnym sensie, operator minimalnyM
kontroluje f na zbiorze, gdzie funkcja jest maªa (podczas gdy operator maksymalny M kon-
troluje f tam, gdzie funkcja jest du»a). Operator minimalny byª u»yty do badania subtelnej
struktury wag Ap w [7], dalsze zastosowania do nierówno±ci wa»onych i teorii ró»niczkowania
mo»na znale¹¢ w [8].
Mo»na zada¢ pytania o wersje nierówno±ci z poprzednich sekcji z M i M zast¡pionymi

przez MH. Zgodnie z nasz¡ najlepsz¡ wiedz¡, bardzo maªo wiadomo na ten temat. Praca
[17] zawiera dowód oszacowa« sªabego i silnego typu dlaMH. Normy Lp (bezwagowe) opera-
toraMH mo»na wywnioskowa¢ z odpowiednich ogólnych Φ-oszacowa« dla martyngaªowych
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funkcji maksymalnych, zob. Rozdziaª 7 w [33]. Pojawia si¦ naturalne pytanie o nierówno±ci
wa»one dla MH. Zgodnie z [8], dla ustalonego 0 < p < ∞, operator MH jest ograniczony
jako operator z Lp(v) do Lp(u) wtedy i tylko wtedy, gdy para wag (u, v) speªnia

[u, v]A−p := sup

{
〈u〉Q,µ

〈
v

1
p+1

〉−p−1

Q,µ
: Q ∈ T

}
<∞

(z konwencj¡ 0 · 0−p−1 = 0). Zob. tak»e Du�ee i Moen [9]. Poka»emy pewne oszacowanie
dwuwagowe z optymaln¡ staª¡ w tym kierunku.

5. Struktura i wkªad rozprawy

Rozprawa zostaªa podzielona na siedem rozdziaªów: omówimy pokrótce ich zawarto±¢
i wska»emy gªówne wyniki. Wszystkie oszacowania zostaªy otrzymane w kontek±cie quasi-
diadycznych operatorów na przestrzeniach mierzalnych wyposa»onych w drzewa.
Rozdziaª 1 ma charakter wprowadzaj¡cy. Zawiera motywacj¦, potrzebne informacje wst¦p-

ne i notacj¦.
Rozdziaª 2 jest po±wi¦cony szczegóªowemu opisowi metody funkcji Bellmana, która gra

szczególn¡ rol¦ w naszych rozwa»aniach. Materiaª zaprezentowany w tym rozdziale nie jest
nowy, jest to kompilacja kilku tekstów z literatury, w tym [32, 33].
Rozdziaª 3 dotyczy wa»onych nierówno±ci Koªmogorowa dla funkcji maksymalnych. Dla

danego p < 1 i dowolnej wagi w, mamy oszacowanie

‖Mf‖pLp(w) ≤
1

1− p
‖f‖pL1 ‖w‖L1 +

p2

1− p
ET (f, w),

gdzie ET (f, w) jest odpowiednim wyra»eniem koryguj¡cym. To wyra»enie jest równe zero dla
w = const, zatem faktycznie jest to uogólnienie bezwagowej nierówno±ci Koªmogorowa. Jedn¡
z bardzo interesuj¡cych dodatkowych wªa±ciwo±ci jest stowarzyszona funkcja Bellmana, która
ma do±¢ niecodzienn¡ form¦. Zawarto±¢ tego rozdziaªu jest wzi¦ta z [42].
Rozdziaª 4 pokazuje, »e ka»da nierówno±¢ caªkowa dlaM pewnej do±¢ ogólnej postaci auto-

matycznie uogólnia si¦ do oszacowania wa»onego z dowoln¡ wag¡ w po jednej stronie iMw po
drugiej, analogicznie do relacji pomi¦dzy nierówno±ci¡ Fe�ermana-Steina (3) a nierówno±ci¡
(1), której jest uogólnieniem. Zawarto±¢ tego rozdziaªu jest oparta na [43].
Rozdziaª 5 zawiera dowód nierówno±ci sªabego typu

w ({x ∈ Ω :Mf ≥Mw}) ≤ Cp[w]Ap

∫
Ω

|f |dµ,

gdzie p > 1, za± w jest wag¡ Ap. Liniowa zale»no±¢ od charakterystyki Ap jest optymalna.
Zawarto±¢ tego rozdziaªu jest wzi¦ta z [40].
Rozdziaª 6 jest po±wi¦cony badaniu M jako operatora pomi¦dzy bezwagowymi prze-

strzeniami Lorentza. Dokªadniej, otrzymujemy bezpo±redni wzór na ‖M‖Lp,q1→Lp,q2 , gdzie
1 < p ≤ q1 < q2 <∞. Zawarto±¢ tego rozdziaªu jest wzi¦ta z [39].
W ostatniej cz¦±ci rozprawy, Rozdziale 7, badamy nierówno±ci wa»one dla harmonicznego

operatora maksymalnego. Konkretniej, otrzymujemy nast¦puj¡ce dwuwagowe oszacowanie
w Lp z optymaln¡ staª¡ dlaMH. Zaªó»my, »e p > 0 oraz (u, v) jest par¡ wag speªniaj¡c¡

[u, v]A−p := sup

{
〈u〉Q,µ

〈
v

1
p+1

〉−p−1

Q,µ
: Q ∈ T

}
<∞.
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Tak jak to zostaªo wspomniane powy»ej, ten warunek gwarantuje, »e operator MH jest
ograniczony jako operator z Lp(v) do Lp(u). Czerpi¡c motywacj¦ z (7), studiujemy i od-
powiadamy na pytanie o optymalne oszacowanie na

∥∥MH
∥∥
Lp(v)→Lp(u)

w terminach ª¡cznej

charakterystyki [u, v]A−p . Zawarto±¢ tego rozdziaªu jest wzi¦ta z [41].
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