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Celem rozprawy jest dokonanie matematycznego opisu cyklu komérkowego, uwzgled-
niajacego wplyw réznych biatek na regulacje czasu rozpoczecia podziatu komoérki. Istotna
role w owym opisie bedzie odgrywato zachowanie diauksyczne. Rozprawa ta jest pierw-
szym, zdaniem autora, matematycznym opisem waznego biologicznie wzrostu diauksycz-
nego — na réznych poziomach, nie tylko w odniesieniu do cyklu komérkowego. Praca jest
rozwinieciem metod zaproponowanych w publikacjach [1, 2, 3, 4]. Publikacja [5] wycho-
dzi poza tematyke doktoratu, ale jest interesujaca inspiracja do dalszych badan zwigzanych
z tematyka dotyczaca zachowania diauksycznego.

Cykl komérkowy

Cykl komérkowy jest jednym z najwazniejszych proceséw biologicznych zachodzacych w ko-
morkach réznorodnych zywych organizméw: od jednokomoérkowych bakterii po wieloko-
morkowe ssaki [6]. Jest to uporzadkowana sekwencja zdarzerr, w trakcie ktérej komorki
najpierw podwajaja swoja mase, a nastepnie rozdzielaja sie na dwie komérki potomne.
Mimo swojego znaczenia cykl komérkowy ciagle pozostaje procesem nie w pelni pozna-
nym. W szczego6lnosci dotyczy to patomechanizméw, ktére prowadza do jego niewtasci-
wego przebiegu, co lezy u podstaw szeregu choréb, przede wszystkim nowotworowych.
W pracy doktorskiej zamiedcitem uzyskane przeze mnie wyniki dotyczace regulacji cyklu
komoérkowego oraz zaobserwowanej w tym kontek$cie dynamiki diauksycznej wybranych
aktywnosci enzymatycznych. Przy konstruowaniu modeli matematycznych bazowalem na
jakosciowych danych eksperymentalnych oraz korzystatem z wynikéw numerycznych jako
inspiracji do formulowania hipotez biologicznych.
Cykl komérkowy Eukaryota dzieli sie na cztery podstawowe fazy:

* M — inaczej mitozy, w ktérej zachodzi wlasciwy podziat komorki,

* G; — stanowiacq posredniq faze wzrostu miedzy mitoza a faza replikacji jadrowego
DNA,

* S —inaczej syntezy, w ktoérej nastepuje replikacja jadrowego DNA,

* G, —bedaca posrednia faza miedzy zakoriczeniem replikacji jadrowego DNA a kolej-
na faza M.

Fazy G; i G, daja komorce dodatkowy czas na wzrost i kontrole poprawnosci dotychczaso-
wych proceséw skltadowych cyklu. Po fazie G; komérka podejmuje decydujacy krok w celu
zainicjowania replikacji DNA i zakoriczenia cyklu podziatu. W szczegdlnie niesprzyjajacych
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warunkach komérka zamiast wchodzi¢ w faze S moze przej$¢ w stan spoczynku — faze G,
w ktorej pozostaje do czasu poprawy warunkéw i wznowienia cyklu komérkowego lub
Smierci. Faza G, zapewnia luke bezpieczeristwa, pozwalajac komoérce upewnic sie, ze repli-
kacja DNA jest poprawnie zakoriczona przed mitoza. Diugo$¢ poszczegdlnych faz cyklu jest
rézna u réznych organizmoéw, a nawet w réznych komoérkach w tym samym organizmie.
Na przyklad komoérki watroby dziela sie mniej wiecej raz na rok, zas komoérki nabtonka
wyscielajacego jelito dziela sie czeSciej niz raz na dzien. Wiecej szczegdtéw mozna znalez¢
w ksiazkach [6, 7]. W 2001 roku Leland Hartwell, Tim Hunt i Paul Nurse dostali nagrode No-
bla z fizjologii i medycyny za odkrycie kluczowych regulatoréw cyklu komérkowego. Har-
twell pokazat istnienie ztozonego systemu bialek regulatorowych, zwanego uktadem kontroli
cyklu komérkowego typu ,checkpoint”, ktéry porzadkuje i koordynuje zjawiska prowadzace
do podziatu komoérki [8, 9]. Nurse wykazat, Ze gléwnym biatkiem kierujacym przebiegiem
cyklu komoérkowego jest p34cdc2, nazwane pézniej CDKI, i ze to samo biatko kieruje cy-
klem komérkowym u wszystkich organizméw eukariotycznych [10, 11, 12]. Hunt wykazat,
ze bialko nazwane cyklina jest pozytywnym regulatorem p34cdc2 (CDK1) i ulega akumula-
ji przed podziatem komoérkowym, a nastepnie degradacji proteolitycznej. Zabezpiecza to
przed niekontrolowanym podziatlem komérkowym, gdyz do nastepnego podziatu koniecz-
na jest synteza i akumulacja nowej puli cykliny [13, 14]. Dzieki takiej regulacji molekularnej
podzial komérkowy jest procesem przebiegajacym jednokierunkowo i staje sie procesem
nieodwracalnym.

Pomimo ze wiele r6znych biatek reguluje proces cyklu komérkowego, to gtéwne mecha-
nizmy regulatorowe dziataja podobnie we wszystkich fazach. W kontrole cyklu komérko-
wego zaangazowane sa gtdwnie dwa, wspomniane wyzej, rodzaje biatek: cykliny oraz en-
zymy zwane kinazami biatkowymi zaleznymi od cyklin, oznaczane CDKs (ang. cyclin dependent
kinases). Przed wejsciem komorki w faze podziatu cyklina jest syntezowana i kumuluje sie
w komorce. Bezposrednio po pojawieniu sie czasteczki cykliny faczy sie ona z kinaza CDK,
a nastepnie przy pomocy innych enzymoéw, a dokladniej fosfataz zmieniajacych ksztatt miej-
sca aktywnego kinazy, aktywowany jest kompleks kinaza CDK1/cyklina. Aktywna kinaza
ma zdolnos¢ do fosforylowania innych biatek, co z kolei zmienia ich wlasciwoéci bioche-
miczne, na przyklad moze aktywowac lub inhibowa¢ wtasciwosci enzymatyczne tych bia-
tek. Fosforylacja dziala gléwnie przez zmiany konformagji trzeciorzedowej biatek i stop-
nia ich hydrofobicznosci lub hydrofilnosci, czyli w ostatecznym bilansie przez zmiane spo-
sobow oddziatlywania z innymi czasteczkami aktywnymi biologicznie. Fosforylacja przez
kinazy biatkowe i defosforylacja biatek przez fosfatazy, czyli rownowaga fosforylacji bia-
tek, jest jednym z gléwnych sposobéw regulacji ich aktywno$ci biochemicznej. Dzieki temu
proces fosforylacji/defosforylacji biatek jest niezwykle waznym czynnikiem regulujacym fi-
zjologie kazdej komorki, a szczegoélnie jej cykl komérkowy. Dodatkowe szczegéty mozna
znalez¢ w ksiazkach [6, 7].

Biatkowy kompleks odpowiedzialny za przejécie z fazy G, do fazy M jest zbudowany
z kinazy CDK1 oraz cykliny B, oznaczanej jako CYCB. Taki kompleks, oznaczany nastepu-
jaco: CDK1/CYC B, wystepuje w dwoéch stanach: aktywnym (CDK1/CYCB,) i nieaktywnym
(CDK1/CYCBy). Aktywna fosfataza CDC25 (CDC25,) ma zdolnosé¢ odtaczenia grupy fosfo-
rylowej z CDK1/CYC By, aktywujac w ten sposéb ten kompleks biatkowy. Méwimy wtedy,
ze CDC25, defosforyluje CDK1/CYC By, tworzac aktywny kompleks CDK1/CYCB,. Kom-
pleks CDK1/CYC Baywywotuje kaskade fosforylacji wielu substratéw, ktére zmieniaja cha-
rakter bialek komérkowych, co decyduje o przejsciu z interfazy w faze M. Interakcja nieak-
tywnej fosfatazy CDC25 (CDC25y) z CDK1/CYC B, skutkuje aktywacja tej pierwszej. Powsta-
je w ten sposéb bardzo silne dodatnie sprzezenie zwrotne pomiedzy CDC25 a CDK1, ktore
kieruje bardzo szybka i wydajna aktywacja catej komoérkowej puli CDK1 zwiazanej z cyklina
B podczas wejscia w faze M. Wiecej szczeg6ldw mozna znalez¢ w ksiazkach [6, 7].



Podsumowujac, na poczatku przejécia z fazy G, do fazy M enzymy CDC25 oraz CDK1
utrzymujaq rownowage. Stale syntezowana cyklina B faczy sie z CDK1, tworzac nieaktywne
kompleksy CDK1/CYC By. Kompleksy te sa nieaktywne, gdyz CDK1 pozostaje w stanie fos-
forylacji, powodujacym brak aktywnosci tego enzymu. Uwaza sie, ze w pewnym momen-
cie nastepuje spontaniczna aktywacja pierwszej molekuly CDK1/CYC B, powodujac nastep-
nie aktywacje CDC25. Skutkuje to pozytywnym sprzezeniem zwrotnym pomiedzy CDK1
i CDC25, co wywoluje ogromne przyspieszenie biochemicznych reakcji prowadzacych do
pelnej aktywagji calej puli komplekséw CDK1/CYCB. Ostatnie prace pokazuja, ze w tym
bardzo skomplikowanym i ztoZonym procesie przejicia z fazy G, do fazy M inny kompleks,
a mianowicie CDK1/CYCA, moze odgrywac bardzo istotna role w samej inicjacji procesu
aktywacji CDK1/CYCB (zob. [15]).

Modelowanie matematyczne danego procesu czy zjawiska pozwala na przeformutowa-
nie zrozumienia mechanizméw zachodzacych w opisywanym procesie na nauke predykcyj-
na. Obecnie modele matematyczne pojawiaja sie w wielu dziedzinach nauki: w fizyce, eko-
nomii, chemii, biologii, epidemiologii, medycynie, naukach spotecznych i innych. W kon-
tekScie rozprawy jesteSmy szczegodlnie zainteresowani modelowaniem w biomatematyce.
W ksiazkach [16, 17, 18, 19, 20] oraz skrypcie [21] mozna znalez¢ podstawowe modele po-
pulacyjne, epidemiologiczne, biologiczne oraz przekrdj metod stosowanych przy modelo-
waniu matematycznym.

Powstalo wiele modeli matematycznych opisujacych przebieg cyklu komérkowego ce-
lem jego lepszego zrozumienia, wyjasnienia wielu proceséw zachodzacych podczas wzro-
stu komorki oraz zadawania nowych pytant naukowych dotyczacych tego procesu. Czesc¢
z tych modeli reprezentuje podejscie stochastyczne, aby opisaé niedeterministyczne aspekty
cyklu i podkresli¢, ze szum jest istotnym czynnikiem wptywajacym na przebieg cyklu ko-
moérkowego (por. np. [22, 23,24, 25, 26,27, 28]). Innym podejsciem sa modele deterministycz-
ne, w ktérych najczestszym narzedziem sa rownania rézniczkowe zwyczajne. W niektérych
pracach autorzy rozwazajq olbrzymie ukiady réwnan rézniczkowych, aby bada¢ przejscia
pomiedzy wszystkimi fazami cyklu komérkowego, biorac pod uwage wiele zmiennych,
jakimi sa rézne biatka i enzymy wystepujace w odpowiednich fazach. Analiza tego typu
modeli opiera sie zazwyczaj tylko na numeryce, (por. np. [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36]).
W pracach [37, 38, 39] mozna znalez¢ modele opisujace aktywacje CDK1 podczas wejscia
w mitoze. Oprécz modeli wykorzystujacych réwnania rézniczkowe zwyczajne powstaty
tez modele oparte na réwnaniach rézniczkowych zwyczajnych z opéZnieniem, (por. np.
[40, 41]). Interesujace wyniki zar6wno numeryczne, jak i analityczne mozna znalezé w pra-
cach [42, 43, 44, 45, 46]. Na szczeg6lna uwage zastuguja prace Ferrella i innych [47, 48],
gdzie autorzy opisywali cykl komérkowy przy pomocy uktadéw réwnan rézniczkowych
zwyczajnych, dowodzac oscylacyjnego charakteru cyklu, przelaczeniowego zachowania ak-
tywacji CDK1 oraz bistabilnosci catego uktadu. Modele te przyczynily sie do pelniejszego
opisu i glebszego zrozumienia regulacji zjawiska przejscia z interfazy do fazy M i nastepnie
wejscia w kolejna interfaze.

Wzrost diauksyczny

Wzrost logistyczny opisuje w skali makroskopowej ograniczony przyrost populacji. Charak-
terystyczna dynamike mozna zaobserwowag, badajac r6zne procesy zachodzace w przyro-
dzie i naukach spotecznych, na przyktad w sztucznych sieciach neuronowych, w biologii,
medycynie czy socjologii. Wzrost logistyczny jest typowym sposobem modelowania wzro-
stu guzéw nowotworowych [49, 50, 51]. Prowadzi on do uzyskania krzywej o ksztalcie S,
czyli sigmoidy.

Pojecie wzrostu diauksycznego (ang. diauxic lub diauxie) wprowadzil do §wiatowej na-



uki laureat nagrody Nobla z 1965 roku, francuski biochemik, Jacques Monod. W 1949 roku,
badajac zachowanie bakterii pateczki okreznicy Escherichia coli, Monod zaobserwowat cha-
rakterystyczna dynamike wzrostu tych bakterii w hodowli statycznej (ang. batch culture)
zawierajacej mieszanine dwoéch Zrédet wegla: glukoze i laktoze [52]. Wzrost ten, nazywa-
ny wzrostem diauksycznym, pierwotnie charakteryzowano jako taki, w ktérym mozliwe jest
wyodrebnienie dwéch oddzielnych faz ze wzrostem logistycznym. Zjawisko to jest spo-
wodowane kolejnoscia metabolizmu cukréw obecnych w pozywce hodowlanej. Podczas
spozywania pierwszego rodzaju cukru, najbardziej przydatnego dla metabolizmu komérek,
nastepuje wzrost liczby bakterii az do wyczerpania tego cukru w pozywce. Wtedy nastepu-
je faza r6wnowagi namnazania i obumierania komorek, obserwowana jako wyplaszczenie
krzywej logistycznej, podczas ktérej komorki adaptuja procesy metabolizmu wewnatrzko-
morkowego do metabolizowania drugiego cukru. Nastepuje wtedy druga faza ze wzrostem
logistycznym.

W yjeciu uogélnionym mozliwe jest jednak rozwazanie wzrostu diauksycznego z wiecej
niz dwiema fazami wzrostu logistycznego. Znaczenie doglebnego zrozumienia dynamiki
diauksycznej dostrzezono réwniez w srodowisku naukowcéw zajmujacych sie modelowa-
niem matematycznym, przy czym autorzy interdyscyplinarni rozumieli i definiowali wzrost
diauksyczny w sposéb intuicyjny, to znaczy skiadajacy sie z dwoéch oddzielnych faz wzro-
stu. I tak: wzrost bakterii o dynamice diauksycznej opisywano na przykiad za pomoca row-
nan rézniczkowych zwyczajnych [53, 54, 55]. Opracowano réwniez kilka modeli matema-
tycznych uwzgledniajacych regulacje genéw w uktadach wzrostu drobnoustrojéw na mie-
szanych substratach, zwlaszcza tych, ktére powoduja wzrost diauksyczny [56, 57, 58, 59].
Wspomniane modele tworzone byly w wielu wariantach: modele bilansu strumienia (ang.
flux balance models), modele kinetyczne z zanikiem wzrostu (ang. kinetic models with
growth dilution), modele kinetyczne z regulacja proceséw wewnatrzkomoérkowych (ang.
kinetic models with regulation on the metabolic and/or genetic level) oraz modele z aloka-
cja zasobow (ang. resource allocation models). Wszystkie pokazuja diauksyczng dynamike
roztworu.

Wzrost diauksyczny jest obserwowany nie tylko przy wzro$cie bakterii. Dla szeregu
zagadnieni, takich jak regresje nieliniowe i sieci neuronowe, opis za pomoca funkgji logi-
stycznych wydaje sie niewystarczajacy [60, 61]. Istnieja problemy, dla ktérych uzycie funkgji
z podwéjnym wzrostem logistycznym jest bardziej adekwatne. W szczeg6lnosci tego typu
funkcje rozwazano przy opisywaniu kinetyki enzymoéw [62], profilowaniu zmeczenia [63]
czy normalizacji wyniku [64] w systemach biometrycznych.

W mojej pracy wzrost diauksyczny pojawit sie, gdy badana byta rola biatka CDC6 w regu-
lacji czasu rozpoczecia mitozy w systemie in vitro utworzonym z zarodkéw Xenopus laevis.
Na podstawie danych eksperymentalnych zostala sformulowana hipoteza, ze biatko CDC6
jest odpowiedzialne za wzrost diauksyczny aktywnosci komplekséw CDKI1 z cyklina B.

Celem dalszego opisu matematycznego zdefiniujmy $ciéle, w jaki sposéb bedziemy ro-
zumie¢ wzrost diauksyczny w dalszej czesci rozprawy.

Definicja 1 (wzrost diauksyczny). Niemalejaca funkcja x : R — R™ ma wzrost diauksyczny,
jesli ma k punktéw przegiecia, gdzie k > 1, k € N.

Zaproponowana definicja 1 jest sformalizowaniem i uogdlnieniem intuicyjnej definicji
proponowanej przez Monoda — por. [52].

W konteksScie rozprawy potrzebujemy jeszcze uscisli¢, jak bedziemy rozumie¢ wzrost
diauksyczny rozwiazania rownania rézniczkowego. Niech n € N i rozwazmy réwnanie

x = f(x), x(0) = %o, (1)

gdzie f : R" — R", x = [x1, T, . .., ). Wprowadzmy nastepujaca definicje
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Definicja 2. Rozwiqzanie x; = x,(t) réwnania (1) dla pewnego j € {1,2,...,n} ma wzrost
diauksyczny, jesli jest funkcjq niemalejaca oraz ma k punktow przegiecia dla t > 0, gdzie k > 1,
ke N.

Wyniki rozprawy

Pierwszym problemem badawczym w mojej pracy byto opisanie regulacji czasu wejscia ko-
morki w faze podziatu w cyklu komérkowym oraz wpltywu biatek CDK1, PP2A i dodatkowo
CDC25 na wspomniany proces. W laboratorium kierowanym przez prof. Jacka Kubiaka na
Uniwersytecie Rennes przeprowadzono trzy serie doswiadczen. W pierwszej serii podawa-
no inhibitor CDK1, w drugiej inhibitor PP2A i wreszcie w trzeciej podawano oba inhibitory
jednoczesnie. We wszystkich do$wiadczeniach monitorowano moment indukcji podziatu
komoérki. Doswiadczenia te zobrazowaty, w jaki spos6b CDK1 i PP2A wzajemnie kontroluja
swoje aktywnosci enzymatyczne. Zaproponowatem serie modeli matematycznych opisu-
jacych dynamike CDK1, PP2A i CDC25. Chcialem sprawdzi¢, czy otrzymane dane ekspery-
mentalne zgadzaja sie jakoSciowo z wynikami symulacji oraz czy analiza numeryczna moze
pomoéc w zrozumieniu zlozonej wzajemnej interakcji miedzy CDK1 i PP2A oraz jej wpltywu
na czas wejécia w mitoze. Badania w tym zakresie mialy charakter wstepny i ograniczyty
sie tylko do symulacji komputerowych.

Drugim zagadnieniem bylo zbadanie wptywu biatka CDC6 na zmiane tempa rozpocze-
cia podzialu komérki. Niedawne badania eksperymentalne sugeruja, ze biatko CDC6 hamu-
je pojawianie sie aktywnych komplekséw wspomnianej uprzednio kinazy CDK1 zwigzanej
z cykling B, ktéra jest konieczna do zajécia podzialu komorki. Na podstawie eksperymen-
tow zostala postawiona hipoteza, ze za wzrost diauksyczny aktywno$ci komplekséw kinazy
CDK1 i cykliny B (CDK1/CYC B,) odpowiada biatko CDC6. Zaproponowany zostat nastepu-
jacy model matematyczny, ktéry prowadzi do mozliwego wyjasnienia tego zjawiska.

T = —axc,

T, = A2TnYa,

Tn = a1xc— Qalpla — Quf (T4) 1,2 + 0w,

Z:/a = Q3TqYn, (2)
Yn = —03TaYn,

2 = —ayf(xe)xnz + dw,

0 = auf(xy)Tpz — ow,

¢ = —irc+ ﬂ(KCYCB — C),

gdzie zmienne z, z,, Tn, Yo, Yn, 2, W, ¢ 0Znaczaja kolejno stezenia CDK1, CDK1/CYCB,,
CDK1/CYC By, CDC25,, CDC25y, CDC6, CDK1/CYC B/CDC6, CYC B, state a1, ava, i, v, 3,0 sa
dodatnimi parametrami, Kcycs jest maksymalnym mozliwym stezeniem cykliny B, a funk-
cja [ jest nieliniowa i ograniczona. Typowa funkcja uzywana przy modelowaniu nieliniowej
zaleznosci jest funkcja Hilla — zob. [65]. Funkcja f ma wiec nastepujaca postac

I/l’k

flga) =et Vi + @k

gdzie v jest dodatnim wspoétczynnikiem, £ jest wspotczynnikiem Hilla, 14y, jest wartoscia,
w ktorej nastepuje przetaczenie (tzw. progowa warto$¢), zas w jest tempem reakgji dla =, = 0.

Zbadatem wlasnosci modelu: stany stacjonarne, ich dodatnios¢ i stabilnos¢. W dalszej
kolejnosci poréwnatem symulacje numeryczne z wynikami eksperymentéw. Na podstawie
wynikéw numerycznych zostalo potwierdzone, ze aktywnos¢ kompleksow CDK1 i cykli-
ny B ma wzrost diauksyczny, ktéry jest wynikiem dziatania biatka CDC6. Powyzsze opubli-
kowane wyniki rozszerzytem o analize globalnej stabilnoéci ukladu réwnan oraz $ciste ba-
danie bledu metody numerycznej. W rezultacie otrzymane wyniki potwierdzaja Scisle (tzn.
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matematycznie) zachowanie diauksyczne. Stosowane metody, polegajace na Scistej analizie
dokonanych symulagji, korzystaly z elementarnych rézniczek reprezentowanych za pomo-
ca drzew i pochodzily od Butchera (zob. [66]).

Kolejnym problemem bylo sformutowanie ogélnych warunkéw, kiedy rozwiazania réw-
nan rézniczkowych maja wzrost diauksyczny. Rozwazalem nastepujacy przypadek jedno-
Wymiarowy

= f(z), x(0)=ux0€(0,1), 3)

przy zatozeniach
* f(0)=/(1) =0,
e f(x)>0 Ve (0,1),
o fec([o1]),

o [f'(x)|+|f"(x)] >0  dlakazdego z € [0,1].
Sformutowatem warunek wystarczajacy, aby rozwiazanie réwnania (3) miato wzrost diauk-
syczny. Ponadto pokazalem, jak liczba punktéw przegiecia rozwiazania réwnania (3) dla
t > 0 zalezy od warunku poczatkowego.

W przypadku dwuwymiarowym rozwazalem szczegélna sytuacje, gdy w drugim réw-
naniu wystepuje maty parametr, tj. rozwazatem nastepujacy uklad réwnan rézniczkowych

T = f(a?,y),

4
y = ig(aﬁ,y), @

gdzie ¢ > 0 jest malym parametrem, za$ o funkcjach f i g zaktadamy, ze
frg:UXYV —R,

* sg klasy C*® wzgledem zmiennych x oraz y w zbiorze U x V,

* f(0,0) =g(0,0) =0,
* f1igwraz ze wszystkimi pochodnymi (do trzeciego rzedu) sa ograniczone w U x V),

gdzie U jest zwartym podzbiorem R, a V jest ograniczonym, otwartym podzbiorem R.

Pokazalem, ze przy spelnieniu zalozeni twierdzenia Tichonowa-Wasiljewej (zob. [67])
badanie wzrostu diauksycznego w takim ukladzie mozna zredukowa¢ do przypadku jed-
nowymiarowego.

Ostatnim rozwazanym problemem byto zaproponowanie modeli w skali mezoskopowej,
ktore prowadza do wzrostu diauksycznego. Dla danego elementu rozwazaliSmy mikrosko-
powy stanu € U C R, d € {1,2,...} oraz jego rozklad f = f(t,u) w czasie ¢t > 0. Ewolucje
gestosci prawdopodobienistwa f = f(t,u) opisaliSmy za pomoca nastepujacego réwnania

(por. [68])
0

af(t,u)z@[f](t,u), t>0, uvwel, )
gdzie .
QU = [ (FEOTE D) = FE T )] do. ©

Operator nieliniowy () opisuje interakcje miedzy elementami, powodujace zmiane sta-
nu u. Operator T'[f](u, v) mierzy tempo, z jakim stan v danego elementu zmienia sie w stan v.

Nieliniowe modele, ktére zaproponowaliSmy, r6znily sie postacia operatora 7" oraz zato-
Zeniami, co zostalo zobrazowane w dwéch przypadkach: zachowawczym i nie. Przy przej-
Sciu ze skali mezoskopowej do skali makroskopowej (zob. [67, 69, 70]) pojawial sie wzrost
diauksyczny, obserwowany na poziomie makroskopowym.
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