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1 Wprowadzenie

Wiele zadan praktycznych wspotczesnej nauki i techniki wymaga wyzna-
czenia rozwiazania opisujacego go zagadnienia rozniczkowego, a poniewaz
analityczne rozwiazywanie zagadnien rozniczkowych jest w wiekszosci przy-
padkéw niemozliwe, dlatego poszukujemy okreslonego przyblizenia intere-
sujacego nas rozwiazania doktadnego. Przyblizone rozwiazywanie réwnan
rozniczkowych czastkowych stanowi jedno z najwazniejszych wyzwan stawia-
nych przed wspotczesnymi komputerami i specjalistami z dziedziny szeroko
rozumianej analizy numeryczney.

Dyskretyzacja réwnan rézniczkowych metodq réznic skonczonych (MRS)
i metodq elementu skoriczonego (MES), najczesciej stosowanymi w praktyce
obliczeniowej (patrz np. [8], [10], [11], [12], [15], [16]), prowadzi do rzad-
kich, ale bardzo wielkich uktadéw réwnan algebraicznych (czesto rzedu mi-
lionéw niewiadomych), ktore sa bardzo zle uwarunkowane. Numeryczne roz-
wiazywanie uktadéw réwnan algebraicznych powstatych w wyniku dyskrety-
zacji, ktérych uwarunkowanie jest wielomianowa funkcja wymiaru przestrzeni
niewiadomych, jest zadaniem bardzo trudnym, a przy duzej liczbie niewia-
domych wrecz niewykonalnym dla komputera wyposazonego w pojedynczy
procesor. Wspotczesnie do tego typu zadan stosuje sie tzw. superkomputery
(-komputery o wielu procesorach) i klastry obliczeniowe, jednak aby efektyw-
nie wykorzysta¢ moc obliczeniowa sprzetu, nalezy zaprojektowaé¢ odpowiedni
algorytm réwnolegly, zobacz np. [9].

Jedna z metod umozliwiajacych projektowanie algorytmow réwnolegtych
jest metoda dekompozycji obszaru (MDQO) (patrz monografie np. [6], [13],
[17]). Jest ona odpowiednikiem podejscia dziel i rzqdZ, na gruncie teorii
przyblizonego rozwiazywania réwnan rozniczkowych czastkowych. MDO jest
nowoczesng metoda rozwiazywania zagadnien rozniczkowych, pozwalajaca
w petlni wykorzysta¢ mozliwosci wspotezesnych superkomputerow i klastrow
obliczeniowych.

W MDO wyrdézni¢ mozemy dwa podejscia. Pierwsze z nich daje mozliwos¢
projektowania rownoleglych algorytméw rozwiazywania wielkich uktadéw



rownan algebraicznych powstatych np. w wyniku standardowej dyskretyza-
¢ji réwnan rozniczkowych czastkowych z wykorzystaniem MRS, MES lub
ich kombinacji - zobacz np. [1]. W podejsciu drugim natomiast MDO daje
mozliwos¢ projektowania rownolegtej dyskretyzacji. W tym przypadku wyjs-
ciowe zagadnienie rézniczkowe jest przeformulowywane, z zagadnienia po-
stawionego na obszarze () na szereg podzadan okreslonych na roztacznych
podobszarach €2;, stanowiacych rozktad 2. Dopiero te podzadania sa dyskre-
tyzowane np. MRS, MES lub kombinacja tych metod - patrz np. [2], tak
aby miala miejsce aproksymacja zagadnienia wyjsciowego podzadaniami o-
kreslonymi na obszarach €); i sformutowane zadanie dyskretne mialo dobre
wtlasnosci numeryczne.

Stosowanie obu wyzej wymienionych podejs¢ MDO daje mozliwo$¢ za-
projektowania takiego algorytmu réwnolegtego, za pomoca ktorego rozwiaza-
nia przyblizonego dla danego zagadnienia rézniczkowego, poszukujemy jako
sumy stabo ze soba powiazanych lub prawie zupetnie niezaleznych podzadan
lokalnych i rozwiazania zadania globalnego o malym wymiarze. Dekompozy-
cja oryginalnego zadania gwarantuje zmiejszenie wymiaru lokalnych podzadan
i umozliwia stosunkowo nieskomplikowana réwnolegta implementacje procesu
obliczeniowego.

Rozwiazanie przyblizone dla danego zadania wyjsciowego otrzymywane
jest najczesciej iteracyjnie. W sposobie tym zadania lokalne rozwiazywane
sa wielokrotnie do uzyskania okreslonych warunkéw zgodnos$ci w punktach
nodalnych tzw. grubej siatki, siatki wyznaczonej przez dekompozycje wyjs-
ciowego obszaru {2 na odpowiednie podobszary €2;. W tym podejsciu, miedzy
kolejnymi iteracjami, w punktach nodalnych grubej siatki, wymieniana jest
informacja pomiedzy rozwiazaniami okreslonymi na sasiadujacych ze soba
podobszarach, a w celu zapewnienia optymalnosci metody czesto wymagane
jest rozwiazanie pewnego globalnego zadania matego wymiaru, okreslonego
w punktach nodalnych grubej siatki. Przyktadem moze by¢ tutaj cata klasa
metod Schwarza - [6]. Istnieja jednak metody, ktére pozwalaja wyznaczyé
globalne rozwiazanie przyblizone po jednokrotnym rozwiazaniu probleméw
lokalnych, bez koniecznosci rozwiazywania odpowiedniego zadania global-
nego. Metody takie nazywac¢ bedziemy dalej bezposrednimi. Przyktadem takiej
metody moze by¢ ta przedstawiona w [2].

Literatura dotyczaca MDO dla réwnan rézniczkowych czastkowych typu
parabolicznego nie jest tak bogata, jak odpowiednia dla zagadnien réznicz-
kowych typu eliptycznego (patrz monografie [6], [13], [17] i literature tam
cytowana, a takze sprawozdania z Conferences on Domain Decomposition
Method : 1-17, patrz [18]), mozna w niej jednak odnalezé trzy gtéwne grupy
tematyczne. Pierwsza z nich, z ktoérej idee zaczerpneliSmy w tej pracy, prezen-
towana jest w [2], [3]. Autorzy tych prac konstruuja dyskretyzacje z wykorzys-
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taniem MDO dekomponujac wyjsciowy obszar okreslono$ci zmennej prze-
strzennej. Druga grupa, reprezentowana w [4], polega na konstrukeji dyskre-
tyzacji bazujacej na dekompozycji obszaru okreslonosci zmiennej czasowe;j.
Trzecia natomiast polega na przenoszeniu algorytméow MDO otrzymanych
dla rownan eliptycznych na grunt réwnan typu parabolicznego na ustalonych
warstwach czasowych - zobacz np. [1]. Miarodajny przeglad najnowszych
metod dekompozycji tego typu zagadnien odnalezé mozna w pracy [5].

W rozprawie rozwazana jest specjalna dyskretyzacja zagadnienia pocza-
tkowo-brzegowego dla rownania parabolicznego drugiego rzedu, ktoéra jest
rozwinieciem metod bezposrednich proponowanych w [2] i [3]. Idea metody
prezentowanej w rozprawie moze by¢ traktowana jako daleko idace uogdlnie-
nie i zarazem potaczenie dwoch réznicowych metod dyskretyzacji zagadnien
parabolicznych: metody ADI - patrz np. [10] i metody Saulewa - patrz np.
[14].

2 Motywacja i cel

Punktem wyjscia tej rozprawy sa wyniki prac [2] i [3], a celem jest ich uogdl-
nienie.

W pracach tych, rozwazane sa dyskretyzacje zagadnienia poczatkowo-
brzegowego typu prarabolicznego rzedu drugiego, zadanego w postaci uogol-
nionej:

znalez¢ u € L2 (0, T; Hy(Q)) N C°(0,T; L*(9)) takie, ze:

0
<—u,90) - (Vu, Vo) = (F.9)r2a), @ € HYQ), t€(0.T) pw.  (21a)
ot L2(Q)

(u, 9)r2 ) = (w0, ¥)r2(0) @€ L*(Q) (2.1.b)

gdzie € jest wielokatem z R2.

Schemat rozwazany w pracy [2] bazuje na schemacie zamknietym Eulera
i powstaje w wyniku dyskretyzacji wyjsciowego zagadnienia rézniczkowego
MES 7 elementami trojkatnymi i funkcjami ciagtymi, kawatkami liniowymi,
wzgledem zmiennej przestrzennej i MRS wzgledem zmiennej czasowej - zobacz
np. [10], [11]. Schemat proponowany w [2] jest stosunkowo prosty, ale jed-
noczesnie bardzo efektywny w ujeciu obliczen réwnoleglych. Sformutowano
tam twierdzenia o stabilnosci i o zbieznosci proponowanego schematu przy
zachowaniu statego stosunku parametrow dyskretyzacji ; = const. Udowod-
niono, ze zbieznosé ta jest rzedu O(T% +h), gdzie 7, h sa odpowiednio parame-
trami siatek czasowej i przestrzennej. W poréwnaniu ze schematem zam-



knietym FEulera, ktérego rzad zbieznosci to O(7 + h), wynik ten nie byt
zadawalajacy i stanowit przedmiot dalszych badan.

W pracy [3] zaproponowany zostal podobny model dyskretyzacji do za-
prezentowanego w [2], jednak bazowal on juz na schemacie Cranka-Nichol-
sona. Udowodniono tam, ze proponowany schemat jest stabilny i zbiezny z
rzedem O(1T + h + ﬁ), co takze, zwazywszy na to, ze oryginalny schemat
Cranka-Nicholsona jest rzedu O(72 + h), nie byto wynikiem optymalnym w
tej klasie schematow.

W naszej rozprawie doktorskiej postawiono sobie za cel taka modyfikacje
schematu rozwazanego w [2], zeby schemat byt stabilny i zbiezny z rzedem
wyzszym niz schematy rozwazane w pracach [2], [3].

3 Zadanie dyskretne - MRS

W rozprawie przeprowadzono analize zaréwno dla schematu w sformutowaniu
réznicowym po z i t, jak i sformutowaniu wariacyjno-réznicowym (MRS po
t i MES po x). Rozwazono zagadnienia z jednowymiarowym i dwuwymiaro-
wym (- wielokat) obszarem €. Z uwagi na swoja prostote do opisu schematu
w autoreferacie wybraliSmy wariant dekompozycji, w ktérym wyjsciowy, jed-
nowymiarowy obszar {2 podzielony zostal tylko na dwa podobszary, a do
dyskretyzacji uzyta zostata MRS.

Rozwazmy wiec zagadnienie rézniczkowe w sformutowaniu klasycznym,
odpowiadajace zagadnieniu (2.1.a)-(2.1.b):

znalezé u(z,t) € C*1 (Q x (0, T))NC (ﬁ x [0, T]) takie, ze

%(aﬁ,t) — %(m,t) = f(z,t) x2€Q, te(0,T] (3.1.a)
u(z,0) = up(x) x €€, (3.1.b)
u(z,t) =0 te (0.7T] =z e 9. (3.1.c)
gdzie ug € C(2), ug(0) = ug(L) = 0, f € C(2 x (0,T)), Q jest odcinkiem,
N + i\
Rys. 1

Sposob dyskretyzacji zagadnienia (3.1.a)-(3.1.c) bazuje na metodzie rézinic
skonczonych. Dokladny jej opis znalezé mozna np. w [10].
Niech h oraz 7 beda krokami odpowiednio siatki przestrzennej i czasowej,

—h L e .
a ()" oznacza zbior punktéw siatki przestrzennej

=h . .
QO = cx=1th, 1=0,1,...,2M h=—.
{x x , 1 ) Ly ) }7 M



Wyjsciowy obszar (), zostaje podzielony na dwie réwne czesSci, a podob-
szarom (2 nadajemy symboliczne kolory Red i Black (Red-Black ordering-
patrz [6],[13]).

QR:(O,xM), QB:(xM,L), mM:Mh:é
Niech

ﬁ%:{x:x:ih, izO,...,M}Cﬁh,
ﬁ%:{x:x:ih, i:M,...,QM}Cﬁh.

Podziat €2 i konstrukcje siatki przedstawia symbolicznie Rys. 1.

W kazdym kroku czasowym rozwiazania przyblizonego zagadnienia (3.1)
poszukiwaé bedziemy rozwiazujac naprzemian niezalezne zadania postawione
na Qr i Qp. Na obszarze Q0 bedziemy poszukiwali aproksymacji zagadnienia
wyjsciowego na pelnych warstwach czasowych, tzn. dla

t € {r,27,...,n7}, natomiast na obszarze (2 na poltéwkowych warstwach
czasowych, tzn. dla t € {%7‘, %7‘, ooy (N = %)7‘)} Poniewiaz w punkcie x;

rozwiazanie przyblizone jest liczone co p6ét kroku czasowego, co pot kroku
nastepowac¢ bedzie wymiana informacji pomiedzy rozwiazaniami okreslonymi
na podobszarach Qg, 25, w tym wtasnie punkcie. Takze co p6t kroku cza-
sowego, uaktualniana bedzie réwniez réznicowa pochodna w punkcie x ;.
Idee schematu symbolicznie przedstawia Rys. 2.

v\ ¢ /N
n+ 1 Urts | n+ 1
ur n n
n—1 n—1
R B R B
> >
h]|| R x h]|| h T




Przyjmijmy oznaczenia na pochodne réznicowe z [10]

amUi"E%< ﬁrl—Ui"), ngi"E%<Uin— in—l),

0 n 1 Y n 0 n 1 n n n
0,0, U;" = E(ax i1 — 02U; ) =52 (UL =20 +UlYy),
1 n+i
AU = —(UI = UP),  QypUP = (U] UP)/(1/2),

W rozprawie, zaproponowano nastepujacy schemat dyskretyzacji dla za-
gadnienia (3.1)

1
znalezé UJ?7 j=M,...,2M — 1, takie ze:

at/ngO—aﬁmU]%:ff 1 j=M+1,...,2M — 1,
at/lejO — +(0.U2, —0.U0) = [} j=M, (3.2.a)
Uz =0y j=1,...,M —1,
dla n=1,...,N,

znalez¢ UP, j=1,...,2M —1, takie ze:
athfljaﬁxU;l: {n j=1,...,M—1,
0yoU; 2 - LO.UL 2 —0,UM) = {1 j=M, (3.2.b)
Ur=u; ® j=M+1,...,2M —1,

znalezé UTH_%, 7=1,...,2M — 1, takie ze:
QU ® —aﬁmU;”% :f]“% j=M+1,...,2M—1,
Ouy2Uf ~ %@Ujjﬁ ~9,U7) = f]’“% j=M, (3.2.c)
Ut =up j=1,...,M—1,

U°(x;) = uo(z;) j=1,...,2M — 1, (3.2.d)

Implementacja schematu (3.2.a)-(3.2.d) przedstawia sie nastepujaco.
Niech dane bedzie U~ (z). W pierszym potkroku obliczamy U™ (z) z (3.2.b).
Sprowadza sie to do rozwiazania zadania tylko na Qr. Po obliczeniu U™ (x)
uaktualniona zostaje wartoéé U2 (z) w punkcie 2y, i obliczamy U2 (z) z
réwanania (3.2.c). Tak wicc U2 (z) jestesmy w stanie obliczy¢ rozwiazujac
dwa zadania dwukrotnie mniejszego wymiaru. Jedyna wymiana informacji

pomiedzy podobszarami nastepuje co pot kroku czasowego i dotyczy danych
zwiazanych z punktem x .



Proponowany schemat umozliwia zatem znalezienia rozwiazania globalne-
go na ustalonej warstwie czasowej w dwoch krokach, z ktorych kazdy wymaga
rozwiazania uktadu réwnan algebraicznych z macierza trojdiagonalna wy-
miaru M x M. Dla przypomnienia, w standardowej dyskretyzacji schematem
zamknietym Fulera, powstaje uktad rownan algebraicznych, z macierza troj-
diagonalna wymiaru 2M x 2M.

Uogolnienie powyzszej dyskretyzacji na dekompozycje €2 na wieksza ilos¢
pododcinkéw przedstawiaja symbolicznie Rys. 3-4.

t Qr

. Qp, Qr. 5

K K

U (n+3)T

==

Proc, PTOCH nrt

(=

Rys. 3
¢ QRI QB1 QRK QBK
Unty (n+ %)7’
Proc4 . Procy nr
(n — %)7’

S A e e A -

Rys. 4

Rozwazmy sytuacje, w ktorej dysponujemy komputerem o K procesorach.
W jednym kroku czasowym mozemy niezaleznie policzy¢ U™(x) na kazdym
z podobszaréow typu Qg - kazdy z K procesorow liczy niezalezne zadanie
okreslone na jednym z obszaréw Qp, dla k =1,..., K. W drugim kroku, po
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wymianie informacji na brzegach poszczegdlnych podobszaréw, niezaleznie
liczymy U "+%(x) na kazdym z obszarow Qp.

Przy zatozeniu, ze H jest $rednica najmniejszego podobszaru wyznacza-
jacego dekompozycje €2, dla uogdlnienia schematu (3.2.a)-(3.2.d) na wieksza
ilos¢ podobszaréw, udowodniono dwa twierdzenia o bezwarunkowej stabil-
nosci

Twierdzenie 1 (Silne normy). Rozwigzania schematu spetniajq nastepuja-
ce oszacowanie

S o { Hat/QU ‘LQ @) * Hat/QUni LQ(Qh } +
+omax {0, o+ o g b+
N-1 .
tT ;0 { 20", 12 (@) un }
<M [, wz {21, o me }+
N
T {Hat/2f L2 (Qh) + Hat/2f ‘ L2 (Qh } ’ L2 (Qh) }’

gdzie M jest stalq niezalezna od 7, h oraz H.

Twierdzenie 2 (Stabe normy). Schemat jest bezwarunkowo stabilny w
sensie nastepujqeego 0Szacowania

yey

n |2 n
T (L A N

n=0,.. ,N

+T;{uw-

+ max {||U"+%\|2 o) + B0, }<

<m{[4;

L2 (Qh) H Lf I}LQ(Qh)}—i_

m)%

‘ L2 (Qh) }

gdzie U™, Unts sq rozwigzaniami schematu, zas M jest stata niezalezng od
7,h oraz H.

L3 (@)

+ 02|

+ry {Hat/zf s

L2 (h)

HIUO N2z gy + [182U° 32

Niech 7", n"*2 beda bledami zbieznosci schematu (3.2.a)-(3.2.d) na u-
stalonych warstwach czasowych, odpowiednio n7 i (n + %)7’ W rozprawie
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udowodniono dwa nizej wypisane twierdzenia o rzedzie zbieznosci rozwaza-
nego schematu.

Twierdzenie 3 (Silne normy). Niech u bedzie rozwiazaniem (3.1), takim
zeu € CH3(Q x [0,T]). Dlan™, g™ zachodzi nastepujace szacowanie

1112

o2, o} +
H 2l g2 o
2 }+
L3 @)
1112
2|, } <
12 (@)

2
< 4+ —
M(T + +hH>

max, {H@t/gn ‘

n=0,...

L2 (Qh)

1
n n—s
e {Ham \\Li(ﬁwuam d

N-—1 .
+7 Z { =
n=0

h(QR)

gdzie M jest statq dodatniq niezaleing od 7, h oraz H.

Twierdzenie 4 (Stabe normy). Niech u bedzie rozwiqzaniem (3.1),takim
zeuw e O3 (Qx [0,T]). Pray 7/h2t® = const i o > 0 dla g™, "2 zachodzi
nastepujace oszacowanie

"2 n—12
T (L P Vi I

2 2 2
n—— 4 T h
+T§:{H5w [ @ty + 19am H } M(T +ht o+ )

gdzie M jest stata dodatniq niezaleznag od 7, h oraz H.

Uwaga 1. Zwréémy uwage, zZe przy ustalonym stosunku krokéw ;5 = const i
przy ustalonej dekompozycji - H = const, rzad zbieznosci schematu (3.2.a)-
(3.2.d) przy dekompozycji na wiele pododcinkéw, jest taki sam, jak w przy-
padku schematu zamknietego Eulera - patrz np. [15].

Uwaga 2. Rezultaty czterech powyzszych twierdzen automatycznie przenosza
sie na przypadek dekompozycji prostokata QL w tzw. pasy (- patrz [6]), przy
ustalonym kroku siatki przestrzennej h.

4 Zadanie dyskretne - MES

W rozprawie rozwazono dyskretyzacje zagadnienia poczatkowo-brzegowego
dla réwnania parabolicznego zadanego w nastepujecej formie



znalezé w € L2 (0, T; HJ () N C° (0, T; L*(Q)) takie, ze

ou
(—,w) + At u,0) = (f,9)120), # € Hy(Q), t€(0,T) pw.  (41.a)
ot L2(9)

(us p)r2 (@) = (w0, P)12(0) ¢ € L*(Q) (4.1.b)

gdzie

A(t;u, p) = /Q Z a; j(x, t)Diu(x)Djv(z)dr +

i,j=1
2
+/Qizlbi($’t)Diu($)v($)d$‘|‘/QC($,15)U($)U(x)dx,

Zaktadamy ze Q C R? jest wielokatem. Zakladamy réwniez odpowiednia
regularno$¢ funkeji u, f i wspotczynnikéw koercytywnej formy dwuliniowej
A(t; -, ).

W rozprawie, do dyskretyzacji zagadnienia (4.1), zaproponowany zostal
schemat oparty na MES wzgledem zmiennej przestrzennej i MRS wzgledem
zmiennej czasowej. Byta ona wzorowana na tej przedstawionej w pracach [10]
i [11] i jest istotnym rozszerzeniem aproksymacji rozwazanych w [2] i [3].

Jako wyjsciowa przestrzen elementu skonczonego przyjeliSmy

Vh(Q) = {v v e C(), v, € Pie), wv(z)=0dla xz¢€ 89};

gdzie e; sa elementami odpowiedniej triangulacji 7".

Dekompozycji wyjsciowego obszaru dokonaliSmy w nastepujacy sposob:
obszar Q podzielony zostat na wielokaty €, tak ze Q = U,c; 4, a krawedzie
kazdego z wielokatow (); wyznaczone zostaly przez krawedzie trojkatow ey
triangulacji 7". Podobszary €2; stanowia elementy tzw. grubej triangulacji
TH . O tych elementach zaktadamy, ze moga mie¢ wspoélna krawedz, wspdlny
wierzchotek lub by¢ roztaczne. Elementy grubej triangulacyi dzielimy na dwie
grupy Red i Black w nastepujacy sposob:

1. |Ig| + |Ig| = |I|, gdzie |Ig]| i |Ip| sa odpowiednio liczbami elementéw
zbioréw I, Ip indeksujacych podobszary typu Red i Black;

2. ﬁR = UiEIR ﬁRiv ﬁB = UiEIB ﬁBz’
3. QrUQE =Q;

4. kazde dwa elementy ﬁRp, ﬁRq dla p,q € Ig oraz kazde dwa elementy
Qg,, Qr, .5 € Ig moga by¢ albo roztaczne albo mie¢ wspolny wierz-
chotek;
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5. kazde dwa elementy ﬁRp, ﬁBq dla p € Ig, ¢ € Ig moga by¢ albo
roztaczne albo mie¢ wspolna krawedz;

Do przyblizonego rozwiazywania zagadnienia (4.1) zaproponowano odpo-
wiedni schemat szczegdtowo opisany w rozprawie. Dla tego schematu udowod-
niono nastepujace twierdzenia o bezwarunkowej stabilnosci i rzedzie zbieznosci
w silnych i stabych normach.

Twierdzenie 5 (Silne normy). Niech ug € H*(Q) i u, rozwiazanie zagad-
nienia (4.1) oraz wspdlezynniki formy dwulioniowej A(t;-, ), beda odpowied-
nio reqularne. Wtedy istnieje takie 1y, ze dla 7 < 19, rozwiqzania rozwazanego
schematu spetniaja nastepujace oszacowanie

max {11020 172 gy + 102U" 2 |3 )} +

n=1,.

J
+ mmax (10U, o+ 10UTE I, o
N
)<
}

+TZ{|&¢U” 1|H1 (QR) +|(9t 2|Hl
n=2

N
< M{T > {Hatfn_w%?(m) + 102 |2, @p) [ T
n=2
N

n— nfé
+Tnz::2{”at/2f e ) + 1021 2“%3(93)}+H5t/2f0H%g(Qg)+

1
va;mywuw;myHMﬂ;m},

gdzie M jest stalq dodatniq niezalezna od T, h oraz H.

Twierdzenie 6 (Stabe normy). Niech ug € H*() i u, rozwiqzanie zagad-
nienia (4.1) oraz wspélczynniki formy dwuliniowej A(t; -, ), beda odpowiednio
reqularne. Wtedy istnieje takie 1y, ze dla T < Ty, rozwigzania rozwazanego
schematu spetniaja nastepujace oszacowanie

n n n—= nfl 2
max {103 g + 1033ty + 107 sy + 10" H S } <

n=1,...,

_ 2
< M{T > {”atfn HZ2 g + 11002 ”%Q(QB)} +

n=2
N

n—1y2 n—22
+¢Z;ﬂ@ﬂf 12ty + 128" 73 22 o } +
1
21720y + 1 72y + HUOH%ﬂ(Q)},
gdzie M jest stalq dodatniq niezalezna od T, h oraz H.
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Niech &" = U™ — W™, gdzie U™ jest rozwiazaniem zaproponowanego
schematu, a W" interpolacja rozwiazania zagadnienia (4.1) w przestrzeni

Vi(Q).

Twierdzenie 7 (Silne normy). Niech ug € H?*(Q). Przy odpowiednich
zatozeniach o u, rozwigzaniu zagadnienia (4.1) oraz wspétczynnikach formy
dwuliniowej A(t; -, -), istnieje takie 19, ze dla 7 < 79, blad schematu spelnia
nastepujace oszacowanie

ni 2 n—4i2
e L1056 ) + 1026 H g | +

2 n—1n2
+n1‘?.?‘,’fv_1{”8t5 Iz + 196 2”Li<ﬁ’g>}+

N-1 2
+7 ) {!@:&"!?{1(93) + Wtﬁn_%\?{l(nm} <M <72 0+ hT—H> ’
n=1

gdzie M jest statq dodatniq niezaleing od 7, h oraz H.

Twierdzenie 8 (Stabe normy). Niech uy € H?*(Q). Przy odpowiednich
zalozeniach o u, rozwiqzaniu zagadnienia (4.1) oraz wspélczynnikach formy
dwuliniowej A(t;-,-) oraz przy T/h%““ = const dla o > 0, istnieje takie 19,
ze dla T < 19, blad schematu spetnia nastepujace oszacowanie

2
Li@’;o} *
N 12 n_1]2
+7 ) {\f [ ap + ‘& Q‘HI(QB)} <

n=1

2 27,20 -
< 24 p2 T T -
M(T + +H2+ i +hH )

ni2 n,l
L€y + ]

gdzie M jest statq dodatniq niezaleing od 7, h oraz H.

Uwaga 3. Przy dostatecznie silnych zatozeniach o wspotczynnikach formy
dwuliniowej A(t; -, -), w czterech powyzszych Twierdzeniach, nie jest koniczne
zalozenie T < 9.

5 Eksperymenty numeryczne

W rozprawie przedstawiono wyniki serii eksperymentéw numerycznych po-
twierdzajacych wyniki teoretyczne otrzymane dla zaproponowanej metody
dyskretyzacji zagadnienia (2.1) zaréwno w przypadku Q C R jak i Q C R%
Przy podziale odcinka €2 na podokcinki i podziale kwadratu w tzw. krate

(- patrz np. [6]), przeprowadzone zostaly nastepujace serie eksperymentéw:
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T

1. przy ustalonym stosunku 75 i ustalonym H;

>

T

2. przy ustalonym stosunku -5 i ustalonym stosunku %;

>

3. przy ustalonym stosunku T i ustalonym H;

>3

4. przy ustalonym stosunku I i ustalonym stosunku %;

>4

Eksperymenty te pozwolity potwierdzi¢ numerycznie wtasnosci zapropono-
wanego schematu - bezwarunkowa stabilnos¢ i rzad zbieznosci. Daly réwniez
mozliwos¢ okreslenia zaleznosci btedu schematu od parametru H.
Dodatkowo zaprezentowano takze wyniki eksperymentéw numerycznych
przeprowadzonych na sieci komputerowej, ktore mialy na celu zbadanie efe-
ktywnosci zaproponowanej metody w ujeciu obliczen réwnolegtych. Wyniki,
ktore zostaly uzyskane pozwalaja twierdzi¢, ze jest to schemat idealnie na-
dajacy sie do obliczen réwnolegtych. Rozwazono funkcje Speed Up, tj.

T
Speed Up(n) = ?1

n

gdzie w naszym przypadku

e T - czas obliczen dla schematu zamknietego Fulera;

e T}, - czas obliczen dla schematu rozwazanego w rozprawie przy wyko-
rzystaniu n procesorow;

dla danego zadania, przy ustalonych parametrach dyskretyzaji 7 oraz h.
Funkcja Speed Up mierzona wzgledem czasu obliczen dla schematu zamknietego
Fulera, okazata sie liniowa z wspotczynnikiem nachylenia bliskim 1.

18

16

14 +

12

10

L L
10 12 14

le%ys. 5) S

Przyktadowe wyniki pomiaru funkcji Speed Up w przypadku dekompozycji
kwadratu  na tzw. pasy (- patrz [6]), przedstawione zostaly na Rys. 5. Na
osi pionowej odlozone zostaly wartoéci funkcji Speed Up. Na osi poziomej
odtozona zostata ilo$¢ wykorzystanych procesorow.
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6 Podsumowanie

W rozprawie przedstawiono nowa metode dyskretyzacji zagadnien poczatko-
wo-brzegowych typu parabolicznego dajaca bezposrednia mozliwo$¢ rowno-
legtej realizacji. Udowodniono teoretycznie i eksperymentalnie, ze przy usta-
lonej dekompozycji obszaru €2, tj. ustalonym H i przy optymalnym doborze
parametrow dyskretyzacji w MES, tzn. dowolnym, ale ustalonym stosunku
7z = const, schemat rozwazany w rozprawie jest stabilny i ma ten sam rzad
zbieznosci co schemat zamkniety Eulera, czyli jest w swojej klasie optymalny,
ze wzgledu na rzad zbieznosci. Schemat ten daje dodatkowo mozliwos¢ sto-
sunkowo nieskomplikowanej i bardzo efektywnej implementacji rownoleglej,
czego nie ma schemat zamkniety Fulera. Zaproponowany w rozprawie schemat
ma rzad zbieznosci o 1/2 wiekszy od schematéw rozwazanych w [2] i [3].
Wedtug naszej wiedzy jest to wynik nowy w literaturze - patrz monografie
[6], [13], [17] i literature tam cytowana, a takze sprawozdania z Conferences
on Domain Decomposition Method : 1-17, patrz [18].
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