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1 Wstep

Komputer moze byé¢ niezwykle pomocnym narzedziem w pracy badawczej. W naukach
matematycznych komputer moze stuzyé¢ do znajdowania obiektoéw ekstremalnych, czy-
li obiektow posiadajacych najwieksza lub najmniejsza wartosé jakiejs cechy w badanej
klasie obiektow. Do tego sposobu korzystania z komputera nalezy zaliczy¢ wszelkiego ro-
dzaju rekordy ustanawiane i publikowane od czasu do czasu. Komputer moze wspomagac
prace badawcza juz na etapie formutowania nowych definicji lub hipotez. Mozliwosé szyb-
kiej weryfikacji sensownosci formutowanych tez umozliwia unikanie dtugotrwatego brniecia
w $lepe uliczki rozumowan. Analiza uzyskiwanych wynikéw obliczen moze prowadzié¢ do
zauwazenia nowych wtasnosci, ktorych wezeéniej nie udawato sie uchwycié, co umozliwia
definiowanie kolejnych poje¢ i stawianie kolejnych hipotez. Komputer moze tez zostac
wykorzystany do dowodzenia twierdzen.

Referowana rozprawa wpisuje si¢ w nurt badan wspomaganych komputerowo. Korzy-
stamy w pelni ze wspomnianych wyzej technik. Koncentrujemy sie¢ na badaniu wtasno-
$ci zbioréow czesciowo uporzadkowanych zwigzanych z sortowaniem za pomoca poréwnan.
Inspiracja do podjecia badan w tym kierunku byly otwarte problemy postawione przez
Donalda Knutha w ksiazce The Art of Computer Programming [8, rozdz. 5.3.1, zad. 35,
36], [9, rozdz. 7.2.1.2, zad. 89].

Przypomnijmy definicje przedmiotu badan.

Definicja 1.1 Zbiorem czeSciowo uporzadkowanym (ang. poset) nazywamy pare (X, <),
gdzie < jest dwuargumentowq, przeciwzwrotng i przechodniq relacjg na niepustym zbiorze
X, ktory nazywamy zbiorem bazowym.

Dla skrocenia zapisu, bedziemy czesto pomijaé przymiotnik czeéciowy, co nie powinno
prowadzi¢ do nieporozumien. Rozwazamy tylko skonczone zbiory uporzadkowane. Nale-
zy wyraznie zaznaczy¢, ze dla zbioréw nieskonczonych rozwazane pojecia moga nie miec¢
sensu, a prezentowane fakty moga by¢ falszywe. Przez P+ xy oznaczamy zbioér uporzadko-
wany P, ktorego relacja zostala rozszerzona o pare (x,y) réznych elementéw i domknigta
przechodnio. Przez P 4 uv + xy oznaczamy (P + uv) 4+ xy. Szczegdlnie interesuja nas na-
stepujace charakterystyki liczbowe zbioréw uporzadkowanych: liczba rozszerzen liniowych,
liczba poréwnan zawsze wystarczajgca do posortowania i wspotczynnik zbalansowania.

Definicja 1.2 Rozszerzeniem liniowym zbioru uporzedkowanego (X, <) nazywamy per-
mutacje jego zbioru bazowego (1,2, ..., T|x|) spetniajocq warunek: jesli x; < xj, toi < j.



Rozszerzenie liniowe zbioru uporzadkowanego (X, r) wyznacza wzajemnie jednoznacz-
nie jego topologiczne posortowanie, czyli zbiér liniowo uporzadkowany (X, 1), taki ze r C [.
Liczbe rozszerzen liniowych zbioru uporzadkowanego P oznaczamy przez e(P). Jesliz < y
w P, to oczywiscie P+ zy = P i e(P + xy) = e(P). Jedli natomiast y < z, to P + zy jest
niezdefiniowany, ale przyjmujemy konwencje, ze wtedy e(P + zy) = 0.

Sortowanie topologiczne zbioru uporzadkowanego, nazywane dalej po prostu sortowa-
niem, polega na znalezieniu jednego z jego rozszerzen liniowych. Interesuje nas sortowanie
za pomoca porownan. Wykonanie poréwnania na zbiorze uporzadkowanym P to wybranie
dwdch jego elementow, powiedzmy x i y, a nastepnie zapytanie wyroczni o ich kolejno$c.
Wyrocznia udziela jednej z dwéch odpowiedzi @ < y albo y < x. Wykonanie poréwnania
powieksza nasza wiedzg o poszukiwanym rozszerzeniu liniowym. Jesli odpowiedZ brzmi
x <y, to po wykonaniu poréwnania stan naszej wiedzy reprezentuje zbiér uporzadkowany
P + zy. Jesli odpowiedZz brzmi y < x, to P 4+ yz. Przy czym wyrocznia zawsze udziela
odpowiedzi niesprzecznej z nasza dotychczasowa wiedza. Sortowanie konczy sie, gdy otrzy-
mamy zbidr liniowo uporzadkowany. Przez S(P) oznaczamy minimalng liczbe poréwnan
zawsze wystarczajaca do posortowania P. Mamy nastepujaca teorio-informacyjng dolng
granice dla sortowania

S(P) > logy e(P).

Definicja 1.3 Wspoélczynnikiem zbalansowania zbioru uporzedkowanego P = (X,r) na-
zywamy
b(P) = max min{e(P + zy), e(P + y$)}

Z;Eyff e(P)

Jesli | X| =1, to przyjmujemy b(P) = 0.

Istotng role w prowadzonych badaniach maja nastepujace pojecia.

Definicja 1.4 Zbiory uporzgdkowane Py i Po nazywamy przystajacymi, jesli Py i Py sq
izomorficzne lub Py jest izomorficzny ze zbiorem uporzgdkowanym dualnym do Ps.

Definicja 1.5 Jesli (X1,r1) i (Xa,72) s zbiorami uporzqgdkowanymi i X1 N Xo = 0, to
ich suma liniowa nazywamy zbidr uporzedkowany (X1 U Xo,r1 Ure U X7 X Xo).

Lemat 1.1 Jesli zbiory uporzqadkowane Py i Py sq przystajgce, to e(Py) = e(P), S(P;) =
S(P2) i b(Pr) = b(P).

Lemat 1.2 Jesli zbior uporzedkowany P jest sumq liniowq Py i Pa, to e(P) = e(Py)-e(P),
S(P) = S(P1)+ S(P2) i b(P) = max{b(Py),b(Ps)}.

W rozprawie rozwazamy pewne szczegllne klasy zbioréw uporzadkowanych.

Definicja 1.6 Polporzadkiem (ang. semiorder) nazywamy zbidr uporzedkowany (X, <)
spetniajocy dla kazdych a,b,c,d € X nastepujgce warunki:

e jeslia < bic<d, to zachodzi co nagmniej jedna z relacji a < d lub ¢ < b;
o jeslia <bib<c, to zachodzi co nagmniej jedna z relacji a < d lub d < c.

Definicja 1.7 Zbior uporzqdkowany nazywamy k-cienkim (ang. k-thin), jesli kazdy jego
element jest nieporéownywalny z co najwyzej k innymi jego elementams.

Uzyskane w rozprawie wyniki zostaly podzielone na trzy czesci:

e hipoteza o zlotym podziale,
e najgorzej zbalansowane zbiory czesciowo uporzadkowane,

e sortowanie z minimalna liczba pordwnan.



2 Hipoteza o zlotym podziale

W tej czesci rozprawy formulujemy nowa hipoteze dotyczaca zbioréw uporzadkowanych
[18]. Znaczenie tej hipotezy wynika z tego, Ze jej prawdziwosé implikuje prawdziwosé
bardzo znanej hipotezy 1/3-2/3 oraz ciasna gérna granice dla sortowania zbioréw upo-
rzadkowanych.

Hipoteza 2.1 (o zlotym podziale) Dla kazdego zbioru uporzqdkowanego P, nie bedg-
cego tancuchem, mozemy wskazaé takie dwa kolejne poréwnania, zZe niezaleznie od ich
wyniku zachodzi nieréwno$é

to 2 t1 + to,

gdzie tg oznacza liczbe rozszerzen liniowych P, a ty ity oznaczajg odpowiednio liczbe roz-
szerzen lintowych po pierwszym porownaniu © po obu poréwnaniach.

Hipoteze 1/3-2/3 sformulowal po raz pierwszy Kislicyn w 1968 [7], ale nie zostala
ona zauwazona przez szersze grono badaczy. PézZniej hipoteze te sformutowal niezaleznie
Fredman okolo 1975, ale opublikowal ja dopiero Linial w 1984 [12]. Przy przyjetych przez
nas definicjach hipoteza 1/3-2/3 glosi, ze jesli zbiér uporzadkowany nie jest lancuchem,
to jego wspélezynnik zbalansowania wynosi co najmniej 1/3. Do dzi$ hipoteza ta pozo-
staje nierozwiazana. Zostata natomiast udowodniona dla szczegdlnych przypadkow: zbiory
uporzadkowane szerokos$ci dwa — Linial [12], pétporzadki — Brightwell [1], 5-cienkie zbiory
uporzadkowane — Brightwell i Wright [4, 28], zbiory uporzadkowane o dostatecznie duzej
liczbie elementéw minimalnych lub maksymalnych — Komlés [11] i zbiory uporzadkowa-
ne wysokosci dwa — Trotter i in. [24]. Udowodniono tez nieco stabsze wersje tej hipote-
zy z mniejszymi ograniczeniami wspoélczynnika zbalansowania wynoszacymi odpowiednio:
3/11 — Kahn i Saks [6], (5—+/5)10 — Brightwell i in. [3]. Latwo jest udowodnié, ze zachodzi
nastepujacy fakt.

Fakt 2.1 Prawdziwosé hipotezy o ztotym podziale implikuje prawdziwosé hipotezy 1/3-2/3.

Jak juz wspomniano we wstepie, liczba poréwnan potrzebnych i zawsze wystarczaja-
cych do posortowania zbioru uporzadkowanego P spelnia nieréwnosé S(P) > log, e(P).
7 drugiej strony jesteSmy zainteresowani znalezieniem najmniejszej takiej stalej R, ze dla
kazdego zbioru uporzadkowanego P zachodzi S(P) < Rglog,e(P). Brightwell postawil
hipoteze [2], ze Ry = 1/logyp ~ 1,4404, gdzie ¢ = (1 + v/5)/2 jest stalay zlotej pro-
porcji. Zostalo to udowodnione tylko dla zbioréw uporzadkowanych szerokosci dwa [12].
W ogélnym przypadku znane jest tylko oszacowanie 1/logy ¢ < Ry < 2,1226 [2].

Niech Fj, oznacza n-tg liczbe Fibonacciego, rozpoczynajac od F; = F» = 1. W rozpra-
wie dowodzimy nastepujacych stwierdzen.

Fakt 2.2 Jesli hipoteza o zlotym podziale jest prawdziwa i e(P) < Fp43, to S(P) < n.

Fakt 2.3 Jesli hipoteza o zlotym podziale jest prawdziwa, to stata Ry ma wartosé
S(P) 1
sup = .
p logye(P)  logy¢

Gléwnym narzedziem stosowanym przy badaniu hipotezy o ztotym podziale jest sfor-
mutowane w rozprawie pojecie tréjki zbalansowanej.

Definicja 2.1 Trdojke réznych elementow (x,y, z) zbioru uporzedkowanego P nazywamy
zbalansowana, jesli

e(P + zy +yz) < max{e(P +yx),e(P + zy)} < 2e(P).



Lemat 2.1 Jezeli w zbiorze uporzqdkowanym P istnieje zbalansowana tréjka (z,y,z), to
P nie jest kontrprzykliadem dla hipotezy o ztotym podziale.

Hipotezy o zlotym podziale, podobnie jak hipotezy 1/3-2/3, nie udato si¢ udowodnié
w og6lnosdci. W rozprawie dowodzimy nastepujacych twierdzen.

Twierdzenie 2.1 Hipoteza o zlotym podziale jest prawdziwa dla zbioréw uporzedkowa-
nych szeroko$ci dwa.

Twierdzenie 2.2 Hipoteza o zlotym podziale jest prawdziwa dla dowolnego polporzgdku
nie bedgcego tancuchem.

Twierdzenie 2.3 Gdy n dgzy do nieskoriczonosci, to utamek n-elementowych zbioréw
uporzgdkowanych speiniajgcych hipoteze o ztotym podziale dgzy do 1.

Za pomoca komputera weryfikujemy prawdziwos¢ nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.4 Hipoteza o ztotym podziale jest prawdziwa dla zbioréw uporzgdkowa-
nych zawierajgcych co najwyzej 11 elementow @ nie bedgcych tancuchams.

Ukoronowaniem rozwazan nad hipoteza o ztotym podziale jest wspomagany kompute-
rowo dowdd ponizszego twierdzenia [20].

Twierdzenie 2.5 Hipoteza o zlotym podziale jest prawdziwa dla 6-cienkich zbioréw upo-
rzgdkowanych, ktore nie sq lancuchama.

Zastosowana metoda dowodzenia jest udoskonaleniem metody uzytej przez Brightwella
i Wrighta w dowodzie hipotezy 1/3-2/3 dla 5-cienkich zbioréw cze$ciowo uporzadkowa-
nych [4, 28]. Idea dowodu polega na tym, aby dla ustalonego k najpierw wygenerowaé
skonczong liczbe konfiguracji w ten sposob, ze kazdy k-cienki zbiér uporzadkowany, moé-
wiac nieformalnie, zawiera jedna z tych konfiguracji, a nastepnie wskazac¢ dla kazdej z tych
konfiguracji $wiadka stwierdzajacego, ze jesli k-cienki zbiér uporzadkowany zawiera taka
konfiguracje, to nie moze by¢ kontrprzykladem dla rozwazanej hipotezy. Pozostawiamy
niezmieniong zasadniczg ide¢ generowania konfiguracji i znajdowania $wiadkéw, ale dla jej
zrealizowania stosujemy odmienne algorytmy. Zalety prezentowanego w rozprawie podej-
Scia sa nastepujace:

e Dowodzimy ogdlniejszej tezy — hipotezy o ztotym podziale, z ktérej wynika zaréwno
prawdziwos$¢ hipotezy 1/3-2/3, jak i ciasna gérna granica dla sortowania, gdyz klasa
k-cienkich zbiorow uporzadkowanych jest zamknicta ze wzgledu na wykonywanie
poréwnan.

e Upraszczamy definicje konfiguracji. Konfiguracja nie zawiera pomocniczego porzad-
ku liniowego.

e Stosujemy inny, prosty i nierekurencyjny algorytm generowania konfiguracji. Wy-
raznie oddzielamy faze generowania konfiguracji od fazy poszukiwania swiadkow, co
czyni prezentowana metode bardziej przejrzysta.

e Stosujemy zupelnie odmienny algorytm znajdowania swiadka. W zasadzie algorytm
ten musi by¢ inny, bo dowodzimy innej tezy. Nie korzystamy z pojecia 2-separowalno-
$ci. Uzywamy natomiast pojecia trdjki zbalansowanej.



e W algorytmie znajdowania Swiadka nie korzystamy z programowania liniowego. Za-
stosowana przez Wrighta procedura rozwigzywania zagadnienia programowania li-
niowego uzywa arytmetyki zmiennopozycyjnej. Zwiazane z tym powstawanie bleddw
numerycznych i koniecznosé zaokraglania juz danych wejsciowych stanowia duza nie-
dogodno$¢ i potencjalne zrédlo otrzymania falszywego wyniku. W prezentowanych
algorytmach korzystamy tylko z arytmetyki statopozycyjnej, co gwarantuje mozli-
woé¢ dokladnego wykonania wszystkich obliczen.

¢ Wykonana implementacja prezentowanej metody jest prostsza od implementacji opi-
sanej w [28]. Dzieki temu latwiej jest nabra¢ przekonania, ze rzeczywiscie w wyniku
wykonania programu komputerowego dostajemy dowdd twierdzenia. Implementa-
cja wykonana przez Wrighta to kilka niezaleznych programéw napisanych gtéwnie
w jezyku BCPL (lacznie ponad 2500 linii). Wyjatkiem jest program rozwiazujacy
zagadnienie programowania liniowego napisany w jezyku FORTRAN i korzystaja-
cy z biblioteki procedur numerycznych. Implementacja prezentowanej tu metody to
pojedynczy program zawierajacy okoto 1600 linii w jezyku C. Jezyki BCPL i C ma-
ja podobna sile wyrazu, gdyz BCPL jest ,dziadkiem” C. Liczba wierszy jest wiec
miarodajnym poréwnaniem wielkosci kodu w tych jezykach.

Implementacja prezentowanej w rozprawie metody zostala wykonana catkowicie nie-
zaleznie i nie korzysta w zadnym miejscu z algorytméw lub kodu zrédlowego opisanych
w [28]. Zastosowany algorytm jest ogélny i moze by¢ uzyty do dowodzenia hipotezy o zlo-
tym podziale dla k-cienkich zbioréw uporzadkowanych dla dowolnego k > 2. Ograniczenie
stanowi jego ztozono$¢ obliczeniowa.

3 Najgorzej zbalansowane zbiory czesciowo uporzagdkowane

Do$é naturalnym problemem, ktéry pojawia sie przy badaniu hipotezy 1/3-2/3 i hipo-
tezy o zlotym podziale, jest pytanie o wartoéci, jakie moze przyjmowaé wspdlczynnik
zbalansowania zbioru uporzadkowanego. W rozprawie zajmujemy si¢ poszukiwaniem zbio-
row uporzadkowanych o najmniejszej wartoéci wspdtczynnika zbalansowania w réznych
klasach takich zbioréw. Dowolny tancuch ma wspoétczynnik zbalansowania 0. Znamy tez
3-elementowy zbiér uporzadkowany o wspdlczynniku zbalansowania wynoszacym 1/3. Po-
dejrzewamy, ze nie ma zbioréw uporzadkowanych o wspoétczynniku zbalansowania pomie-
dzy 0 a 1/3, wierzac w prawdziwo$¢ hipotezy o zlotym podziale. Uzyskane wyniki ra-
czej wzmacniajg te wiare, gdyz sposréd zbadanych zbioréw uporzadkowanych najmniej-
sze warto$ci wspoélezynnika zbalansowania, bedace najblizej 1/3, okazuja si¢ mieé zbiory
uporzadkowane szerokosci dwa. Dla takich zbioréw uporzadkowanych udowodnilismy, ze
kontrprzyktadami nie sa. Wiemy tez, ze wspdlczynnik zbalansowania zbioru uporzadkowa-
nego bedacego suma liniowa jest rowny maksymalnemu ze wspétczynnikéw zbalansowania
sktadnikéw tej sumy. Zatem precyzyjnie nalezy postawié pytanie o n-elementowy zbiér
uporzadkowany o najmniejszej wartosci wspotczynnika zbalansowania i nie bedacy suma
liniowa innych zbioréw uporzadkowanych.

Pytanie o to, jak zle moze byé¢ zbalansowany zbiér uporzadkowany, ma tez zwiazek
z sortowaniem. Do$¢ naturalna, cho¢ nie zawsze optymalna, strategia sortowania zbio-
ru uporzadkowanego jest wskazywanie podziatu zbioru rozszerzen liniowych na mozliwie
réwnoliczne podzbiory. Gdy rozwazamy przypadek pesymistyczny, to zlogliwy przeciwnik,
starajac si¢ utrudni¢ nam zadanie, bedzie wybieral podzbiér o wickszej mocy. Wspot-
czynnik zbalansowania okresla, jak bliski idealnemu (na réwnoliczne podzbiory) podzial
mozemy wskazad.



W rozprawie przedstawiamy osiagniete rekordy w poszukiwaniu najgorzej zbalanso-
wanych zbioréw uporzadkowanych. Wylaniajace si¢ podczas prowadzenia eksperymen-
téw komputerowych regularnosci doprowadzily do zdefiniowania nowej klasy takich zle
zbalansowanych zbioréw czeSciowo uporzadkowanych, ktére zostaly nazwane drabinams
z powylamywanyms szczeblami. Wérdd przeszukanych zbioréw uporzadkowanych najgorzej
zbalansowanymi okazuja sie by¢ wlasnie drabiny z powylamywanymi szczeblami, ktérych
przyktady przedstawia ponizszy rysunek.

Loo15,8,11,15 L21,15,8,9,12,16 Los.1,5.8,9,12,13,16,20

4 Sortowanie z minimalng liczbg poréwnan

Problem wyznaczenia minimalnej liczby poréwnan S(n) zawsze wystarczajacej do po-
sortowania n elementéw jest jednym z fundamentalnych probleméw w teorii sortowania.
Steinhaus postawil ten problem w Kalejdoskopie matematycznym [23], nazywajac go pro-
blemem turniejowym [5]. Stad bywa tez nazywany problemem Steinhausa [27, str. 215].
Knuth poéwiecil duzy fragment swojej klasycznej juz ksiazki The Art of Computer Pro-
gramming [8] problemowi optymalnego sortowania.

Z teorio-informacyjnej dolnej granicy dla sortowania wynika, ze S(n) > [logyn!].
Wprowadzmy oznaczenie C'(n) = [logy n!|. Ford Jr i Johnson [5] odkryli algorytm (ozna-
czany dalej FJA), ktéry wymaga liczby poréwnan bliskiej, a czasem doktadnie réwnej tej
teoretycznej dolnej granicy. Dla n < 11 niezaleznie odkryli t¢ metode rowniez Trybuta
i Czen [25]. Oznaczmy przez F(n) liczbe poréwnan wymagana przez FJA do posorto-
wania n elementéw. Dla n < 11 i n = 20,21 zachodzi F(n) = C(n), zatem FJA jest
optymalny w tych przypadkach. Dla n = 12,13,...,19,22 zachodzi F(n) = C(n) + 1.
Prowadzac wyczerpujace obliczenia komputerowe, Wells odkryl, ze S(12) = F(12) = 30
[26, 27]. Knuth postawil problem znalezienia nastepnej wartosci S(13) w [8, rozdz. 5.3.1,
zad. 35]. Przypuszczal on, ze S(13) = 33 1 S(14) = 37 [10]. W rozprawie przedstawia-
my algorytmy, ktére poshuzyty do komputerowego wyznaczenia nastepujacych wartosci:
S(13) = 34, S(14) = 38, S(15) = 42 1 S(22) = 71 [16, 17]. Badania te sa kontynuacja
badan prowadzonych w ramach pracy magisterskiej [15].

Okazuje sie, ze FJA jest optymalny dla n < 15 i n = 20,21,22. Z drugiej strony
najmniejsza liczba elementéw, dla ktérej znamy algorytm lepszy od FJA jest 47. Schulte
Monting [22] znalazl algorytm, ktéry najpierw sortuje 5 elementéw i 42 elementy za pomo-
ca FJA, uzywajac odpowiednio 7 i 171 poréwnan, a nastepnie scala posortowane ciagi za
pomoca 22 dalszych poréwnan. Algorytm ten potrzebuje wiec tacznie 200 poréwnan, pod-
czas gdy FJA potrzebuje ich 201. Wiadomo, ze FJA nie jest optymalny dla nieskonczenie
wielu wartoéci n, a wszystkie znane lepsze algorytmy sa kombinacja sortowania i scalania



[13, 14]. W rozprawie przedstawiamy wyniki wyczerpujacego przeszukiwania z uzyciem
komputera swiadczace o tym, ze 47 jest najmniejsza liczba elementéw, dla ktérej istnieje
algorytm typu: sortuj m i n —m elementéw za pomoca FJA, a nastepnie scal posortowane
ciagi, przy czym laczna liczba poréwnan jest mniejsza niz potrzebna do bezposredniego
posortowania n elementéw za pomoca FJA [19]. W rozprawie prezentujemy tez algorytm
zastosowany do wyznaczania minimalnej liczby poréwnan potrzebnych do scalenia dwdch
posortowanych ciggdéw. Algorytm ten jest modyfikacja algorytmu uzytego do wyznaczania
wartoséci S(n). Bez tych modyfikacji dokoniczenie obliczen byloby praktycznie niemozliwe.

5 Podsumowanie

Przedstawione w referowanej rozprawie obliczenia komputerowe zajely tacznie okoto 10
lat czasu procesora. Uzyskane dane empiryczne stanowity istotne wsparcie dla rozwazan
teoretycznych. Za najwazniejsze wyniki niniejszej rozprawy mozna uznaé: sformutowanie
hipotezy o ztotym podziale, zdefiniowanie pojecia trdjki zbalansowanej i udowodnienie hi-
potezy o ztotym podziale dla 6-cienkich zbiorow czesciowo uporzadkowanych. Metodologia
tego dowodu jest analogiczna do zastosowanej w stynnym dowodzie twierdzenia o czterech
barwach. Wszystkie przedstawione wyniki istotnie rozszerzaja nasza wiedze o wtasno-
Sciach zbioréw czesciowo uporzadkowanych. Wyniki przeprowadzonych obliczen stanowia
tez olbrzymi material badawczy, ktéry umozliwia sformutowanie szeregu dalszych, wartych
przebadania, hipotez.

Pelny kod Zrédlowy programéw uzytych do przeprowadzenia obliczen, ktérych wyniki
zostaly zamieszczone w referowanej rozprawie, mozna Sciaggnaé ze strony internetowej [21].
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