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W przedlozonej rozprawie dokonujemy analizy modeli dynamiki epidemii gruzlicy w populacjach
niejednorodnych. Przez populacje niejednorodne rozumiemy populacje, w ktérych wyrédznia sie dwie
lub wiecej podpopulacji réznigcych sie stopniem zakazno$ci chorobg lub zachorowalnosci, badz tymi
dwoma cechami jednocze$nie. W rozprawie w obrebie jednej populacji wskazujemy dwie podpopulacje
o réznym ryzyku transmisji choroby — podpopulacje oséb o niskim ryzyku zakazenia oraz podpopulacje
o ryzyku wysokim. W przypadku gruzlicy jako takie podpopulacje mozna wskazaé¢ odpowiednio osoby
niebezdomne i bezdomne [I]. Bezdomnosé, jako szczegdlny przypadek ubostwa, skutkuje zwiekszeniem
zachorowalnodci na gruzlice [g].

Wyréznianie duzej liczby stadiéw choroby moze by¢ trudne albo niemozliwe z powodu niewystar-
czajacych danych rzeczywistych. W rozprawie wyrézniamy wiec tylko dwie grupy — oséb zdrowych
oraz chorych, czyli zainfekowanych (bez wyrézniania utajonej postaci choroby). Ponadto zaktadamy,
ze zakazona osoba moze zosta¢ wyleczona, to znaczy przestaje przenosi¢ patogen i wtedy powraca do
grupy osob zdrowych. Tak skonstruowany model zalicza sie do modeli SIS (susceptible — infected —
susceptible) [9]. W niniejszej rozprawie analizowane sa modele SIS.

Choroba moze rozwija¢ sie nie tylko w obrebie jednej podpopulacji, ale moze by¢ przenoszona
pomiedzy réznymi podpopulacji o ré6znym stopniu ryzyka — wéwczas do modelowania stosujemy modele
krzyzowe. Sktadowymi takich modeli sa modele epidemiologiczne dla populacji jednorodnej — tutaj te
populacje staja sie podpopulacjami populacji niejednorodnej.

Glownym celem niniejszej rozprawy jest zweryfikowanie hipotezy badawczej mowiacej o tym, ze
modele krzyzowe sa konieczne do wtlasciwego opisu rozprzestrzeniania sie epidemii w populacjach
niejednorodnych. Zastosowanie oddzielnych modeli dla podpopulacji w populacjach niejednorodnych
nie daje odpowiedzi na pytanie, czy epidemia bedzie sie rozprzestrzeniaé, czy tez nie — warunki dla
oddzielnych modeli nie sa wystarczajace. Ponadto zostala réwniez postawiona hipoteza, ze w przy-
padku epidemii w populacji niejednorodnej (w rozprawie czynnikiem warunkujacym niejednorodnosé
jest stopien zachorowalnosci i zakazalnosci) moze nastapi¢ transmisja choroby z jednej podpopulacji
do calej populacji, co powoduje rozwéj epidemii [12].

W znanych opracowaniach dotyczacych modelowania krzyzowego dynamiki epidemii analizowane
sa w wiekszosci takie sytuacje, gdzie zaktada sie, ze w poszczegélnych podpopulacjach rézniacych sie
stopniem ryzyka zachorowalnoéci (lub inna cecha determinujaca heterogenicznos$é) parametry opisu-
jace dane wielkosci w réznych podpopulacjach maja te same wartosci. To zalozenie oznacza jednak,
ze dany model opisuje w rzeczywistosci dynamike epidemii w populacji jednorodnej. Przypadki, kiedy
analogiczne parametry w réznych podpopulacjach réznig sie warto$ciami, nie byly rozwazane z powodu
zlozonosci obliczenn. W rozprawie nie przyjmuje sie powyzszego zatozenia — zaktadamy, ze parametry
obrazujace okres§long wielko$¢ w réznych podpopulacjach maja rézne wartoéci. Zaprezentowane sa tu
rezultaty, w ktorych dane warunki (na przyklad gwarantujace stabilno$é¢ stanéw stacjonarnych okre-
slonego uktadu) maja jawna posta¢. Wedlug naszej wiedzy nie ma obecnie opracowari, w ktorych takie
wyniki w jawnej postaci bytyby prezentowane dla modeli dyskretnych.

Motywacja do przeprowadzania badan zawartych w rozprawie byla obserwacja dynamiki epide-
mii gruzlicy w populacji niejednorodnej w wojewddztwie warminsko—mazurskim w latach 2003-2012.
W przypadku tej populacji jako grupe wysokiego ryzyka wybrano osoby bezdomne. Jako grupe niskiego
ryzyka przyjeto pozostala cze$¢ populacji, czyli osoby niebezdomne. W latach 2004-2011 przeprowa-
dzono w tym wojewddztwie cztery programy wykrywania gruzlicy wsroéd oséb bezdomnych, ktoére
potem leczono. Skutkiem zastosowania tych programoéw byt spadek zachorowalnosci na gruzlice wy-
noszacy 53 %, podczas gdy w calym kraju wyniost on 26 %. Spadek odnotowano nie tylko wsréd
0s6b bezdomnych, ale w calej populacji w wojewddztwie warmirisko—mazurskim. Wyniki programéw
potwierdzity hipoteze, ze bezdomni moga by¢ rezerwuarem patogenu gruzlicy i choroba ta moze by¢
przenoszona z tej grupy do calej populacji.

W rozprawie przedstawiona zostala analiza dodatnioéci i ograniczono$ci rozwigzan oraz lokalnej
stabilno$ci stanéw stacjonarnych zaproponowanych modeli. W przypadku stanéw stacjonarnych wy-



branych modeli rozpatrywaliémy réwniez stabilnosé globalng — konstruowalismy odpowiednie funkcje
Lapunowa albo skorzystalismy z koncepcji przedstawionej w [11]], gdzie nie jest konieczne formutowa-
nie takiej funkcji. W przypadku uktadéw dyskretnych okreslone warunki (w tym na lokalng stabilno$é)
przedstawiliémy w zaleznosci od kroku dyskretyzacji.

W pierwszym rozdziale przedstawiliSmy najpierw ciagly model dynamiki epidemii w populacji
jednorodnej, w ktérym zakltadamy zmienny naptyw do populacji. Model ten ma postaé:

S = —Bf(S,I)+~I+ AS,

: (1)
I=f(81) = (y+a- AL,

gdzie S(t) oznacza liczebnosé (zageszczenie) osob zdrowych (podatnych na zakazenie) w momencie ¢,
za$ I(t) —liczebnosé os6b chorych (zainfekowanych). Funkcja f(S, I) opisuje transmisje choroby z grupy
0s6b chorych do grupy osob zdrowych. Jako funkcje transmisji choroby f wybraliSmy dwa najczesciej
stosowane typy funkcji: f(S,1) = SS—JFII (standardowa funkcja zapadalnosci) oraz f(S,I) = ST (funk-
cja oparta na prawie dzialania mas). Parametry 3, «, v obrazuja odpowiednio transmisje choroby,
wyzdrowienie i §miertelno$é¢ z powodu choroby, natomiast wspotczynnik A — przyrost naturalny po-
pulacji oraz migracje. Aby zmniejszy¢ liczbe parametrow wystepujacych w modelu , dokonali$my
jego przeskalowania otrzymujac uktad

Z‘l = _f(xvy) +y+A$,
y'=fl@y) - (1+a—A)y.
Okazuje sie, ze model moze opisaé sytuacje, gdy populacja rozrasta sie nieograniczenie przy dodat-

nim wspoélczynniku rozrodczodci netto. Taka sytuacja nie ma miejsca w rzeczywistosci. Z tego powodu
dokonalismy modyfikacji modelu otrzymujac uktad

(2)

' =C—xy+y— pa,
Y = xy — ky,

3)

gdzie C jest stalym naptywem osobnikéw do populacji, zas p opisuje $miertelnosé naturalng, natomiast
k=14 a4+ pu. W tak skonstruowanym modelu nie wystepuje przypadek nieograniczonego wzrostu
populacji.

Drugi rozdzial dotyczy dyskretyzacji przeskalowanego modelu z funkcja transmisji choroby
oparta na prawie dzialania mas. Najpierw zastosowaliSmy jawny (inaczej otwarty) schemat Eulera [2]
(EEM, z jezyka angielskiego: explicit Euler method/scheme). Schemat ten, pomimo swojej prostoty,
moze przyczynic sie do wystgpienia zlozonej dynamiki w uktadzie. SkupiliSmy sie na analizie bifurkacji
podwojenia okresu oraz Neimarka—Sackera dla dodatniego stanu stacjonarnego w oparciu o podejscie
przedstawione w [10]. Zastosowanie EEM moze spowodowac¢ wystepowanie ujemnych rozwiazan (co
w przypadku modelowania biologicznego nie powinno mieé miejsca) oraz niewlasciwego przyblizania
danych rzeczywistych dla duzych skal czasowych. PostanowiliSmy zatem zaimplementowaé¢ réwniez
jedna z niestandardowych metod dyskretyzacji (NSDM, z jezyka angielskiego: non-standard discreti-
zation method), ktorych koncepcje przedstawiono w [13]. Po zastosowaniu tej metody dla modelu ({3))
uzyskalismy uktad

Zn(1 — hp) + hC + hyy,
1+ hyn ’ (4)
Yn+1 = Yn(1 + h(zn — k),

Tnt+1 =

gdzie h oznacza krok dyskretyzacji. Z analizy obu ukladéw dyskretnych wynika, ze uktad oparty na
NSDM zachowuje wtasnosci modelu ciaglego znacznie lepiej niz uktad oparty na EEM.

W trzecim rozdziale badaliémy dynamike epidemii w populacji niejednorodnej. Najpierw dokona-
lismy analizy zaproponowanego w [14] modelu, opartego na ukladzie , postaci

zy = —f(x1,91) = Buf(w1,y2) + 1 + Ay,

vy = f(z1,11) + Bif(z1,y2) — (14 o1 — A1)y, 5)
xy = —f(22,y2) — Baf (w2, y1) + My2 + Asa,
vy = f(x2,y2) + Baf(x2,11) — (N + a2 — Az)ys,



gdzie indeksy parametréw i zmiennych réwne 1 i 2 odnosza sie do podpopulacji odpowiednio niskiego
i wysokiego ryzyka, a wspotezynniki 81 i B odzwierciedlaja transmisje choroby miedzy podpopula-
cjami z podpopulacji odpowiednio wysokiego i niskiego ryzyka. Uklad (5), podobnie jak uktad (2),
obrazuje mozliwa sytuacje nieograniczonego wzrostu calej populacji lub wybranej podpopulacji. Roz-
wazyliémy réwniez przypadek, gdy w ramach eliminacji choroby w calej populacji stosujemy aktywne
wykrywanie wérod zakazonych oséb z podpopulacji wysokiego ryzyka dla funkcji opartej na prawie
dzialania mas.
W drugiej czesci rozdziatu zbadali$my uktad postaci

z) =Cy —xy1 — Przrye + Y1 —
Yy = 1y + Przaye — (L + o1 + pa)ya,
xy = Co — xay2 — Poxay1 + N2y — Hala,
Yy = Toy2 + Boxayr — (2 + a2 + p12)yo.

(6)

Rozwazania dla tego uktadu w znacznej mierze oparliémy na koncepcji wspoétczynnika odnowienia cho-
roby Rg. Na podstawie analizy modeli i @ stwierdziliSmy, ze dynamika modelu krzyzowego rézni
sie od dynamiki odpowiednich modeli dla podpopulacji rozpatrywanych oddzielnie. Jesli podpopulacje
sg odseparowane, to obie moga istnie¢, jesli natomiast zachodzi interakcja miedzy podpopulacjami, to
jedna z nich wymiera z powodu miedzypodpopulacyjnej transmisji choroby. Uzyskaliémy zatem po-
twierdzenie postawionej w rozprawie hipotezy badawczej, ktéra wskazuje na koniecznosé stosowania
modeli krzyzowych do analizy przebiegu epidemii w populacjach niejednorodnych. Co wiecej, potwier-
dzilismy hipoteze, ze choroba moze by¢ przenoszona z jednej podpopulacji (tutaj jest to podpopulacja
wysokiego ryzyka) do calej populacji, co prowadzi do rozprzestrzeniania sie epidemii. Oznacza to,
ze aby kontrolowaé¢ transmisje choroby w populacji niejednorodnej, nie wystarczy zbadanie dynamiki
choroby w kazdej z podpopulacji osobno, zwlaszcza kiedy podpopulacje cechuja sie réznym ryzykiem
zakazenia.

Czwarty rozdzial dotyczy analizy uktadéw dyskretnych opartych na uktadzie @ Tak jak w roz-
dziale drugim, zastosowaliSmy EFEM oraz NSDM. Poniewaz analiza uktadu opartego na NSDM
prowadzi do niekonstruktywnych wynikéw, postanowiliémy go uprosci¢ poprzez przyjecie zalozenia
o braku transmisji choroby z grupy niskiego ryzyka do grupy wysokiego ryzyka. Tak powstaly uktad
ma inne wlasnosci niz uktad pierwotny (na przyktad ma wieksza liczbe stanéw stacjonarnych), dla-
tego dokonaliSmy jego pelnej analizy. Wyniki uzyskane w rozdziale potwierdzaja hipoteze badawcza
postawiong w rozprawie.

W rozprawie zawarto wyniki symulacji numerycznych, ktére miaty potwierdzié¢ przydatno$é¢ ma-
tematycznej analizy w przypadkach rzeczywistych. Jako dane rzeczywiste postuzyly liczebnosci oséb
zdrowych i zainfekowanych w podpopulacjach oséb bezdomnych i niebezdomnych w wojewddztwie
warminsko-mazurskim w latach 2001-2018. Uzyto tych danych w celu obserwacji dynamiki gruzlicy
w kontekscie analizy wplywu programéw wykrywania.

Badania nad tematyka rozprawy przyczynily sie do opublikowania prac dotyczacych modelowania
dynamiki gruzlicy w populacjach niejednorodnych, w ktérych autor rozprawy byt wspotautorem. Tymi
artykutami sa [4], [3], [6], [7] oraz [3]. Wyniki z rozdzialow pierwszego i trzeciego sa zasadniczo w pelni
opublikowane odpowiednio w [6] i [8]. W rozprawie uwzglednilismy dodatkowo analize globalnej sta-
bilnosci dla modelu ze stalym naptywem. Czesé rezultatow z rozdziatu drugiego jest zawarta w [7] —
przedstawiono tam wstepna analize modeli dyskretnych opartych na EEM dla populacji jednorodnej
i niejednorodnej. W [5] podano warunki zajscia bifurkacji podwojenia okresu w modelu dla popula-
cji jednorodnej opartego na EEM. Analiza modelu dla populacji jednorodnej opartego na NSDM
zostata przedstawiona w [4].

Podkreslmy, ze dzieki uniwersalnemu charakterowi prezentowanych w rozprawie uktadéw, otrzy-
mane wyniki mozna zastosowa¢ nie tylko do modelowania dynamiki choréb zakaznych. Rezultaty
moga zostaé¢ uzyte do obrazowania dynamiki réznych zjawisk w medycynie czy ekologii, na przyktad
oddzialywania miedzy komoérkami lub konkurencji miedzygatunkowej.
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