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W przedªo»onej rozprawie dokonujemy analizy modeli dynamiki epidemii gru¹licy w populacjach
niejednorodnych. Przez populacje niejednorodne rozumiemy populacje, w których wyró»nia si¦ dwie
lub wi¦cej podpopulacji ró»ni¡cych si¦ stopniem zaka¹no±ci chorob¡ lub zachorowalno±ci, b¡d¹ tymi
dwoma cechami jednocze±nie. W rozprawie w obr¦bie jednej populacji wskazujemy dwie podpopulacje
o ró»nym ryzyku transmisji choroby � podpopulacj¦ osób o niskim ryzyku zaka»enia oraz podpopulacj¦
o ryzyku wysokim. W przypadku gru¹licy jako takie podpopulacje mo»na wskaza¢ odpowiednio osoby
niebezdomne i bezdomne [1]. Bezdomno±¢, jako szczególny przypadek ubóstwa, skutkuje zwi¦kszeniem
zachorowalno±ci na gru¹lic¦ [8].

Wyró»nianie du»ej liczby stadiów choroby mo»e by¢ trudne albo niemo»liwe z powodu niewystar-
czaj¡cych danych rzeczywistych. W rozprawie wyró»niamy wi¦c tylko dwie grupy � osób zdrowych
oraz chorych, czyli zainfekowanych (bez wyró»niania utajonej postaci choroby). Ponadto zakªadamy,
»e zaka»ona osoba mo»e zosta¢ wyleczona, to znaczy przestaje przenosi¢ patogen i wtedy powraca do
grupy osób zdrowych. Tak skonstruowany model zalicza si¦ do modeli SIS (susceptible � infected �
susceptible) [9]. W niniejszej rozprawie analizowane s¡ modele SIS.

Choroba mo»e rozwija¢ si¦ nie tylko w obr¦bie jednej podpopulacji, ale mo»e by¢ przenoszona
pomi¦dzy ró»nymi podpopulacji o ró»nym stopniu ryzyka � wówczas do modelowania stosujemy modele
krzy»owe. Skªadowymi takich modeli s¡ modele epidemiologiczne dla populacji jednorodnej � tutaj te
populacje staj¡ si¦ podpopulacjami populacji niejednorodnej.

Gªównym celem niniejszej rozprawy jest zwery�kowanie hipotezy badawczej mówi¡cej o tym, »e
modele krzy»owe s¡ konieczne do wªa±ciwego opisu rozprzestrzeniania si¦ epidemii w populacjach
niejednorodnych. Zastosowanie oddzielnych modeli dla podpopulacji w populacjach niejednorodnych
nie daje odpowiedzi na pytanie, czy epidemia b¦dzie si¦ rozprzestrzenia¢, czy te» nie � warunki dla
oddzielnych modeli nie s¡ wystarczaj¡ce. Ponadto zostaªa równie» postawiona hipoteza, »e w przy-
padku epidemii w populacji niejednorodnej (w rozprawie czynnikiem warunkuj¡cym niejednorodno±¢
jest stopie« zachorowalno±ci i zaka»alno±ci) mo»e nast¡pi¢ transmisja choroby z jednej podpopulacji
do caªej populacji, co powoduje rozwój epidemii [12].

W znanych opracowaniach dotycz¡cych modelowania krzy»owego dynamiki epidemii analizowane
s¡ w wi¦kszo±ci takie sytuacje, gdzie zakªada si¦, »e w poszczególnych podpopulacjach ró»ni¡cych si¦
stopniem ryzyka zachorowalno±ci (lub inn¡ cech¡ determinuj¡c¡ heterogeniczno±¢) parametry opisu-
j¡ce dane wielko±ci w ró»nych podpopulacjach maj¡ te same warto±ci. To zaªo»enie oznacza jednak,
»e dany model opisuje w rzeczywisto±ci dynamik¦ epidemii w populacji jednorodnej. Przypadki, kiedy
analogiczne parametry w ró»nych podpopulacjach ró»ni¡ si¦ warto±ciami, nie byªy rozwa»ane z powodu
zªo»ono±ci oblicze«. W rozprawie nie przyjmuje si¦ powy»szego zaªo»enia � zakªadamy, »e parametry
obrazuj¡ce okre±lon¡ wielko±¢ w ró»nych podpopulacjach maj¡ ró»ne warto±ci. Zaprezentowane s¡ tu
rezultaty, w których dane warunki (na przykªad gwarantuj¡ce stabilno±¢ stanów stacjonarnych okre-
±lonego ukªadu) maj¡ jawn¡ posta¢. Wedªug naszej wiedzy nie ma obecnie opracowa«, w których takie
wyniki w jawnej postaci byªyby prezentowane dla modeli dyskretnych.

Motywacj¡ do przeprowadzania bada« zawartych w rozprawie byªa obserwacja dynamiki epide-
mii gru¹licy w populacji niejednorodnej w województwie warmi«sko�mazurskim w latach 2003�2012.
W przypadku tej populacji jako grup¦ wysokiego ryzyka wybrano osoby bezdomne. Jako grup¦ niskiego
ryzyka przyj¦to pozostaª¡ cz¦±¢ populacji, czyli osoby niebezdomne. W latach 2004�2011 przeprowa-
dzono w tym województwie cztery programy wykrywania gru¹licy w±ród osób bezdomnych, które
potem leczono. Skutkiem zastosowania tych programów byª spadek zachorowalno±ci na gru¹lic¦ wy-
nosz¡cy 53 %, podczas gdy w caªym kraju wyniósª on 26 %. Spadek odnotowano nie tylko w±ród
osób bezdomnych, ale w caªej populacji w województwie warmi«sko�mazurskim. Wyniki programów
potwierdziªy hipotez¦, »e bezdomni mog¡ by¢ rezerwuarem patogenu gru¹licy i choroba ta mo»e by¢
przenoszona z tej grupy do caªej populacji.

W rozprawie przedstawiona zostaªa analiza dodatnio±ci i ograniczono±ci rozwi¡za« oraz lokalnej
stabilno±ci stanów stacjonarnych zaproponowanych modeli. W przypadku stanów stacjonarnych wy-
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branych modeli rozpatrywali±my równie» stabilno±¢ globaln¡ � konstruowali±my odpowiednie funkcje
Lapunowa albo skorzystali±my z koncepcji przedstawionej w [11], gdzie nie jest konieczne formuªowa-
nie takiej funkcji. W przypadku ukªadów dyskretnych okre±lone warunki (w tym na lokaln¡ stabilno±¢)
przedstawili±my w zale»no±ci od kroku dyskretyzacji.

W pierwszym rozdziale przedstawili±my najpierw ci¡gªy model dynamiki epidemii w populacji
jednorodnej, w którym zakªadamy zmienny napªyw do populacji. Model ten ma posta¢:

Ṡ = −βf(S, I) + γI +AS,

İ = f(S, I)− (γ + α−A)I,
(1)

gdzie S(t) oznacza liczebno±¢ (zag¦szczenie) osób zdrowych (podatnych na zaka»enie) w momencie t,
za± I(t) � liczebno±¢ osób chorych (zainfekowanych). Funkcja f(S, I) opisuje transmisj¦ choroby z grupy
osób chorych do grupy osób zdrowych. Jako funkcj¦ transmisji choroby f wybrali±my dwa najcz¦±ciej
stosowane typy funkcji: f(S, I) = SI

S+I (standardowa funkcja zapadalno±ci) oraz f(S, I) = SI (funk-
cja oparta na prawie dziaªania mas). Parametry β, α, γ obrazuj¡ odpowiednio transmisj¦ choroby,
wyzdrowienie i ±miertelno±¢ z powodu choroby, natomiast wspóªczynnik A � przyrost naturalny po-
pulacji oraz migracj¦. Aby zmniejszy¢ liczb¦ parametrów wyst¦puj¡cych w modelu (1), dokonali±my
jego przeskalowania otrzymuj¡c ukªad

x′ = −f(x, y) + y +Ax,

y′ = f(x, y)− (1 + α−A)y.
(2)

Okazuje si¦, »e model (2) mo»e opisa¢ sytuacj¦, gdy populacja rozrasta si¦ nieograniczenie przy dodat-
nim wspóªczynniku rozrodczo±ci netto. Taka sytuacja nie ma miejsca w rzeczywisto±ci. Z tego powodu
dokonali±my mody�kacji modelu (2) otrzymuj¡c ukªad

x′ = C − xy + y − µx,
y′ = xy − ky,

(3)

gdzie C jest staªym napªywem osobników do populacji, za± µ opisuje ±miertelno±¢ naturaln¡, natomiast
k = 1 + α + µ. W tak skonstruowanym modelu nie wyst¦puje przypadek nieograniczonego wzrostu
populacji.

Drugi rozdziaª dotyczy dyskretyzacji przeskalowanego modelu (3) z funkcj¡ transmisji choroby
opart¡ na prawie dziaªania mas. Najpierw zastosowali±my jawny (inaczej otwarty) schemat Eulera [2]
(EEM , z j¦zyka angielskiego: explicit Euler method/scheme). Schemat ten, pomimo swojej prostoty,
mo»e przyczyni¢ si¦ do wyst¡pienia zªo»onej dynamiki w ukªadzie. Skupili±my si¦ na analizie bifurkacji
podwojenia okresu oraz Neimarka�Sackera dla dodatniego stanu stacjonarnego w oparciu o podej±cie
przedstawione w [10]. Zastosowanie EEM mo»e spowodowa¢ wyst¦powanie ujemnych rozwi¡za« (co
w przypadku modelowania biologicznego nie powinno mie¢ miejsca) oraz niewªa±ciwego przybli»ania
danych rzeczywistych dla du»ych skal czasowych. Postanowili±my zatem zaimplementowa¢ równie»
jedn¡ z niestandardowych metod dyskretyzacji (NSDM , z j¦zyka angielskiego: non-standard discreti-
zation method), których koncepcj¦ przedstawiono w [13]. Po zastosowaniu tej metody dla modelu (3)
uzyskali±my ukªad

xn+1 =
xn(1− hµ) + hC + hyn

1 + hyn
,

yn+1 = yn(1 + h(xn − k)),
(4)

gdzie h oznacza krok dyskretyzacji. Z analizy obu ukªadów dyskretnych wynika, »e ukªad oparty na
NSDM zachowuje wªasno±ci modelu ci¡gªego znacznie lepiej ni» ukªad oparty na EEM .

W trzecim rozdziale badali±my dynamik¦ epidemii w populacji niejednorodnej. Najpierw dokona-
li±my analizy zaproponowanego w [14] modelu, opartego na ukªadzie (2), postaci

x′1 = −f(x1, y1)− β1f(x1, y2) + y1 +A1x1,

y′1 = f(x1, y1) + β1f(x1, y2)− (1 + α1 −A1)y1,

x′2 = −f(x2, y2)− β2f(x2, y1) + ηy2 +A2x2,

y′2 = f(x2, y2) + β2f(x2, y1)− (η + α2 −A2)y2,

(5)
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gdzie indeksy parametrów i zmiennych równe 1 i 2 odnosz¡ si¦ do podpopulacji odpowiednio niskiego
i wysokiego ryzyka, a wspóªczynniki β1 i β2 odzwierciedlaj¡ transmisj¦ choroby mi¦dzy podpopula-
cjami z podpopulacji odpowiednio wysokiego i niskiego ryzyka. Ukªad (5), podobnie jak ukªad (2),
obrazuje mo»liw¡ sytuacj¦ nieograniczonego wzrostu caªej populacji lub wybranej podpopulacji. Roz-
wa»yli±my równie» przypadek, gdy w ramach eliminacji choroby w caªej populacji stosujemy aktywne
wykrywanie w±ród zaka»onych osób z podpopulacji wysokiego ryzyka dla funkcji opartej na prawie
dziaªania mas.

W drugiej cz¦±ci rozdziaªu zbadali±my ukªad postaci

x′1 = C1 − x1y1 − β1x1y2 + y1 − µ1x1,

y′1 = x1y1 + β1x1y2 − (1 + α1 + µ1)y1,

x′2 = C2 − x2y2 − β2x2y1 + η2y2 − µ2x2,

y′2 = x2y2 + β2x2y1 − (η2 + α2 + µ2)y2.

(6)

Rozwa»ania dla tego ukªadu w znacznej mierze oparli±my na koncepcji wspóªczynnika odnowienia cho-
roby R0. Na podstawie analizy modeli (5) i (6) stwierdzili±my, »e dynamika modelu krzy»owego ró»ni
si¦ od dynamiki odpowiednich modeli dla podpopulacji rozpatrywanych oddzielnie. Je±li podpopulacje
s¡ odseparowane, to obie mog¡ istnie¢, je±li natomiast zachodzi interakcja mi¦dzy podpopulacjami, to
jedna z nich wymiera z powodu mi¦dzypodpopulacyjnej transmisji choroby. Uzyskali±my zatem po-
twierdzenie postawionej w rozprawie hipotezy badawczej, która wskazuje na konieczno±¢ stosowania
modeli krzy»owych do analizy przebiegu epidemii w populacjach niejednorodnych. Co wi¦cej, potwier-
dzili±my hipotez¦, »e choroba mo»e by¢ przenoszona z jednej podpopulacji (tutaj jest to podpopulacja
wysokiego ryzyka) do caªej populacji, co prowadzi do rozprzestrzeniania si¦ epidemii. Oznacza to,
»e aby kontrolowa¢ transmisj¦ choroby w populacji niejednorodnej, nie wystarczy zbadanie dynamiki
choroby w ka»dej z podpopulacji osobno, zwªaszcza kiedy podpopulacje cechuj¡ si¦ ró»nym ryzykiem
zaka»enia.

Czwarty rozdziaª dotyczy analizy ukªadów dyskretnych opartych na ukªadzie (6). Tak jak w roz-
dziale drugim, zastosowali±my EEM oraz NSDM . Poniewa» analiza ukªadu opartego na NSDM
prowadzi do niekonstruktywnych wyników, postanowili±my go upro±ci¢ poprzez przyj¦cie zaªo»enia
o braku transmisji choroby z grupy niskiego ryzyka do grupy wysokiego ryzyka. Tak powstaªy ukªad
ma inne wªasno±ci ni» ukªad pierwotny (na przykªad ma wi¦ksz¡ liczb¦ stanów stacjonarnych), dla-
tego dokonali±my jego peªnej analizy. Wyniki uzyskane w rozdziale potwierdzaj¡ hipotez¦ badawcz¡
postawion¡ w rozprawie.

W rozprawie zawarto wyniki symulacji numerycznych, które miaªy potwierdzi¢ przydatno±¢ ma-
tematycznej analizy w przypadkach rzeczywistych. Jako dane rzeczywiste posªu»yªy liczebno±ci osób
zdrowych i zainfekowanych w podpopulacjach osób bezdomnych i niebezdomnych w województwie
warmi«sko�mazurskim w latach 2001�2018. U»yto tych danych w celu obserwacji dynamiki gru¹licy
w kontek±cie analizy wpªywu programów wykrywania.

Badania nad tematyk¡ rozprawy przyczyniªy si¦ do opublikowania prac dotycz¡cych modelowania
dynamiki gru¹licy w populacjach niejednorodnych, w których autor rozprawy byª wspóªautorem. Tymi
artykuªami s¡ [4], [5], [6], [7] oraz [3]. Wyniki z rozdziaªów pierwszego i trzeciego s¡ zasadniczo w peªni
opublikowane odpowiednio w [6] i [3]. W rozprawie uwzgl¦dnili±my dodatkowo analiz¦ globalnej sta-
bilno±ci dla modelu ze staªym napªywem. Cz¦±¢ rezultatów z rozdziaªu drugiego jest zawarta w [7] �
przedstawiono tam wst¦pn¡ analiz¦ modeli dyskretnych opartych na EEM dla populacji jednorodnej
i niejednorodnej. W [5] podano warunki zaj±cia bifurkacji podwojenia okresu w modelu dla popula-
cji jednorodnej opartego na EEM . Analiza modelu dla populacji jednorodnej opartego na NSDM
zostaªa przedstawiona w [4].

Podkre±lmy, »e dzi¦ki uniwersalnemu charakterowi prezentowanych w rozprawie ukªadów, otrzy-
mane wyniki mo»na zastosowa¢ nie tylko do modelowania dynamiki chorób zaka¹nych. Rezultaty
mog¡ zosta¢ u»yte do obrazowania dynamiki ró»nych zjawisk w medycynie czy ekologii, na przykªad
oddziaªywania mi¦dzy komórkami lub konkurencji mi¦dzygatunkowej.
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