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W mojej pracy badam wiasno$ci homologiczne reprezentacji grupy lin-
iowej. Podstawowe narzedzie techniczne jakim sie postuguje: funktory $cisle
wielomianowe w sensie [FS] jest wynikiem dlugiego procesu ewolucji idei
matematycznych, dlatego chciatbym zacza¢ od opisania powodow jakie do-
prowadzity do jego wprowadzenia.

Aby oczekiwaé interesujacej teorii reprezentacji grupy GL,, (k) warto wyposa-
zy¢ ja w dodatkowa strukture. W sytuacji gdy k jest dowolnym ciatem, je-
dyna naturalna struktura jaka sie nasuwa jest struktura grupy algebraiczne;j.
Ta droga poszed} Schur w swoim stynnym doktoracie [S]. Rozwazat on reprezen-
tacje GL,(k) o wartosciach w skoniczenie wymiarowych przestrzeniach nad
k, dla ktérych homomorfizm strukturalny G L, (k) — GLy(k) jest opisany
jednorodnymi formutami wielomianowymi ustalonego stopnia d. Kluczowa
dla sukcesu tego podejscia byla obserwacja, ze tak uzyskana kategoria jest
izomorficzna z kategoria skonczenie wymiarowych reprezentacji pewnej alge-
bry lacznej S, 4(k), nazywanej algebra Schura. Reprezentacje tej algebry sa
od stu lat badane z wieloma sukcesami (patrz np. [Mal), przy czym rzecz
naturalna, wazna role w tych badaniach odgrywaja metody geometrii alge-
braicznej.

Tym niemniej z punktu widzenia algebry homologicznej (dla ktérej intere-
sujacy jest przypadek ciala k dodatniej charakterystyki) kategoria modutéw
nad algebra Schura pozostaje nadal beznadziejnie skomplikowana. W szczegdl-
nosci do niedawna byly znane jedynie nieliczne obliczenia grup Ext (gtéwnie
Ext') w tej kategorii, przy czym byly one uzyskiwane dosyé¢ prymitywnymi
metodami. Przelom przyniosty prace z polowy lat 90-ych inspirowane topolo-
gia algebraiczna. Otéz autorzy [HLS| prébujac zrozumieé niestabilne moduty
nad algebra Steenroda wprowadzili kategorie F, ktorej obiektami sa funktory



z kategorii skoniczenie wymiarowych przestrzeni nad ciatem skonczonym k do
kategorii przestrzeni nad k, zas morfizmami transformacje funktoréw. Jak
wykazala nastepna praca [FLS|, w F sa mozliwe efektywne obliczenia Extéw.
Co wazne za$, kategoria ta jest Scisle zwiazana z kategoria G'L,,(k)-modutéw,
poniewaz dla kazdego n, na przestrzeni F'(k™) dziala grupa Aut(k™) = GL, (k).
Nastepnym pomystem, tym razem pochodzacym od Friedlandera i Suslina
([F'S]) bylo zmodyfikowanie kategorii funktoréw zgodnie z ideami Schura tak,
aby mozna bylo w niej stosowa¢ metody geometrii algebraicznej. Ta udoskon-
alona kategoria: kategoria P, jednorodnych funktorow scisle wielomianowych
stopnia d i ich transformacji, jest kategoria robocza w mojej pracy. Mowiac
w wielkim skrécie, aby okresli¢ jednorodny funktor $cisle wielomianowy stop-
nia d nalezy: po pierwsze dla kazdej skonczenie wymiarowej przestrzeni V'
wybraé skoriczenie wymiarowa przestrzeii F'(V), po drugie za$ dla kazdej
pary skonczenie wymiarowych przestrzeni V, W, wybraé¢ jednorodne przek-
sztalcenie wielomianowe stopnia d z Homy (V, W) do Homy (F(V'), F(W)) tak,
aby byt spelniony odpowiedni warunek zgodnosci. W sytuacji gdy cialo k jest
nieskonczone, o funktorze scigle wielomianowym mozna mysle¢ po prostu jako
o funktorze, ktory dziala na morfizmach wielomianowo. Jednak gdy k jest
skoniczone, pojawia sie subtelna roznica wynikajaca z istnienia wielomianéw
majacych jedynie zerowe ewaluacje (precyzyjne definicje mozna znalezé w
[F'S], rozdz. 2 lub w paragrafie 1.1 mojej pracy).

Taki mniej wiecej stan rzeczy zastalem kiedy zaczalem sie interesowaé reprezen-
tacjami grupy liniowej. Moja uwage przykula zwlaszcza praca [FLS]|, ktéra
wraz z nastepujacymi po niej [FS] i [FFSS] pokazala, ze w kategorii funktoréw
mozliwe sa obliczenia Extow, ktore uzywajac tradycyjnego jezyka wydawaly
sie bardzo trudne. Ponadto w pracach [Be], [FS], [FFSS], [K1], [K2] zbadano
do$¢ doktadnie zwiazki kategorii funktoréw z dotychczasowymi podejsciami
do reprezentacji grupy liniowej. We wszystkich tych pracach dawaty sie jed-
nak wyraznie oddzieli¢ dwa watki: z jednej strony dowodzono bardzo ogdlne
twierdzenia dotyczace wlasnosci kategorii F, jej zwiazkow z reprezentac-
jami itd, z drugiej za$ prowadzono z sukcesami obliczenia grup Ext. Jed-
nak wszystkie konkretne obliczenia dotyczyly funktoréw bardzo szczegdlnej
postaci: tzw. funktoréw eksponencjalnych ([FFSS], str. 670), takich jak
potegi symetryczne i zewnetrzne (eksponencjalnosé poteg symetrycznych oz-
nacza, ze S"(V & W) = @, j—, S'(V) ® S7(W)). Poniewaz jednak wlasnosé
ekponencjalnosci jest szczegdlnym przypadkiem tzw. Formuly Rozktadu (por.



paragraf 1.3 mojej pracy), ktora dotyczy znacznie szerszej klasy funktoréw
(funktoréw Weyla i Schura), wiec uznalem, ze jest szansa na znacznie uogélnie-
nie obliczen w kategorii funktoréw pod warunkiem wykorzystania w wiekszym
stopniu narzedzi teorii reprezentacji. Tak wiec w centrum mojej uwagi znalazty
sie funktory Weyla i Schura, choé¢ pdzniej okazalo sie (jak czesto sie zdarza w
takich sytuacjach), ze cze$¢ obliczeni daje sie rozciagna¢ na zupekie dowolne
funktory (Tw. 2.7 w mojej pracy).

Zanim przejde do omowienia najwazniejszych wynikow mojej pracy, chciatbym
omoéwic jeszeze jedna kwestie. Poniewaz moim ostatecznym celem sa obliczenia
Extéow w kategorii GL,(k)-moduléw dla k charakterystyki p > 0, wiec
powinnidmy dokladniej przyjrze¢ sie zwiazkowi miedzy Extami w tej kat-
egorii, oraz w kategorii P4. Teoretyczne dokonania [Be] i [FFSS] (patrz
tez twierdzenia 1.2 i 1.7 w mojej pracy) mozna zamkna¢ w nastepujacym
stwierdzeniu:

Twierdzenie (Betley, Franjou—Friedlander—Scorichenko—Suslin)

Dla dowolnych F,G € Py, naturalne odwzorowanie:
Extp (F%,GY) — Extgy, 4o (F(K"), G(K™))

jest izomorfizmem dla dostatecznie duzych: ciala skonczonego k, oraz liczb
n,t.

Dopisek @ oznacza i-krotne skrecenie Frobeniusa funktora tzn. i-krotne
zlozenie go z funktorem przypisujacym przestrzeni ja sama ale z dzialaniem
ciala indukowanym przez automorfizm Frobeniusa. Koniecznos¢ uwzglednienia
tego skrecenia trudno heurystycznie wyjasnié¢, choé¢ jest to zjawisko znane
w matematyce co najmniej od [CKPS], natomiast sens pozostatych zalozen
jest w miare jasny. Wziecie duzego ciala wynika oczywiscie z tego, ze im
wieksze cialo k tym wiecej informacji algebrogeometrycznej zawieraja punkty
k—wymierne, zas wziecie duzej liczby n bierze sie stad, ze kategoria funktoréw
dobrze opisuje reprezentacje G L, (k) jedynie dla duzych n (sukces kategorii
funktoréw bierze sie prawdopodobnie wlasnie z tego, ze w naturalny sposéb
przybliza reprezentacje G L, (k) dla duzych n, a jak wielokrotnie zaobser-
wowano teoria reprezentacji grupy liniowej dla duzego n pod pewnymi wz-
gledami sie upraszcza). A zatem aby obliczy¢ Ext miedzy dwoma reprezentac-
jami (dla duzego n i duzego ciala skoriczonego), trzeba znalez¢ odpowiadajace
im funktory $cisle wielomianowe i obliczy¢ Ext miedzy ich skreceniami w kat-
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egorii Pg4. I tak np. gtéwnym wynikiem obliczeniowym [FS] bylo wyznacze-
nie grup Extp (1 @) 1@, (I oznacza funktor identycznogciowy) co prowadzi
p'L

do obliczenia Exty; o) (k", k") = H*(GLy,(k), M, (k)) z dziataniem G L, (k)
na macierzach przez sprzezenie, co jest trudnym, wciaz nieopublikowanym
wynikiem Boekstedta.

Bezposrednia inspiracje dla mojej pracy stanowit jednak artykul [FFSS].
Uogdlniajac metody [F'S] obliczono w nim min. Ext%;d l_(Dd(") , S99 edzie

DYV := (V®4)¥ ¢ oznacza funktor d—tej potegi podzielonej, zas S¥(V) :=

(V®d)s, funktor d-tej potegi symetrycznej (nad ciatem dodatniej charak-

terystyki te funktory nie sa izomorficzne). Interesujacy byt juz sam wynik.

Ot6z jesli oznaczymy przez A; grupe Ext% (ID I®) (jest to przestrzern
p'L

jednowymiarowa w gradacjach parzystych mniejszych niz 2p‘, oraz zerowa

poza nimi), to latwo obliczy¢ B; = Extp (I ®d@) 1240 wraz ze struk-
dp?

tura Y4-bimodulu (B; = (A;)% ® k[%y], struktura ¥;-bimodutu jest dana
formula: 0.a; ® ... ® a4 ® €7\ = G5(1) @ ... ® Goa) ® €57x). Okazuje sie, ze
Extp (D) 540)) = 5 (B;)s,, a wiec uzyskujemy te grupy z Ext%d (1240,

dp® P’

1249 przez zastosowanie dokladnie tych samych operacji algebraicznych tzn.
koniezmiennikéw, ktérych uzylismy aby otrzymaé funktory D? i S? z potegi
tensorowej (po lewej stronie niezmienniki zamienily sie na koniezmienniki
poniewaz Ext zalezy od pierwszej wspélrzednej kontrawariantnie). W tej
sytuacji wydato mi sie bardzo naturalne pytanie o to dla jakiej klasy funk-
torow tego rodzaju opis Extow ma miejsce. Temu problemowi poswiecony
jest drugi rozdzial mojej pracy (rozdzial pierwszy zawiera wstepne informa-
cje z algebry homologicznej i teorii reprezentacji, w szczegdlnosci znacznie
bardziej szczegdétowo omdwione sa fakty jakie naszkicowalem w dotychcza-
sowej czedci autoreferatu).

Narzedziem, ktore pozwala precyzyjnie formutowaé wyniki rozdziatu 2 jest
pojecie injektywnej, oraz projektywnej symetryzacji funktora $cisle wielo-
mianowego F (Definicja 2.1). Jest to addytywny, k-liniowy funktor f :
{[S4)-mod} — {k-mod} taki, ze f(V®?) = F(V), ktéry spelia dodatkowo
pewien warunek techniczny nieco inny w przypadku injektywnym i projek-
tywnym. Pierwsze wazne twierdzenie rozdziatu 2, moéowi:

Twierdzenie 2.7 Dla dowolnego F' € Py, oraz dowolnego diagramu



wielkosci d:
Extp (DM, FO) = ™ (s*(B)).
dp?

Oznaczenia uzyte w sformutowaniu twierdzenia maja nastepujacy sens: DH
oznacza DM ®...® D" dla diagramu Younga p wielkosci d, f jest dowolna
symetryzacja injektywna F', zas s* jest oczywista symetryzacja injektywna
funktora S*. Sama formule rozumiemy tak, ze najpierw stosujemy s* do lewej
Yg-struktury B;, a nastepnie f™ do prawej. Oczywiscie Twierdzenie 2.7 (i
wszystkie nastepne) moze by¢ przettumaczone na jezyk GL,(k)-modutéw
jako obliczenie grup Extg; o (DY k"), F(k")) dla duzego ciala skoficzonego
k i liczby n. Kolejne twierdzenie daje prosty, abstrakcyjny warunek na to
aby dla F,G € Py, Ext miedzy skreceniami wyrazal sie w sposéb czysto
algebraiczny przez B;:

Twierdzenie 2.8 Zatdzmy, e Extp (Fol®" G)=0dlan>0. Wowczas:
Bxtp (FO,GY) = (f7%, g")(B).

W powyzszej formule (f, gP"#) oznacza pewna nieco bardziej skomplikowana
operacje algebraiczna (patrz str. 43), wyznaczona jednoznacznie przez symetry-
zacje [, gP" (gP" jest z kolei symetryzacja projektywna G). Najwazniejszym
przyktadem funktoréw spetniajacych zalozenia Twierdzenia 2.8 sa funktory
Weyla i Schura stowarzyszone odpowiednio z diagramami Younga pu, A wielko$-
ci d. W tej konkretnej sytuacji opis Extow sie upraszcza i przyjmuje postac:

Twierdzenie 2.9
Bxtp (W, 8Y) = sx(s,(By)).

gdzie s, s\ oznaczaja oczywiste symetryzacje funktoréw Schura. Pod koniec
rozdzialu zajmuje sie rozmaitymi przykladami pokazujacymi granice stosowal-
nosci Twierdzenia 2.8, oraz wskazujacymi na zwiazki pojecia symetryzacji z
kros—efektami funktora i funktorem Schura w sensie [Ma] (nie myli¢ z Sy).
Metody jakich uzywam w tym rozdziale maja dosy¢ ogdlny charakter i opier-
aja sie w gruncie rzeczy na klasycznych zwiazkach miedzy reprezentacjami
grupy liniowej i symetrycznej wynikajacych z dzialania ich obu na potedze
tensorowe] przestrzeni.

Rozdzial 3 ma zupelnie inny charakter. Poswiecony jest badaniu koho-



mologii wprowadzonego przeze mnie kompleksu Schura—De-Rhama. Kom-
pleks ten jest teorioreprezentacyjnym uogdlnieniem klasycznego ciagu De—
Rhama, ktéry byt kluczowym narzedziem technicznym w [FLS], [FS], [FFSS].
Uzywam go w nastepnym rozdziale do dalszych obliczen grup Ext. Jednakze
obiekt, ktéry mial by¢ jedynie narzedziem technicznym okazal sie by¢ bardzo
ciekawy sam w sobie. Kompleks Schura—De-Rhama S, jest kompleksem
funktorow Scisle wielomianowych stowarzyszonym z dowolnym diagramem
Younga A. Jego definicja jest formalnie podobna do definicji znanego od
dawna kompleksu Schura, lecz jego kohomologie sa bardzo ciekawe. Jak
dotad udalo mi sie zrozumie¢ je jedynie czedciowo, na szczescie w zakresie
wystarczajacym do zastosowan jakie mialem na mysli. Jezyku do ich opisu
dostarcza kombinatoryka uzywana klasycznie do opisu struktury blokowej
reprezentacji grupy symetrycznej (réwniez kategorii P,). Wykazuje najpierw:

Fakt 3.3 Jesli A ma nietrywialny p—rdzen to Sy jest acykliczny.

Natomiast gdy rdzen A jest pusty to udalo mi sie opisa¢ kohomologie w sytu-
acji gdy p—iloraz A sklada sie doktadnie z jednego diagramu p (uzywam wtedy
oznaczenia A = F'(u)):

Twierdzenie 3.7
H*<SF(M)) =S,

Dowdd Twierdzenia 3.7 jest dosy¢ skomplikowany i wymaga gtebokiego wnik-
niecia w kombinatoryke diagramow Younga, odpowiednio$¢ miedzy p—haczyka-
mi w diagramie i pudetkami w p—ilorazie itp. Tym niemniej twierdzenie i jego
dowdd rzuca, jak sadze, nowe $wiatlo na kombinatoryke stosowana dotad w
zupelnie innej sytuacji. Rozdzial koncza spekulacje dotyczace hipotetycznych
zwiazkow kohomologii Sy z p—ilorazem w sytuacji ogolnej.

W rozdziale 4 uzbrojony w kompleks Schura-De-Rhama wracam do prob-
lemu obliczania grup Ext. Prébuje w nim uogdélni¢ Tw. 2.9 na przypadek dia-
graméw roznej wielkosci. Glowny wynik te%o rozdziatu, Twierdzenie 4.9, daje

oczekiwany opis grup ExtP . (”3 ) S ) dla diagramoéw p, A wielkosci
dp® J

d (F? oznacza j—krotne zastosowanie operacji F, ktéra powicksza diagram
p-krotnie):

Twierdzenie 4.9



gdzie ¥4-bimodul B;; jest odpowiednia modyfikacja B; (patrz str. 83). Podob-
nie jak w rozdziale 3, sytuacja dramatycznie sie komplikuje gdy rozwazamy
diagramy o ilorazie ztozonym z kilku diagraméw. Sprawia to, iz problem
obliczenia grup ]ib(t%(VViSi“)7 SS)) dla dowolnych diagraméw g, A pozostaje
daleki od rozwiazania. Tym niemniej rozwazania jakie prowadze pod koniec
rozdzialu 4 sugeruja pewien sposob systematycznego atakowania tego prob-
lemu, wyraznie wskazujac np. na jego zwiazek z Formula Littlewooda—
Richardsona.

Moja praca powstala jako proba uogolnienia i usystematyzowania obliczen
grup Ext w kategorii funktoréow. Wyniki 2—go i 4-go rozdzialu mozna trak-
towaé jako daleko idace uogdlnienie obliczen [FFSS]. Oczywiscie droga do
pelnego zrozumienia Extéw w kategorii P jest nadal daleka. Mam jednak
nadzieje, ze moja praca wykazala, iz obliczenia zapoczatkowane w [FLS]
nie sa izolowanym fenomenem specyficznym dla konkretnych funktoréw ale,
ze mozna liczy¢ na strukturalne zrozumienie wielu Extow w tej kategorii.
Zas motywacji do dalszych obliczenn moze dostarczy¢ chocby znana hipoteza
Lusztiga dotyczaca charakteréw modularnych reprezentacji prostych G L, (k),
ktéra mozna zredukowaé¢ do obliczenia Ext! miedzy funktorami prostymi
spetniajacymi pewien warunek leksykograficzny (patrz np. [Do).
Nieoczekiwanie ciekawym problemem okazalo sie badanie kohomologii kom-
pleksu Schura-De-Rhama. Szczegdlnie intrygujacy wydal mi sie jezyk jakiego
musialem uzy¢ do ich opisu (uczac sie go po drodze). Mam nadzieje, ze dalsze
badania pozwola lepiej zrozumieé¢ zwiazki algebry homologicznej z kombina-
toryka blokowa, ktore obecnie wydaja sie dosy¢ tajemnicze. Problem opisu
kohomologii Sy w sytuacji ogdlnej, czy tez zrozumienie Ext%dp(f 2d(1) S))
(Hipoteza 4.14) wydaja sie by¢ dobrym punktem wyjscia do dalszych do-
ciekan.
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