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Niewiele obiektow w matematyce jest tak prostych, jak wielomiany.
Ucza sie o nich juz uczniowie w szkotach. Maja wszystkie wlasnosci
funkcji cigglych, rézniczkowalnych, a nawet analitycznych. Ich bogata,
a zarazem sztywna struktura sprawia, ze z jednej strony odwazamy sie
stawia¢ pytania, ktore w przypadku funkcji stabszych klas bylyby bar-
dzo proste, z drugiej za$ niektore pytania, proste w przypadku innych
klas funkcji, stajg sie bardzo trudne w przypadku wielomianéw.

Dla przyktadu, z doktadnoscig do dyfeomorfizmu jest jeden dwuwy-
miarowy torus. W przypadku toruséw zespolonych, kazdy daje sie
otrzymaé jako iloraz C/M, gdzie M jest pewna krata w C (grupa
izomorficzng z Z @ Z), przy czym nie kazde dwie kraty sa rownowazne
(lemat Schwartza). Szczesliwie, w tym przypadku klasyfikacja anality-
czna jest rownowazna algebraicznej. Ale nie jest to regula, jak pokazuja
chociazby powierzchnie K3. Dodajmy, ze méwimy o obiektach glad-
kich. Gdy dopuszczamy osobliwosci, réznice sg daleko wieksze.

Badanie réznic pomiedzy klasami dyfeomorfizméw, izomorfizmoéow
analitycznych i izomorfizmoéw algebraicznych danych obiektow jest za-
daniem glebokim i wysoce nietrywialnym.

Dlatego tez niezwykle jest na pierwszy rzut oka twierdzenie Abyan-
khara, Moha i Suzukiego. Moéwi ono, ze kazda krzywa algebraiczna w
C? dyfeomorficzna z dyskiem jest algebraicznie izomorficzna z prosta.
Co ciekawe, przestaje ono pracowaé, gdy dopuscimy krzywe anality-
czne. Ponadto, krzywe homeomorficzne z dyskiem nie sg izomorficzne
z prosta. Mianowicie, twierdzenie Zaidenberga — Lina moéwi, ze kazda
krzywa algebraiczna w C2 homeomorficzna z dyskiem, jest izomorficzna
z krzywa postaci (t7,t9), dla p i ¢ wzglednie pierwszych liczb natural-
nych. Naturalnie, w przypadku analitycznym i to twierdzenie to nie
zachodzi.

Jednym z gléwnych probleméw na drodze ku dowodzeniu twierdzen
tego typu jest brak ogélnych metod postepowania. Owszem, dowodow
twierdzenia Abyankhara — Moha — Suzukiego jest kilkanascie. Twier-
dzenie Zaidenberga — Lina réwniez doczekalo sie kilku alternatywnych
dowoddéw. Jednakze w dowodach tych trudno dostrzec jaka$ gene-
ralng metode postepowania z krzywymi algebraicznymi w C2. O ile
badanie wlasnosci lokalnych krzywej — czyli kietka gtadkiej badz oso-
bliwej krzywej algebraicznej — jest zagadnieniem dobrze zbadanym, o
tyle przejscie od analizy lokalnej do globalnej nastrecza duzych trud-
nosci ze wzgledu na brak stosownych narzedzi. Do nielicznych naleza
formuta na genus, lub réwnowazne twierdzenie Poincarégo—Hopfa oraz
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nieréwnos¢é Bogomolova, Miyaoki i Yau (BMY). Jak do tej pory, sto-
sowanie tej ostatniej doprowadzito do wielu interesujacych rezultatow,
ktore jednak nie sa na razie na miare oczekiwan.

W rozprawie uzyskano wyniki w pewnym stopniu uogdélniajace twier-
dzenie Zaidenberga-Lina. Dotycza one klasyfikacji krzywych algebra-
icznych na plaszczyznie, ktorych charakterystyka Eulera wynosi 0. Tu-
taj omowie glowne zalozenia tej pracy.

Pierwsza cze$¢ stanowi poglebiona analiza lokalna kietka osobliwosci
krzywej algebraicznej z jedng skladowa. Kielek taki, z dokladnoscia
do topologicznej rownowaznoéci, jest wyznaczany przez cigg charak-
terystyczny okreslony jako (n;my,...,my;), gdzie my < --- < m; oraz,
jesli ny = NWD(n,my) i nipp = NWD(n;,miiq), to iy # 1 = ny.
Osobliwosé jest wtedy topologicznie réwnowazna x = t", y = t" +
1" 4 ...+ t"™. Wszystkie niezmienniki topologiczne daja sie wyrazié
za pomocy ciggu charakterystycznego. W szczegblnosci mozna wyz-
naczy¢ np. liczbe Milnora takiej osobliwosci.

W pracy doktorskiej, ktora jest kompilacjg prac [BoZol] i [BoZo2],
wprowadzamy nowy niezmiennik topologiczny, kowymiar. Mierzy on,
jak czesto spotykana jest konkretne osobliwosé. Mianowicie, dla usta-
lonego n szukamy warunkéw na wspoélczynniki szeregu y(t) = >yt
zeby osobliwos¢ (t",y) byta typu (n;m4,...,m;). Podobny kowymiar
mozna zdefiniowaé¢ dla kietkéw osobliwosci zlozonych tj. majacych
wiecej niz jedna skltadowa. Znajdujemy bardzo eleganckie oszacowa-
nie wigzace ze sobg liczbe Milnora, kowymiar i krotnosé osobliwosci w
punkcie.

Drugim etapem jest przej$cie od analizy lokalnej do globalnej. Do-
konuje sie ono réwnolegle na dwa sposoby. Po pierwsze, na krzywej
C' zadanej przez F(z,y) = 0 okreslamy pole hamiltonowskie Xp. Jest
ono styczne do C' i nie znika poza punktami osobliwymi krzywej. Ma
tez bieguny na przecieciach krzywej z linig w nieskoriczonosci. Kiedy
przeciggniemy to pole na normalizacje krzywej 1 wymnozymy je przez
pewng funkcje skalarng zeby zlikwidowaé bieguny, otrzymamy pole
wektorowe v na gladkiej powierzchni Riemanna. Jako, ze krzywa byta
wymierna, powierzchnia ta jest po prostu dwuwymiarowg, sferg.

Dla danego punktu osobliwego krzywej, suma indeksow pola v na
przeciwobrazach przy normalizacji, wyraza sie w terminach liczby Mil-
nora i ilodci gatezi. Doktadniej, wynosi ona p+r—1 (r — ilos¢ galezi).
Wielkosé te oznaczamy 26 i nazywamy podwojong liczbg punktéow pod-
wojnych ukrytych w punkcie osobliwym. Definicja ta uzasadniona jest
po pierwsze przez to, ze dla prostego samoprzeciecia mamy 2. Poza
tym, jesli wezmiemy punkt osobliwy i generyczne zaburzenie krzywej
w klasie krzywych wymiernych, to punkt osobliwy rozpadnie si¢ na
doktadnie § punktéw podwodjnych. Jako ze pracujemy wylacznie w
klasie krzywych wymiernych, wielko$¢ ta jest o wiele bardziej natu-
ralna, niz liczba Milnora, ktéra wymaga stosowania zaburzen wykracza-
jacych poza klase krzywych wymiernych.
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Podobnie mozemy badaé¢ indeks pola wektorowego v w punktach
bedacych przeciwobrazami punktéw w nieskonczonosci krzywej C'. Jest
on $cisle powiazany z liczbg Milnora ewentualnej osobliwo$ci w nie-
skonczono$ci, oraz z rzedami funkcji = i y parametryzujacych krzywa
C. Indeks w nieskoriczonosci jest prawie zawsze ujemny.

Suma indekséw pola v musi wynosi¢ 2. W naszym przypadku oz-
nacza to, ze krzywa, ktéra ma mie¢ ograniczong liczbe samoprzecieé,
moze mieé¢ albo maty co do modutu indeks w nieskoriczonosci (co bardzo
ogranicza jej stopieri), albo duza liczbe punktéw podwojnych ukrytych
w punktach osobliwych w swojej skoriczonej czesci. I tu dochodzimy
do drugiego przejscia od analizy lokalnej do globalne;j.

A mianowicie, im wieksza liczba Milnora osobliwosci, tym wiekszy
kowymiar. Fundamentalne, udowodnione przez H. Zotadka twierdze-
nie szacuje sume kowymiaréw osobliwoSci przez wymiar przestrzeni
parametrycznych krzywych, inaczej moéowiac przez liczbe parametrow.
Oznacza to, ze krzywa bez punktéw osobliwych znajduje sie pomiedzy
mtlotem a kowadlem. Z jednej strony musi mie¢ punkty osobliwe z
duza liczba Milnora, a wiec z duzym kowymiarem, z drugiej za$ suma
jej kowymiaréw nie jest za duza. W zwiazku z tym jest szansa, ze da sie
znalez¢ wszystkie pierscienie bez punktéw podwdjnych, lub tez krzywe
z jednym punktem w nieskoriczonos$ci i jednym punktem podwo6jnym.

W istocie, dzieki opisanym oszacowaniom, udaje si¢ to zrobi¢. Wy-
liczenie to jest jednak zmudne. Znaleziono 21 przypadkéw krzywych
wielomianowych z jednym punktem w nieskorniczonosci i jednym samo-
przecieciem. Wgrod nich jest 16 nieskoriczonych serii oraz 5 przypad-
kow szczegdlnych. Poza tym, mamy 23 przypadki pierScieni — czyli
krzywych izomorficznych z C*. W tym zawiera sie 18 serii i 5 przy-
padkéw szczegbdlnych. W jednej z tych serii mamy rodzine zalezng od
cigglych parametrow. W tych 23 przypadkach zawiera sie¢ siedem serii
i dwa przypadki szczegolne pierécieni gtadkich.

Pokazanie, ze lista ta jest kompletna wymaga odrzucenia kilkudzie-
sieciu potencjalnych kandydatow. W zwigzku z tym trudno jest mieé
nadzieje na jakie$ rozszerzenie wyniku i na przyktad klasyfikacje piers-
cieni z jednym samoprzecieciem. Ztozonoé¢ obliczeniowa takiego prob-
lemu bytaby bowiem bardzo duza.

Wydaje sie wiec, ze klasyfikacja krzywych afinicznych, dla ktérych
X = 0 jest najbardziej ztozonym problemem dostepnym tymi meto-
dami.
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