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Tematem rozprawy są algorytmy dla wybranych problemówściėzkowych w
grafach planarnych i ich zastosowania. Pojęcieproblemy ściėzkoweodnosi się do
zagadnién związanych z projektowaniem algorytmów wyszukującychw grafach
ściėzki o zadanych własnościach. Koncentrujemy się przede wszystkim na wyszu-
kiwaniu najkrótszych́sciėzek oraźsciėzek o zadanej długości. Jest to jeden z naj-
ważniejszych, najbardziej naturalnych i najintensywniej badanych obszarów algo-
rytmicznej teorii grafów. Problemýsciėzkowe pojawiają się jako podproblemy w
wielu innych wȧznych zagadnieniach algorytmiki (dobrymi przykładami sąmak-
symalny przepływ i najliczniejsze skojarzenie). Efektywne algorytmy dla proble-
mów ściėzkowych są tak̇ze istotne w licznych zastosowaniach praktycznych, ta-
kich jak projektowanie architektury i protokołów dla siecikomputerowych, czy
optymalizacja transportu w sieciach połączeń drogowych. Grafy, będące abstrak-
cjami tych oraz innych występujących w rzeczywistości sieci, bardzo często są
planarne lubbliskie grafom planarnym. Dlatego nasze rozważania ograniczyli-
śmy do tej szczególnie interesującej klasy grafów, co pozwoliło na wykorzystanie
ich specyficznych własności.

Wyrocznie najkrótszych ściėzek W praktyce często spotyka się sytuację, w
której serwer przechowujący informacje o strukturze grafu (sieci) musi szybko
przetwarzác du̇ze ilości zapytán. Skupimy się na zapytaniach postaci:znajdź naj-
krótszą ściėzkę łączącą wybraną parę wierzchołków. Naturalnym podejściem jest
wstępne przetworzenie grafu (preprocessing) w taki sposób, aby otrzymać struk-
turę danych, z której pomocą można szybko obsługiwác nadchodzące zapytania.
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Współczesne sieci bywają tak rozległe,że nie mȯzna zaakceptować podej́scia po-
legającego na obliczeniu w fazie wstępnej wyników wszystkich mȯzliwych za-
pytán. Badacze dą̇zą więc do uzyskania możliwie krótkiego czasu odpowiedzi na
zapytania, zachowując jednocześnie akceptowalną złożonósć czasową i pamię-
ciową fazy tworzenia struktury danych. Niemniej jednak, rezultaty w tej dziedzi-
nie mają często formę kompromisu pomiędzy tymi wielkościami. Dla przykładu,
Hristo Djidjev [3] podał strukturę danych zajmującą pamięć rozmiaruO(n4/3) i
umȯzliwiającą przetwarzanie jednego zapytania w czasieO(n1/3 log n). Gdy czas
przetworzenia zapytania jest stały lub bliski stałemu, taką strukturę przyjęło się
nazywác wyrocznią(ang.oracle).

Ściėzki ograniczonej długósci W rozprawie du̇zo miejsca póswięcamy przetwa-
rzaniu zapytán specjalnej postaci, zaproponowanej po raz pierwszy przezDavida
Eppsteina [5]:

Sprawdź, czy dwa zadane wierzchołki grafu są odległe o
nie więcej ni̇z k i jeśli tak, zwróć odpowiednią najkrótszą
ściėzkę.

Liczbak jest ustaloną stałą, natomiast przetwarzany graf jest niezorientowanym
grafem planarnym bez wag na krawędziach. Eppstein proponuje dwie struktury
danych umȯzliwiające przetwarzanie opisanych zapytań. Przy pierwszym podej-
ściu struktura danych zajmuje pamięć rozmiaru liniowego, lecz czas przetwarza-
nia zapytán wynosiO(log n), gdzien jest liczbą wierzchołków grafu. Przy drugim
podej́sciu zapytania obsługiwane są w czasie stałym, lecz rozmiar pamięci zajmo-
wanej przez strukturę danych rośnie doO(n log n). Zauwȧzmy, że w pierwszej
wersji optymalny jest rozmiar struktury, natomiast w drugiej optymalny jest czas
przetwarzania zapytań. Nie sposób unikną́c tu naturalnego pytania: czy można
skonstruowác wyrocznię, dla którejoba te parametry są optymalne? Okazuje się,
że jest to mȯzliwe.

Nowa wyrocznia W oparciu o nasz artykuł [10] w rozdziale pierwszym przed-
stawiamy wyrocznię o rozmiarze liniowym, konstruowaną wczasie liniowym
i umożliwiającą przetwarzanie zapytań w czasie stałym. W dalszej kolejności
prezentujemy istotne rozszerzenia i uogólnienia wprowadzonej struktury danych,
opisane w naszej kolejnej pracy [9]. W szczególności pokazujemy, w jaki sposób
aktualizowác strukturę wyroczni po dodaniu lub usunięciu krawędzi,a tak̇ze po
wykonaniu innych naturalnych operacji na grafie. W ten sposób nasza wyrocznia
zyskuje unikalną mȯzliwość pracy wśrodowisku dynamicznym. Złȯzonósć cza-
sowa aktualizowania wyroczni po usunięciu krawędzi wynosiO(1), natomiast po

2



wstawieniu krawędziO(logk
n). Pokazujemy równiėz, że niewielkie modyfika-

cje struktury wyroczni pozwalają na jej wykorzystanie do zorientowanych grafów
planarnych, bez pogorszenia złożonósci czasowej i pamięciowej. Oprócz najkrót-
szychściėzek, rozwȧzamy tak̇ze wyszukiwaniésciėzek o zadanej długości, uzy-
skując analogiczne wyniki.

Twierdzenie strukturalne Efektywnósć zaproponowanej wyroczni opiera się na
następującym twierdzeniu, które wydaje się zasługiwać na osobną uwagę. Poka-
zujemy mianowicie,̇ze dla dowolnej stałejk można tak zorientowác krawędzie
grafu planarnego, niektórym z nich nadając oba kierunki,że stopnie wychodzące
wierzchołków w tak otrzymanym grafie są ograniczone oraz jeśli wierzchołkiu
i v są połączonésciėzką w oryginalnym grafie, to w grafie zorientowanym ist-
nieją dwieściėzki, pierwsza odu do pewnego wierzchołkax oraz druga odv do
x i takie, że suma ich długósci wynosi dokładniek. Wczésniej znany był jedynie
szczególny przypadek tego twierdzenia mówiący,że krawędzie dowolnego grafu
planarnego mȯzna tak zorientowác, aby stopnie wychodzące wierzchołków były
nie większe ni̇z 3.

Kolorowanie grafów bez trójkątów W rozdziale drugim rozprawy opisujemy
interesujące zastosowanie przedstawionej wcześniej wyroczniściėzek o ograni-
czonej długósci. Okazuje się,̇ze nasza struktura danych może zostác użyta w kolo-
rowaniu grafów, dziedzinie pozornie mało związanej z problemamiściėzkowymi.
W problemie kolorowania grafu należy przypisác wierzchołkom grafukolory tak,
aby kónce kȧzdej krawędzi otrzymały inne kolory. Tematyka kolorowania wierz-
chołków grafów planarnych budzi ogromne zainteresowanie badaczy ju̇z od dru-
giej połowy XIX wieku. Odkąd twierdzenie o czterech barwach zostało udowod-
nione najwȧzniejsze otwarte problemy poznawcze w tej dziedzinie dotyczą kolo-
rowania z u̇zyciem jedynie trzech kolorów. Od 1959 roku znane jest twierdzenie
Grötzscha [6], które mówi,̇ze wierzchołki dowolnego grafu planarnego nie zawie-
rającego trójkątów (tj. cykli długósci 3) mȯzna pokolorowác trzema kolorami. Dla
badaczy zajmujących się algorytmiczną teorią grafów było jasne,̇ze istniejące do-
wody tego twierdzenia odpowiadają wielomianowym algorytmom. Skonstruowa-
nie efektywnego algorytmu, tj. bliskiego algorytmowi liniowemu, pozostawało
jednak problemem otwartym. Okazało się,że u̇zycie wyroczniściėzek o ograni-
czonej długósci pozwala przezwycię̇zyć kluczowe trudnósci na drodze do tego
celu. Po zmodyfikowaniu dowodu twierdzenia i opracowaniu dodatkowych tech-
nik algorytmicznych udało się skonstruować algorytm o złȯzonósciO(n log n).
Rozdział drugi zawiera dokładny opis tego algorytmu, a jegotrésć odpowiada na-
szemu artykułowi [8].
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Praktyczne algorytmy wyszukiwania cykli W trzecim, ostatnim rozdziale roz-
prawy powracamy do problemóẃsciėzkowych. Naszą uwagę koncentrujemy na
wyszukiwaniu w grafach planarnych krótkich cykli, o długości co najwẏzej 6.
Jest to dósć naturalny problem, który dodatkowo znajduje liczne zastosowania w
innych obszarach algorytmicznej teorii grafów, takich jakkolorowanie, czy tėz
testowanie stopnia spójności grafu. W ostatnich latach powstały algorytmy, które
dla dowolnej stałejk znajdują cykl długósci k w czasie liniowym. Jeden z ta-
kich algorytmów otrzymujemy jako zastosowanie naszej wyroczni wyszukującej
ściėzki zadanej długósci. Niemniej jednak praktyczne znaczenie tych algorytmów
wydaje się niewielkie ze względu na bardzo poważną zalėznósć złożonósci cza-
sowej od wartósci stałejk. Dlatego w ostatnim rozdziale zajmujemy się na kon-
struowaniem liniowych i w pełni praktycznych algorytmów wyszukiwania cykli
o zadanych długósciach. Przedstawiamy własne, nowe podejście do problemu,
jak równiėz rozwijamy wczésniejsze pomysły innych autorów [2, 1]. Zaimple-
mentowalísmy zamieszczone algorytmy i przeprowadziliśmy szereg testów po-
twierdzających ich praktyczną efektywność. Jako efekt uboczny naszych rozwa-
żán otrzymalísmy tak̇ze interesujące twierdzenie kombinatoryczne, które mówi,
że maksymalna liczba cykli długości k w n-wierzchołkowym grafie planarnym
wynosi Θ(n⌊k/2⌋). Wczésniej podobny problem kombinatoryczny rozważał Da-
vid Eppstein. Pokazał on [4],że grafH występujeO(n) razy jako podgraf dowol-
nego grafu planarnegoG wtedy i tylko wtedy gdyH jest 3-spójny (zauwȧzmy,
że jedynym3-spójnym cyklem jest trójkąt). Treść ostatniego rozdziału odpowiada
naszemu artykułowi [7].
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