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Tematem rozprawy sa algorytmy dla wybranych problensawezkowych w
grafach planarnych i ich zastosowania. Pojguizblemy Sciekoweodnosi sie do
zagadnié zwiazanych z projektowaniem algorytméw wyszukujacychgrafach
Sciezki 0 zadanych wiasrsziach. Koncentrujemy sie przede wszystkim na wyszu-
kiwaniu najkrotszyctsciezek orazsciezek o zadanej diudgsei. Jest to jeden z naj-
wazniejszych, najbardziej naturalnych i najintensywniejdaych obszaréw algo-
rytmicznej teorii graféw. Problem§ciezkowe pojawiaja sie jako podproblemy w
wielu innych wanych zagadnieniach algorytmiki (dobrymi przyktadamnsak-
symalny przeptyw i najliczniejsze skojarzenie). Efektynaigorytmy dla proble-
moéw Sciezkowych sa take istotne w licznych zastosowaniach praktycznych, ta-
kich jak projektowanie architektury i protokotéw dla sid@mputerowych, czy
optymalizacja transportu w sieciach potaczirogowych. Grafy, bedace abstrak-
cjami tych oraz innych wystepujacych w rzeczywistosieci, bardzo czesto sa
planarne lubbliskie grafom planarnym. Dlatego nasze rozaaia ograniczyli-
Smy do tej szczegolnie interesujacej klasy graféw, co mditsna wykorzystanie
ich specyficznych wiasrsi.

Wyrocznie najkrotszych sciezek W praktyce czesto spotyka sie sytuacje, w
ktérej serwer przechowujacy informacje o strukturze grégieci) musi szybko
przetwarza duze ilosSci zapyta. Skupimy sie na zapytaniach postaariajdz naj-
krétsza Scieke taczaca wybrana pare wierzchotkd\aturalnym podéjciem jest
wstepne przetworzenie grafpréprocessingw taki sposéb, aby otrzyngsstruk-
ture danych, z ktérej pomoca mma szybko obstugiwanadchodzace zapytania.
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Wspobtczesne sieci bywaja tak rozlegte, nie mana zaakceptovigpodegcia po-
legajacego na obliczeniu w fazie wstepnej wynikéw wskigst mazliwych za-
pytah. Badacze dea wiec do uzyskania natiwie krétkiego czasu odpowiedzi na
zapytania, zachowujac jedno&rée akceptowalna zZkmndat czasowa i pamie-
ciowa fazy tworzenia struktury danych. Niemniej jednagultaty w tej dziedzi-
nie maja czesto forme kompromisu pomiedzy tymi widgiami. Dla przyktadu,
Hristo Djidjev [3] podat strukture danych zajmujaca gaénrozmiaru®(n*/?) i
umazliwiajaca przetwarzanie jednego zapytania w czéXie'/* log n). Gdy czas
przetworzenia zapytania jest staty lub bliski statemuatatcukture przyjeto sie
nazywa wyrocznia(ang.oracle).

Sciezki ograniczonej dtugasci W rozprawie duo miejsca pswiecamy przetwa-
rzaniu zapyta specjalnej postaci, zaproponowanej po raz pierwszy [asma
Eppsteina [5]:

Sprawdz, czy dwa zadane wierzchotki grafu sa odlegte o

nie wiecej nz k i jesli tak, zwr6¢ odpowiednia najkrétsza

Sciezke
Liczbak jest ustalona stata, natomiast przetwarzany graf jestanientowanym
grafem planarnym bez wag na krawedziach. Eppstein prgpaiwie struktury
danych umaliwiajace przetwarzanie opisanych zapyt®rzy pierwszym podej-
Sciu struktura danych zajmuje pamigzmiaru liniowego, lecz czas przetwarza-
nia zapyta wynosiO(log n), gdzien jest liczba wierzchotkdw grafu. Przy drugim
podefciu zapytania obstugiwane sa w czasie statym, lecz razmaimieci zajmo-
wanej przez strukture danychamie doO(nlogn). Zauwamy, ze w pierwszej
wersji optymalny jest rozmiar struktury, natomiast w dejgiptymalny jest czas
przetwarzania zapyta Nie sposéb unikr@atu naturalnego pytania: czy rmoa
skonstruowéa wyrocznig, dla ktérepbate parametry sa optymalne? Okazuje sig,
ze jest to maliwe.

Nowa wyrocznia W oparciu 0 nasz artykut [10] w rozdziale pierwszym przed-
stawiamy wyrocznige o rozmiarze liniowym, konstruowanaceasie liniowym

i umozliwiajaca przetwarzanie zapytav czasie statym. W dalszej kolejsei
prezentujemy istotne rozszerzenia i uogolnienia wprowadgstruktury danych,
opisane w naszej kolejnej pracy [9]. W szczegdltigpokazujemy, w jaki sposéb
aktualizowa strukture wyroczni po dodaniu lub usunieciu krawedziakze po
wykonaniu innych naturalnych operacji na grafie. W ten spassza wyrocznia
zyskuje unikalna mziwost pracy wsrodowisku dynamicznym. Zimndt cza-
sowa aktualizowania wyroczni po usunieciu krawedzi wsirf®(1), natomiast po
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wstawieniu krawedzO(log" n). Pokazujemy réwnig ze niewielkie modyfika-
cje struktury wyroczni pozwalaja na jej wykorzystanie a@oigntowanych grafow
planarnych, bez pogorszenia zémdci czasowej i pamieciowej. Oprocz najkroét-
szychsciezek, rozwaamy take wyszukiwaniesciezek o zadanej diugi, uzy-
skujac analogiczne wyniki.

Twierdzenie strukturalne EfektywndsE zaproponowanej wyroczni opiera sie na
nastepujacym twierdzeniu, ktére wydaje sie zastugiwa osobna uwage. Poka-
zujemy mianowicieze dla dowolnej statef mozna tak zorientow@krawedzie
grafu planarnego, niektérym z nich nadajac oba kierurgistopnie wychodzace
wierzchotkéw w tak otrzymanym grafie sa ograniczone oréfi yeierzchotki u

i v sa potaczonéciezka w oryginalnym grafie, to w grafie zorientowanym ist-
nieja dwiesciezki, pierwsza od: do pewnego wierzchotka oraz druga od do

x i takie, ze suma ich dhug&ei wynosi doktadnid:. Wczesniej znany byt jedynie
szczegolny przypadek tego twierdzenia méwigeykrawedzie dowolnego grafu
planarnego mzna tak zorientow@ aby stopnie wychodzace wierzchotkéw byty
nie wieksze i 3.

Kolorowanie grafow bez trojkatow W rozdziale drugim rozprawy opisujemy
interesujace zastosowanie przedstawionej &g wyrocznisciezek o ograni-
czonej dtugéci. Okazuije sigze nasza struktura danych meozosta uzyta w kolo-
rowaniu graféw, dziedzinie pozornie mato zwiazanej z peotamisciezkowymi.
W problemie kolorowania grafu nag przypis@& wierzchotkom grafikolorytak,
aby kahce kadej krawedzi otrzymaly inne kolory. Tematyka kolorownamiierz-
chotkéw graféw planarnych budzi ogromne zainteresowaadabzy jz od dru-
giej potowy XIX wieku. Odkad twierdzenie o czterech barWwaostato udowod-
nione najwaniejsze otwarte problemy poznawcze w tej dziedzinie datymlo-
rowania z zyciem jedynie trzech koloréw. Od 1959 roku znane jest tldenie
Grotzscha [6], ktére moéwie wierzchotki dowolnego grafu planarnego nie zawie-
rajacego tréjkatow (tj. cykli dhuggci 3) mazna pokolorowa trzema kolorami. Dla
badaczy zajmujacych sie algorytmiczna teoria graf§te fpsne ze istniejace do-
wody tego twierdzenia odpowiadaja wielomianowym algomgim. Skonstruowa-
nie efektywnego algorytmu, tj. bliskiego algorytmowi kimvemu, pozostawato
jednak problemem otwartym. Okazato stg, zycie wyrocznisciezek o ograni-
czonej dtug&ci pozwala przezwyckyt kluczowe trudnéci na drodze do tego
celu. Po zmodyfikowaniu dowodu twierdzenia i opracowanidadkowych tech-
nik algorytmicznych udato sie skonstrucgvalgorytm o zt@ondsci O(nlogn).
Rozdziat drugi zawiera doktadny opis tego algorytmu, a jeg& odpowiada na-
szemu artykutowi [8].



Praktyczne algorytmy wyszukiwania cykli W trzecim, ostatnim rozdziale roz-
prawy powracamy do problemé$ciezkowych. Nasza uwage koncentrujemy na
wyszukiwaniu w grafach planarnych krétkich cykli, o dh&go co najwyej 6.
Jest to déc naturalny problem, ktéry dodatkowo znajduje liczne zssteania w
innych obszarach algorytmicznej teorii graféw, takich jakorowanie, czy te
testowanie stopnia spojgoi grafu. W ostatnich latach powstaty algorytmy, ktére
dla dowolnej statefc znajduja cykl dtugéci & w czasie liniowym. Jeden z ta-
kich algorytmdéw otrzymujemy jako zastosowanie naszej wynb wyszukujacej
Sciezki zadanej dtugsci. Niemniej jednak praktyczne znaczenie tych algorytméw
wydaje sie niewielkie ze wzgledu na bardzo pana zalendcst ztozondsci cza-
sowej od wart8ci statejk. Dlatego w ostatnim rozdziale zajmujemy sie na kon-
struowaniem liniowych i w petni praktycznych algorytmow seyikiwania cykli

o zadanych dtuggciach. Przedstawiamy wtasne, nowe pédigi do problemu,
jak réwniez rozwijamy wczéniejsze pomysty innych autoréw [2, 1]. Zaimple-
mentowalsmy zamieszczone algorytmy i przeprowaddily szereg testow po-
twierdzajacych ich praktyczna efektywsto Jako efekt uboczny naszych rozwa-
zah otrzymalsmy take interesujace twierdzenie kombinatoryczne, ktére méwi
ze maksymalna liczba cykli dtu§oi & w n-wierzchotkowym grafie planarnym
wynosi O(nl*/2), Wczeniej podobny problem kombinatoryczny roze Da-
vid Eppstein. Pokazat on [42e grafH wystepujeO(n) razy jako podgraf dowol-
nego grafu planarneg@ wtedy i tylko wtedy gdyH jest 3-spéjny (zauwamy,

ze jedynynB-spojnym cyklem jest tréjkat). T8 ostatniego rozdziatu odpowiada
naszemu artykutowi [7].
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