STRESZCZENIE ROZPRAWY DOKTORSKIEJ
"WIERNA REPREZENTACJA ZESPOLONA
2-ZWARTEJ GRUPY DI(4)”

KRZYSZTOF ZIEMIANSKI

1. p-ZWARTE GRUPY

1.1. Grupy Liego i przestrzenie petli. Niech G bedzie zwarta gru-
pa Liego i niech E'G bedzie $ciagalng przestrzenia z wolnym dzialaniem
grupy G. Przestrzen orbit BG := EG/G nazywamy przestrzeniq kla-
syfikujgeq grupy G; jej typ homotopijny nie zalezy od wyboru EG. W
przeciwienstwie do G, przestrzen BG nie posiada struktury rézniczko-
wej, ani nawet, algebraicznej. Podstawowa wtasnoscia wiazaca G 1 BG
jest istnienie stabej homotopijnej réwnowaznosci 2BG — G. Obserwa-
cja ta motywuje nastepujaca definicje:

Definicja 1. Przestrzenig petli nazywamy CW-kompleks X wraz z
przestrzenig z punktem wyréznionym BX i stabg homotopijna rowno-
waznoscig Q2BX — X. Jesli X jest skonczony, to méwimy, ze przestrzen
petli jest skonczona.

Przestrzen BX nazywamy tradycyjnie przestrzenig klasyfikujgcg X,
co moze prowadzi¢ do nieporozumien poniewaz to BX wyznacza X (a
nie na odwrdét, jak w przpadku grup Liego). Oczywiscie kazda grupa
Liego jest skonczong przestrzenig petli, ale tych drugich jest znacz-
nie wiecej. Na przyklad grupa SU(2) ~ S posiada nieprzeliczalnie
wiele struktur przestrzeni petli [R] (tj. istnieje nieprzeliczalnie wiele
parami nieréwnowaznych homotopijnie przestrzeni, ktérych przestrzen
petli jest réwnowazna S3).

1.2. p-Zwarte grupy. Dwyer i Wilkerson [DW2] zdefiniowali p-zwarte
grupy, ktoére sg blisko zwiazane ze skonczonymi przestrzeniami petli.
Podstawowa roznica jest rozwazanie jedynie czesci typu homotopijnego
przestrzeni klasyfikujacej zwiazanego z dana liczba pierwsza p. W defi-
nicji p-zwartej grupy korzysta sie z konstrukeji Bousfielda i Kana [BK],
ktora przyporzadkowuje przestrzeni topologicznej Y jej p-uzupeinienie
Y;)A, ktore mozna traktowaé jak cze$¢ typu homotopijnego Y zwigzane-
go z p. Jesli Y;DA jest stabo homotopijnie réwnowazna Y, to méwimy, ze
przestrzen Y jest p-zupeina. Przy pewnych zatozeniach na przestrzen
1
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Y zachodzi m(Y)') = m(Y) ® Z;), gdzie Z) oznacza pierscien liczb
p-adycznych.

Definicja 2. Przestrzen petli X nazywamy p-zwartqg grupg, jesli prze-
strzen X jest p-skoriczona (tj. ma skoriczone homologie o wspétezynni-
kach w ciele IF,), a przestrzeii BX jest p-zupelna.

1.3. Przyklady p-zwartych grup. Jesli G jest zwarta grupa Liego
taka, ze grupa sktadowych jest skonczona p-grupa, to jej p-uzupetnienie
G7 jest p-zwarty grupa z przestrzenia klasyfikujaca (BG)). W szcze-
gblnodci, jesli G jest k-wymiarowym torusem (S')¥, otrzymujemy p-
zwarty torus, ktory jest przestrzenig Eilenberga-McLane’a K (Z)),1)",
a jego przestrzenig klasyfikujaca jest K(Z)),2)*. Istnieje wiele przy-
ktadow p-zwartych grup, ktore nie sa p-uzupelieniami zwartych grup
Liego.

1.4. Homomorfizmy. Wiele poje¢ dotyczacych zwartych grup Liego
mozna uogdlni¢ na p-zwarte grupy. Na przyktad kazdy homomorfizm
grup Liego f : G — H zadaje przeksztalcenie ich przestrzeni klasyfi-
kujacych Bf : BG — BH, dlatego homomorfizmem p-zwartych grup

f X — Y nazywamy dowolne przeksztalcenie Bf : BX — BY (oczy-

wiscie zadaje ono przeksztatcenie f : X = QBX 25, OBY = Y). Jesli

Bf i Bg sa homotopijne, to homomorfizmy f i ¢ nazywamy sprzezo-
nymi. Jedli f : G — H jest monomorfizmem grup Liego, to przy odpo-
wiednim wyborze modeli przestrzeni klasyfikujacych Bf jest rozwtok-
nieniem z wtéknem H/G. Analogicznie, homomorfizm p-zwartych grup
f jest monomorfizmem, jesli homotopijne wtokno B f jest skonczone w
sensie homologicznym, tj. jesli jego homologie ze wspoétczynnikami w
F, sa skoniczone.

1.5. Centralizatory. Niech f : X — Y bedzie homomorfizmem p-
zwartych grup. Centralizatorem X w Y nazywamy przestrzen petli
Qmap(BX, BY )ps (niekoniecznie jest to p-zwarta grupa). W przeci-
wienstwie do powyzszych definicji, motywowanych przez elementarne
wtasnosci przestrzeni klasyfikujacych grup Liego, zrédtem tej definicji
jest bardzo wazne

Twierdzenie 1 (Dwyer-Zabrodsky). Jesli P jest skorniczong p-grupg,
a G zwartg grupg Liego, to dla dowolnego homomorfizmu f : P — G
przeksztatcenie

BCg(P) — map(BP, BG)py
dotgczone do homomorfizmu Ce(f(P)) x P — G indukuje izomorfizm
na homologiach o wspélczynnikach F, (a wiec stabg homotopijng row-
nowazno$é na p-uzupelnieniach).
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Wobec powyzszego pojecie centralizatora dla p-zwartych grup pokry-
wa sie z klasycznym o ile podgrupa jest skonczong p-grupa. Twierdzenie
Dwyera-Zabrodskiego mozna uogdlnié¢ na szersze klasy grup (np. grupy
p-toryczne, p-dyskretne toryczne).

1.6. Torus maksymalny. Torusem w p-zwartej grupie X nazywamy
monomorfizm ¢ : T — X, gdzie T jest p-zwartym torusem. Podob-
nie jak zwarte grupy Liego, kazda p-zwarta grupa posiada wyznaczony
jednoznacznie z doktadnoscia do sprzezenia torus maksymalny [DW2]
1x : T'x — X posiadajgcy nastepujaca wlasno$¢ uniwersalng: dla kaz-
dego torusa ¢ : T" — X w X istnieje homomorfizm p-zwartych grup
j T — Tx taki, ze i jest sprzezone z ix o j. Grupa automorfizmow T’y
zachowujacych monomorfizm 7x nazywamy grupg Weyla Wx. Jest to
grupa skonczona dziatajaca na BTx ~ K(Z;,2)" i dzialanie to zadaje
reprezentacje Wx — GL.(Zj).

1.7. Reprezentacje zespolone p-zwartych grup. Reprezentacja ze-
spolong grupy Liego G nazywamy dzialanie G na skonczenie wymia-
rowej przestrzeni zespolonej lub, réwnowaznie, dowolny homomorfizm
¢ G — GL(V). Jedli G jest zwarta, mozna zaktadaé, ze obraz ¢
zawiera sie w grupie unitarnej. Analogicznie,

Definicja 3. Reprezentacjg p-zwartej grupy X nazywamy homomor-
fizm (p-zwartych grup) ¢ : X — U(n); (czyli dowolne przeksztatcenie
BX — BU (n);\) Reprezentacje nazywamy wierng, jesli ¢ jest mono-

morfizmem.

Twierdzenie Petera-Weyla powiada, ze kazda zwarta grupa Liego
posiada wierng reprezentacje zespolona. Interesujace jest pytanie, czy
analogiczng wtasno$é¢ maja p-zwarte grupy, tj. czy prawdziwa jest

Hipoteza 1. KazZda p-zwarta grupa posiada wierng reprezentacje ze-
spolong.

Dla nieparzystych p hipoteza zostata udowodniona przez Castellane
[C], ktéra skonstruowala dla p-zwartej grupy X reprezentacje wymiaru
dim X, ktora jest uogdlnieniem reprezentacji dotaczonej zwartej gru-
py Liego. Istnieja mocne przestanki, ze jedyna prosta 2-zwartg grupa,
ktora nie jest uzupetieniem zwartej grupy Liego (dla ktérych prawdzi-
wos¢ hipotezy jest oczywista) jest DI(4), zdefiniowana przez Dwyera i
Wilkersona [DW1]. Gtéwnym rezultatem niniejszej pracy jest nastepu-

jace
Twierdzenie 2. Istnieje wierna reprezentacja zespolona DI(4) wy-
miaru 2.
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Poniewaz DI(4) nie ma nietrywialnych podgrup normalnych, wy-
starczy wykazaé, ze istnieje nietrywialne przeksztatcenie BDI(4) —
(BU(2%9)). Okazuje si¢ ze metod z pracy [C] nie da sie¢ uogdlni¢
na przypadek DI(4), gdyz nie istnieje reprezentacja DI(4) wymiaru
dim DI(4) = 45.

1.8. 2-Zwarta grupa DI(4). Wlasnoscia wyznaczajaca jednoznacz-
nie DI(4) jest to, ze pierscien kohomologii o wspétezynnikach Fy prze-
strzeni klasyfikujacej BDI(4) jest algebra niezmiennikéw Dicksona

]F2 [th t27 t37 t4}GL4(]F2)7

gdzie generatory t; leza w gradacji 1. Algebra H*(BDI(4);Fy) jest
rowniez algebra wielomianowa. Jej generatorami sg elementy cg, 19,
14, €15 (gdzie indeks wskazuje gradacje danego generatora). Dziatanie
algebry Steenroda na H*(BDI(4);F,) jest wyznaczone przez relacje
Sq'cs = c12, S¢%cra, Sq'crs = ¢15. Grupa Weyla W4 jest izomorficz-
na z grupa {£1} x GL3(F), a dziatanie Wp(4) na torusie maksymalnym
zadaje reprezentacje GL3(IFy) — GL3(Z2), ktéra jest jednostronng od-
wrotnoscia redukeji modulo 2. 2-Zwarta grupa DI(4) zawiera podgru-
pe Spin(7)y taka, ze torus maksymalny Spin(7)% jest réwniez torusem
maksymalnym DI(4). Okazuje sie, ze nie istnieje (algebraiczna) repre-
zentacja grupy Liego Spin(7) taka, ze jej 2-uzupekienie przedtuza sie
do wiernej reprezentacji DI(4).

2. ROZKEADY HOMOTOPIJNE

Bardzo uzyteczny narzedziem do badania przestrzeni klasyfikujacych
grup Liego sa rozktady homotopijne. Sg one rowniez pomocne przy
konstruowaniu i badaniu p-zwartych grup.

2.1. Homotopijne granice proste. Niech C bedzie mata kategorig
(tj. taka, ze klasa jej obiektow jest zbiorem), a F' dowolnym funkto-
rem z C w kategori¢ przestrzeni topologicznych Sp. Oczywiscie istnieje
granica prosta colim¢F', ale ta konstrukeji nie ma dobrych homotopij-
nych wlasnosci (tj. granice proste homotopijnie ronowaznych funktoréw
moga nie by¢ homotopijnie réwnowazne). W teorii homotopii uzywa
sie raczej homotopijnej granicy prostej hocolime F', ktorej wlasnosci sg
znacznie lepsze. Istnieje przeksztatcenie hocolime F' — colime F', ktore
w wielu przypadkach jest stabg homotopijng rownowaznoscia. Homoto-
pijna granica prosta nie jest granica prosta ani w kategorii przestrzeni
topologicznych, ani w jej kategorii homotopii.
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2.2. Teoria przeszkoéd. Niech dany bedzie funktor F' : C — Sp, prze-
strzen topologiczna Z oraz rodzina przeksztatcen { fo : F(C) — Z}cec-
Zatbézmy, ze rodzina { fo } jest homotopijnie zgodna, tj. dla kazdego mor-
fizmu ¢ : C' — C" w C przeksztalcenia fo oraz feroF(c) sa homotopijne.
Mozna postawié pytanie, czy rodzine { fo} mozna przedtuzyé do prze-
ksztalcenia hocolime F' — Z. Okreslmy, dla ¢ > 1, rodzine funktorow
kontrawariantnych na C o warto$ciach w kategorii grup:

1/(C) == my(map(F(C), Z) .-
Zatozmy, ze wartosci funktora H{ sg abelowe. Wowczas:
e Jedli dla i > 1 grupy H(C;II/) sa trywialne, to istnieje roz-
szerzenie { fc} do przeksztatcenia hocolime F' — Z.
o Jedli dla i > 1 grupy H'(C;II) sq trywialne, to rozszerzenie
{fc} do przeksztalcenia hocolime F' — Z jest wyznaczone jed-
noznacznie z doktadnoscia do homotopii (o ile istnieje).

Uwaga. Grupy H' to grupy kohomologii kategorii o wspétezynnikach w
funktorze (jest to wspdlne uogdlnienie kohomologii grup i kohomologii
przestrzeni topologicznych).

2.3. Rozklady homotopijne. Niech p ustalong liczbg pierwszg, a G
zwarta grupa Liego lub p-zwarta grupa.

Definicja 4. Rozktadem homotopijnym przestrzeni klasyfikujacej BG
nazywamy funktor F' : C — Sp wraz z przeksztatceniem hocolime F' —
BG, ktore indukuje izomorfizm na homologiach o wspotezynnikach w
[F,. Ponadto zaktadamy, ze C jest skoniczong El-kategoria (tj. taka, ze
kazdy endomorfizm jest izomorfizmem) oraz ze wartosci F' sa przestrze-
niami klasyfikujacymi grup Liego (lub p-zwartych grup).

Rozktady homotopijne sa wiec przedstawieniami danej przestrzeni
klasyfikujacej w postaci homotopijnej granicy prostej przestrzeni kla-
syfikujacych prostszych grup z doktadnoscia do homologicznej réwno-
waznosci. (Rozktady homotopijne dla ktérych zadana homologiczna
rownowaznosé jest homotopijng rownowaznosciag sa zazwyczaj niezbyt
uzyteczne). W pracy wystepuja dwa rodzaje rozktadéw homotopijnych:
rozktad centralizatorowy, w ktorym wystepuja przestrzenie klasyfikuja-
ce centralizatoréw elementarnych abelowych p-podgrup danej p-zwartej
grupy, oraz rozktad na podgrupy p-uparte, w ktéorym wystepuja prze-
strzenie klasyfikujace pewnych p-torycznych podgrup danej grupy Lie-
go.

2.4. Konstrukcja 2-zwartej grupy DI(4). Przestrzen BDI(4) zo-
stata skonstruowana [DW1] jako homotopijna granica prosta pewnego
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funktora (ktéry zarazem jest jej rozktadem centralizatorowym). Opi-
szemy teraz w skrécie ten funktor. Niech V' bedzie 4-wymiarowa prze-
strzenia wektorowa nad Fy i niech A bedzie kategoria, ktérej obiektami
sg niezerowe podprzestrzenie V', zas morfizmami monomorfizmy. Zde-
finiujmy funktor

K : A3 X s Fy[V]eCEV)Veexg@=a} « GrAlg,,

gdzie GrAlg, oznacza kategorie Fao-algebr z gradacja. Okazuje sie, ze
istnieje funktor F' : A% — Sp taki, ze H*(F;F;) = K. Przestrzen
BDI(4) jest 2-uzupelnieniem homotopijnej granicy prostej F'. Warto-
sciami funktora F' sg uzupelnione przestrzenie klasyfikujace grup Liego
(kolejno Spin(7), SU(2)3/{£1}, T? x {£1} oraz {£1}*). BDI(4) jest
homotopijng granica prosta diagramu

1)

GLy(Fg) GL;SFQ) GL;\(/]FQ)

B{1}* = B(T® x {1})) = B(SU(2)/{1})} = BSpin(7)}.

Diagram ten jest bardzo zblizony do diagramu rozktadu centralizato-
rowego BSpin(7) — wystepuja w nim takie same przestrzenie, ale jest
wiecej morfizmow.

3. HOMOTOPIJNE REPREZENTACJE ZWARTYCH GRUP LIEGO

Opiszemy teraz ogblna metode konstruowania przeksztatcen z BG do
2-uzupehienia BU(n), gdzie G jest grupa Liego. Przeksztalcenia takie
bedziemy nazywadé reprezentacjami homotopijnymi grupy G. Bedzie-
my mowicé, ze homotopijne reprezentacje sa izomorficzne, jesli odpo-
wiednie przeksztalcenia sz homotopijne. Poniewaz z ogdlnych wtasnosci
p-uzupehienia mamy réwnos¢ [BG, (BU(n)),| = [(BG),, (BU(n)),],
przeksztatcenia (BG)) — (BU(n)); réwniez bedziemy nazywac repre-
zentacjami homotopijnymi. Uzywaé bedziemy rozktadu homotopijnego
na podgrupy p-uparte [JMO1], ktéry wydaje sie najbardziej uzyteczny
do tego celu.

3.1. Reprezentacje grup p-torycznych. Grupe Liego P nazywa-
my p-toryczng, jesli jest rozszerzeniem skonczonej p-grupy przez torus.
Kazda grupa p-toryczna posiada gesta podgrupe P, zwana dyskret-
ng aproksymacjq, ktora jest rozszerzeniem skonczonej p-grupy przez p-
dyskretny torus (Z/p>)". Uzytecznos¢ dyskretnych aproksymacji wyni-
ka z nastepujacej wersji wspomnianiego weczesniej twierdzenia Dwyera-
Zabrodskiego:
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Twierdzenie 3. Niech P bedzie grupg p-toryczng, zas G zwartqg grupg
Liego. Wowczas istnieje bijekcja

B(— A
Rep(P™, G) 2% [BP, (BG),)),

gdzie Rep(P>,G) := Hom(P>,G)/Inn(G). Ponadto dla dowolnej re-
prezentacyi ¢ : P — G przeksztalcenie

BCG(P) — map(BP, (BG);)\)(BSD){,\
indukuje homologii o wspétczynnikach w IF,.

W szczegdlnosci, dla G = U(n) otrzymujemy, ze kazda homotopijna
reprezentacja zespolona P jest uzupelnieniem reprezentacji (w sensie
algebraicznym) dyskretnej aproksymacji P>. Okazuje sie, ze zbiér klas
izomorfizmu homotopijnych reprezentacji grup, ktore nie sa p-toryczne,
nie ma tak prostego opisu.

3.2. Rozklad na podgrupy p-uparte. Niech G bedzie zwartg grupa
Liego. Niech O,(G) bedzie kategoriag G-orbit postaci G/P, gdzie P
jest podgrupa p-toryczna. p-Toryczng podgrupe P C G nazywamy p-
upartq, jesli jej grupa Weyla Wg(P) := Ng(P)/P jest skoniczona i
nie zawiera nietrywialnych normalnych p-podgrup. Niech R,(G) bedzie
pelna podkategoria O,(G) z obiektami postaci G/P, gdzie P jest p-
uparta. Funktor rozkladu BG na podgrupy p-uparte jest okreslony na
kategorii R,(G), a jego warto$¢ na obiekcie G/P jest homotopijnie
rownowazna (BP)7.

3.3. Reprezentacje R-niezmiennicze. Dla dowolnej zwartej grupy
Liego G kategoria R,(G) zawiera dokladnie jeden obiekt maksymal-
ny (tzn. nie posiadajacy, poza automorfizmami, morfizméw wycho-
dzacych z niego). Tym obiektem jest G/N, gdzie N jest maksymalna
p-toryczna podgrupa normalizatora torusa maksymalnego w G. Po-
wiemy, ze n-wymiarows reprezentacja zeespolona ¢ grupy N jest
R-niezmienniczq, jesli przeksztalcenie (By)y : (BN>)) — (BU(m));
wyznacza pewng homotopijnie zgodng rodzine przeksztatcen z diagra-
mu rozktadu BG w przestrzen (BU(m)), . Rozstrzygnigcie, czy dana re-
prezentacja jest R-niezmiennicza jest problemem czysto algebraicznym
— wymaga zbadania charakteréw reprezentacji res¥e ¢ dla p-upartych
podgrup P.

3.4. Przeszkody do rozszerzenia reprezentacji R-niezmienni-
czych. Jesli reprezentacja zespolona ¢ grupy N jest R-niezmien-
nicza, to wyznacza ona homotopijnie zgodng rodzine przeksztatcen z
funktora rozktadu BG. Przeszkody do istnienia rozszerzenia (By)) do
przeksztatcenia (BG)) — BU(n)) leza w grupach H''(C;IIY) (por.
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2.2). Zastosowanie tw. 3 oraz lematu Schura prowadzi do izomorfizmu

P~

funktoréw 17 = =%, gdzie Z¢(G/P) jest wolnym Z7-modutem genero-
wanym przez nieprzywiedlne reprezentacje reshe ¢, oraz II; = II3 = 0.
Ponadto, jak pokazali [JMO1], kohomologie kategorii R,(G) o wspét-
czynnikach w dowolnym funktorze o warto$ciach w kategorii Z;\—mo—
duléw znikaja powyzej pewnego wymiaru (nie zalezacego od wspoi-
czynnikow; najmniejsze takie ograniczenie dolne bedziemy nazywac p-
wymiarem kohomologicznym kategorii R,(G)). Te obserwacje pozwa-
laja efektywnie wyliczaé¢ grupy przeszkod (a wiec réwniez klasyfikowaé
homotopijne reprezentacje GG), o ile G nie jest zbyt duza. Zachodzi
nastepujace

Twierdzenie 4. Niech G bedzie zwartg grupg Liego, a ¢ R-niezmien-
niczq reprezentacjq grupy N°°. Wowczas

—_

a. Jesli H*(R,(G);Z29) = 0 oraz p-wymiar kohomologiczny kategorii
R, (G) jest nie wickszy niz 4, to BQQ rozszerza sie do przeksztatcenia
BG — BU(m)y,

b. Jesli H*(R,(G);Z2) = 0 oraz p-wymiar kohomologiczny kategorii
R, (G) jest nie wiekszy niz 3, to BQQ rozszerza sie do przeksztatcenia
BG — BU(m);, jednoznacznie (z doktadnoscig do homotopii).

4. ZASTOSOWANIE: HOMOTOPIINE REPREZENTACJE GRUP Spin(7)
1 SU(2)°
Zaktadamy teraz, ze p = 2.
4.1. Kategoria Ry(Spin(7)). Jak wspomnieliémy w poprzednim roz-
dziale, klasyfikacja homotopijnych reprezentacji Spin(7) wymaga obli-
czenia grup kohomologii kategorii Ro(Spin(7)) (o wspoétezynnikach w
funktorach =¢). Istnieja mocne narzedzia do wykonywania takich ob-
liczenn [JMO1], zastosowanie ich wymaga jednak szczegdlowego opisu

kategorii. Dow6d ponizszego twierdzenia korzysta z prac [O1], [AF] i
[JMO1]:

Twierdzenie 5. (a) Kategoria Ro(Spin(7)) jest El-kategorig izomor-
ficzng z Ro(O(7). Ponadto
Ob(R2(Spin(7)) = {N;, Ki, M;, M;}i—o1 U {Li}iz0.13-
Grupa automorfizmow poszczegolnych obiektow to
Aut(Ny) =1, Aut(Ny) = Aut(Ls) = Aut(K;) = 35
Aut(Ly) = Zs, Aut(Lg) = ¥, Aut(Ky) = Aut(My) = X3 x 33
Aut(M;) = X303, Aut(My) = X313, x X3
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(b) Zbior morfizmow jest generowany przez automorfizmy oraz wloze-
nia zamieszczone na diagramie:

(c¢) Pelna podkategoria Ro(Spin(7)) z obiektami L;, K;, N; jest natu-
ralnie réwnowazna kategorii Ry(Xr7). Petna podkategoria z obiekta-

mi M;, M;, K;, N; jest naturalnie réwnowazna kategorii Ro(O(4)) X
Ra(X3).

4.2. Reprezentacje dyskretnych aproksymacji upartych pod-
grup Spin(7). Kolejnym krokiem niezbednym do klasyfikacji homo-
topijnych reprezentacji Spin(7) jest klasyfikacja reprezentacji zespo-
lonych grup P>, gdzie P jest 2-uparta podgrupa w Spin(7). Nalezy
zwroci¢é uwage, ze w ogdlnosci grupy P> nie sg skonczone, lecz je-
dynie lokalnie skoniczone (tzn. takie, ze kazda skonczenie generowana
podgrupa danej grupy jest skonczona). Okazuje sie jednak, ze teoria
reprezentacji grup lokalnie skonczonych nie rézni istotnie od teorii re-
prezentacji grup skonczonych. Praca zawiera kompletna klasyfikacje
reprezentacji nieprzywiedlnych dyskretnych aproksymacji 2-upartych
podgrup Spin(7).

4.3. Homotopijne reprezentacje Spin(7). Kazda reprezentacja nie-
przywiedlna dowolnej (lokalnie skoniczonej) podgrupy Spin(7) zawiera-
jacej centrum jest albo parzysta (tj. jest przeciagnieciem reprezentacji
pochodzacej z podgrupy SO(7)) lub nieparzysta (tj. jej obciecie do
centrum Spin(7) jest suma nietrywialnych parami izomorficznych re-
prezentacji). Wobec tego R-niezmiennicza reprezentacja ¢ grupy Ni°
(dyskretnej aproksymacji 2-normalizatora torusa maksymalnego) jest
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suma prosta reprezentacji parzystej g., 1 nieparzystej o,q (przy czy
zardwno 0, jak i g,q sa R-niezmiennicze).

Twierdzenie 6. Niech 9 = g, B 00q bedzie R-niezmienniczq repre-
zentacjg Nt°. Wowczas cze$é nieparzysta B(0oq)y rozszerza sie do ho-
motopijnej reprezentacji Spin(7). Cze$é parzysta B(0e, )y T02s2€r20 sie,

jesli spetnia pewne techniczne warunks.

Uwaga. Nie znam przyktadu R-niezmienniczej reprezentacji parzystej,
ktora nie spetnia warunkéw wspomnianych w powyzszym twierdzeniu.

4.4. Homotopijne reprezentacje SU(2)". Niech L := SU(2), p =2
i N C SU(2) bedzie normalizatorem torusa maksymalnego. Czesciowa
klasyfikacja homotopijnych reprezentacji grup L™ jest podana w naste-
pujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 7. Niech ¢ bedzie R-niezmienniczq reprezentacjq grupy
(N>, Wowcezas:

(a) Jeslin < 3, to Beb rozszerza sie do (BL™)Y%.

(b) Jeslin < 2, to By rozszerza si¢ jednoznacznie do (BL™)5.

Pozwala ono konstrukcje przyktadéw ilustrujacych réznice pomiedzy
reprezentacjami zespolonymi grup Lie a reprezentacjami homotopijny-
mi. Na przyktad:

e Kazda homotopijna reprezentacja nieprzywiedlna L ma wymiar
< 4 (podczas gdy istniejg reprezentacje nieprzywiedlne dowolne
duzych wymiaréw).

e Rozktad homotopijnej reprezentacji L na reprezentacje nieprzy-
wiedlne nie jest jednoznaczny.

e Homotopijna reprezentacja nieprzywiedlna grupy L? nie musi
by¢ iloczynem tensorowym nieprzywiedlnych reprezentacji L.

Najbardziej interesowaé nas bedzie grupa L3, gdyz wystepuje ona w
rozktadzie homotopijnym BDI(4). Z twierdzenia 7 wynika jedynie, ze
kazdg R3-niezmienniczg reprezentacje mozna rozszerzy¢ do reprezenta-
cji homotopijnej L3. Potrzebne nam beda jednak informacje o zbiorze
rozszerzen danej reprezentacji niezmienniczej.

Twierdzenie 8. Niech G = L3 i niech ¢ bedzie R-niezmienniczq
reprezentacjg (N*°)3. Wéwczas zbidr klas homotopii rozszerzen Byl
do (BQ)y posiada strukture wolnego i tranzytywnego H?(Ro(G);Z0)-
zbioru, ktora jest zachowywana przez homotopijne automorfizmy prze-
strzeni (BG)}.

Dowod tego twierdzenia wymaga konstrukeji podanej w nastepnej
czesci.
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4.5. Operacje Adamsa na BSU(2),. Operacjqg Adamsa nazywamy
przeksztalcenie ¢y, : (BL)y — (BL)Y, gdzie k € (Z)*, ktérego obciecie
do przestrzeni klasyfikujacej torusa maksymalnego (ktéra jest homo-
topijnie réwnowazna K (Z%,2)) jest indukowane przez mnozenie przez
k. Okazuje sie (co udowodniono w [JMO2]), ze dla kazdego k € (Z%)*
istnieje operacja Adamsa 1)y, kazdy homotopijny automorfizm (BL)%
jest operacja Adamsa, oraz 1, jest homotopijne ¢ wtedy i tylko wte-
dy, gdy k = +£l. Wobec tego grupa I' klas homotopii automorfizméw
przestrzeni (BL)j jest izomorficzna (Z5)*/{£1}. W niniejszej pracy
dowodze, dziatanie grupy I' mozna zrealizowa¢ na poziomie rozktadu
homotopijnego (BL)5 na podgrupy 2-uparte.

Twierdzenie 9. Istnieje funktor F' na kategorii Ro(L) o wartosciach
w kategorii przestrzeni z dziataniem grupy I, ktory jest naturalnie row-
nowazny z funktorem 2-upartego rozktadu homotopijnego L. Ponadto

indukowane dzialanie grupy T na (hocolim F)y jest zgodne z dziala-
niem I' na (BL)%.

5. DOwWOD GLOWNEGO TWIERDZENIA

5.1. Reprezentacja grupy N°°. Niech G = Spin(7), p =2, a T be-
dzie torusem maksymalnym G iniech N bedzie maksymalng 2-toryczna
podgrupa normalizatora torusa maksymalnego w G. Zauwazmy, ze T’
jest réwniez torusem maksymalnym w DI (4). Niech W oznacza grupe
Weyla 2-zwartej grupy D1(4). Oczywiscie W dziala na 2-uzupehlionym
torusie (BT)%, jak réwniez na dyskretnej aproksymacji 7°° (cho¢ dzia-
lania tego nie da sig zrealizowaé na T'). Niech ¢ bedzie reprezentacja T
zadang przez pierwiastek (1,0,0), a 6 jednowymiarowa reprezentacja
trywialng. Zdefiniujmy

pr=indpe Q) (@D w*o).
weW/W,

Reprezentacja ¢ ma wymiar m := 2%. W kolejnych krokach bedziemy
ja rozszerza¢ do 2-zwartej reprezentacji DI(4).

5.2. Homotopijna reprezentacja Spin(7). Obliczenie charakteru re-
prezentacji ¢ pokazuje, ze ta reprezentacja jest R-niezmiennicza (dla
G3); spelnia ona rowniez zalozenia twierdzenia 6. Wobec tego rozszerza
sie do homotopijnej reprezentacji f : (BG)y — (BU(m)% grupy G.

5.3. A-Niezmienniczos$¢ przeksztalcenia f. Niech FF : A — Sp
oznacza diagram rozktadu BDI(4) opisany w 2.4. Nalezy udowod-
ni¢, ze przeksztatcenie f jest A-niezmiennicze, (tj. zadaje homotopijnie
zgodna rodzing przeksztatcen z diagramu F' do przestrzeni (BU(m)3).
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Jedyna trudnoscig jest sprawdzenie, ze przeksztatcenie f obciete do
B(SU(2)3/{£1})} jest GLy(F5)-niezmiennicza (por. 2.4). Jest to wnio-
sek z twierdzenia 8.

5.4. Wierna reprezentacja zespolona DI(4). Grupy przeszkéd do
istnienia przedtuzenia f do BDI(4) wyrazaja si¢ w terminach modu-
téw Steinberga [O2], o ile grupy homotopii odpowiednich przestrzeni
odwzorowan sg abelowe. Ostatnig trudno$é¢ stanowi udowodnienie, ze

grupa

IM{ := m (map((BSU(2)*/{£1})3, BU(m)3) o)
jest abelowa. Rozklad homotopijny BSU(2)? na 2-uparte podgrupy po-
zwala na przedstawienie powyzszej przestrzeni odwzorowan w postaci
homotopijnej granicy odwrotnej. Zastosowanie ciggu spektralnego Bo-
usfielda [BK] zbiegajacego do grup homotopii pozwala na udowodnienie
abelowosci powyzszej grupy.
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