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1. Wprowadzenie

Klasyczna teoria ¢gykdow formalnych to teoria monoidéw wolnych gkaenie
generowanych. Pojawieniegsmaszyn wieloprocesorowych i programoéw wspéthieh -
zrodzit potrzek pojawienia s§ matematycznych modeli systemow wspathich, z ktorych
najpopularniejszym asdzis sieci Petriego (1962). Jako model opisu zachotyah sieci,
Mazurkiewicz zaproponowat w [8] w roku 19&fady (races), czyli elementy monoidu
ilorazowego - nazwanego monoideftadow ¢race monoid) — otrzymanego jako iloraz
monoidu wolnego przez kongrueacppart na relacji niezatenosci (wspoétbieznosci) akciji
systemu obliczeniowego.

Jednym z gtéwnych dziatow klasycznej teoeizykow formalnych jest teoriagzykow
regularnych, z podstawowym twierdzeniem Kleene'go radym, ze w monoidach wolnych
skaaczenie generowanych KklasyzykOow rozpoznawanych przez automaty rskaone
i jezykéw definiowanych przez wytania racjonalneasrowne. W monoidaclladéw klasa
jezykow rozpoznawalnych jest wieiwa podklas klasy gzykéw racjonalnych. W pracy
badane s pewne podklasyirykdéw regularnych, ktére indukujozpoznawalneggyki sladow
— iteracyjnie spojnezyki stow i ich zwazki z jezykami o skaczonym stopniu rozproszenia.

Jezyki bezgwiazdkowe, czyliggyki opisane przez wyfania podobne do wyian
racjonalnych, ale z dopetnieniem zgmtjacym gwiazdk, odgrywaj wazna role w teorii
jezykow  stébw. Najwaniejsze wyniki to twierdzenie Schutzenbergera (1965)
0 aperiodyczngi i twierdzenie McNaughtona i Papperta (1971) o definiowine logice
1-go rzdu. Wyniki te przenosgsigc na bezgwiazdkowezyki sladow, jednak ich dowody dla
sladow @ znacznie bardziej skomplikowane. W pracy przedstawiamo®e — uproszczone
i uzupetnione dowody znanych twierdzealla sladéw oraz dwie nowe charakteryzacje
bezgwiazdkowych gzykéw sladéw — leksykograficzna i wykorzystep zdefiniowan
w pracy novy operacg — bezgwiazdkow gwiazdk.

Rozprawa sktada iz siedmiu rozdziatdbw. W rozdziatach 2 i 3 przedstawione zostaty
podstawowe pa@gia i fakty, wykorzystywane w pracy, dotyce monoidow, w szczegoléw
wolnych (rozdziat 2) i monoidowladow (rozdziat 3). ZasadnigzZzes¢ rozprawy stanovi
rozdziaty 4-6, pragkonczy podsumowanie.

2. Rozpoznawalnegzyki sladow a regularne gzyki stow

Jezyki rozpoznawalne opisasjzachowania systemow wspothgch o skdczonej liczbie
stanéw. Z drugiej strony, wykania racjonalne prosto opigujak jezyk jest zbudowany. &d
jednym z centralnych tematéw teofladow % jezyki racjonalne, rozpoznawalne i zki



migdzy nimi. Znanym wynikiem jest sposOb opisu rozpoznawalnyzlgkpw sladow za
pomoa tzw. wyraen iteracyjnie spojnych oraz twierdzenie o sptaszczeniu (spasir
przyporadkowuje kzykowi $ladéw indukugcy go, domknity wzgldem relacji
niezalenaosci, jezyk stéw), ze rozpoznawalnegzyki sladow reprezentaj domknkte jezyki
stow.

Rozdziat 4 péwiecony jest ¢zykom stow indukujcym rozpoznawalnegzyki sladow.
Doktadniej badane as dwie klasy takich gzykdéw - jzyki iteracyjnie spéjne i ¢ggyki
o skaiczonym stopniu rozproszenia. Gtownym wynikiem tego rozdziatu jest

Twierdzenie 1 Kazdy jezyk iteracyjnie spdéjny ma skozony stopié rozproszenia.

oraz przyktad pokazagy, ze klasa iteracyjnie spojnyclziyjkéw stéw nie jest zamketia
wzgledem ré&nicy teoriomnogéciowej, w przeciwiéstwie do iteracyjnie spojnyckzykow
sladow, ktére zamkete 3 na wszystkie operacje boolowskie.

3. Bezgwiazdkowegzyki sladow i stow

Podzbiér dowolnego monoidi nazywamy bezgwiazdkowym, §je mozna go zbudowa

zatomow (0 i {m} dla m 0OM) za pomog operacji sumy mnogeoiowej, ziazenia

i dopetnienia. Najwaniejsze wyniki w monoidach wolnych dotyce gzykow

bezgwiazdkowych to twierdzenie Schitzenbergera (1965) o aperiodgcinwierdzenie
McNaughtona i Paperta (1971) o definiowdlrion logice 1-go rzdu. Wyniki te przenosz

si¢ na bezgwiazdkowegzyki $ladéw, jednak ich dowody dlsladow @ znacznie bardziej
skomplikowane. Tym zagadnieniomgaoccony jest rozdziat 6.

W rozdziale 5 oméwione zostaly bezgwiazdkowgyki stow. Przypomniane zostaty
najwazniejsze definicje i fakty oraz przedstawiona zostata nowa operagiarzystywana w
dalszej cgzsici rozprawy - bezgwiazdkowa gwiazdka. Jest to klasyczna gwiaztden&go,
ale stosowana jedynie, gdy wynik tej operacji jesykiem bezgwiazdkowym, i nieokilena
w przeciwnym przypadku. Okazujegsize operacja ta nmi@ skutecznie zagti¢ operact
dopetnienia w konstrukcji bezgwiazdkowyalzykow stow:

Twierdzenie 2. kzyk stow jest bezgwiazdkowy wtw jest on konstruowalny z atoméw za
pomoa operacji sumy mnogeiowej, ztazenia i bezgwiazdkowej gwiazdki.

Dowdd tej charakteryzacji wykorzystuje twierdzenie Schitzenbergwaz klasyczn
konstrukcg McNaughtonai Yamady (1960) wymn regularnych dla ezykow
rozpoznawalnych przez automaty skpone.

Skutecznét tej operacji w petni pokazuje rozdziat 6 o bezgwiazdkowyelyljachsladdw.
Podstawowym wynikiem tego rozdziatu, jest lemat o domtdii ztozenia domkngtych
jezykow bezgwiazdkowych:

Lemat 3. Domknigcie ztazenia domkngtych jezykow bezgwiazdkowych jestegykiem
bezgwiazdkowym.

Whnioskiem z lematu 3 jest twierdzenie o sptaszczeniu dla bezgwiazdkoyzy&idw sladow,
istotnie wykorzystywane w kolejnych dowodach:

Twierdzenie 4 Xxzyk sladow jest bezgwiazdkowy wtw jego splaszczenie jest
bezgwiazdkowymgzykiem stow.



Lemat 3 pozwolit té znacznie upreic dowdd znanego twierdzenia Guaiany, Restivo
i Salemi ([4], 1992) o aperiodyczém bezgwiazdkowychegykdw sladow.

Jezyki leksykograficzne, czyli zbiory stow leksykograficznie minimah w swoichsladach,
odgrywaj wazna role w teorii rozpoznawalnychegzykow sladow. Wiadomo,ze klasa
jezykow indukowanych przez regularnezyki leksykograficzne to doktadnie klasa
rozpoznawalnychegykow sladow. Analogiczne twierdzenie zachodzi rownga gzykow
bezgwiazdkowych w dowolnym monoidZiedow:

Twierdzenie 5 Xzyk $ladow jest bezgwiazdkowy wtw jego leksykograficzna reprezemtacj
jest bezgwiazdkowynegykiem stéw wiw jest on definiowalny w logice 1-gedu.

Dowdd pierwszej rownowaosci w przypadku monoidow przechodnio-zorientowanych
wykorzystuje metody teorii automatéw i rozumowania kombinatoryd2oe:6d ogoiny, dla
dowolnych monoidowsladéw, poprowadzony zostat z wykorzystaniem technik logiki 1-go
rzedu dlasladéw (Ebinger i Muscholl [2], 1996), klasycznego twierdzenia McNaught

i Paperta (1971) i wczniej uzyskanych wynikdéw rozprawy.

Podsumowujc wyzej omowione wyniki, mgemy sformutowé& ogolm wszechstronn
charakteryzagjpodzbiorow bezgwiazdkowych w dowolnych monoidéealéw:

T jest bezgwiazdkowy
Witw

UT jest bezgwiazdkowy
witw

Lex(T) jest bezgwiazdkowy
wWitw
T jest aperiodyczny
wtw
T jest definiowalny w logice 1-go ¢du.

Teraz, wykorzystujc powy.sza charakteryzaej pokazane zostatae twierdzenie 5 (dla
monoidow wolnych) jest prawdziwe w dowolnym monoiddadow:

Twierdzenie 6. kzyk sladéw jest bezgwiazdkowy wtw jest on konstruowalny z atoméw za
pomoa operacji sumy mnogeiowej, ztazenia i bezgwiazdkowej gwiazdki.

W ostatnim rozdziale sformutowano kilka problemoéw otwartych, b@egaio zwiazanych
Z tematylg pracy i uzyskanymi wynikami.

Wigkszas¢ wynikOw niniejszej rozprawy zostata opublikowana w pracach [7,10,11,12,13].
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