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Moja rozprawa doktorska składa się z rezultatów, które uzyskałem badając własności operato-
rów na niere�eksywnych przestrzeniach funkcji gładkich. W dziedzinie analizy funkcjonalnej
jednymi z najbardziej interesujących przykładów przestrzeni są przestrzenie funkcji analitycz-
nych (n.p. przestrzenie Hardy’ego) i przestrzenie funkcji gładkich (n.p. przestrzenie Sobolewa,
przestrzenie Biesowa). W odróżnieniu od przestrzeni Hardy’ego, gdzie własności operatorów są
dobrze zbadane, nasza wiedza na temat własności operatorów w niere�eksywnych przestrze-
niach Sobolewa jest wciąż niezadowalająca. Praca składa się z czterech części. Każda z nich
dotyczy innej własności wcześniej wspomnianych operatorów. Poniżej opiszemy zawartość
każdego z rozdziałów.

Anizotropowe nie-nierówności Ornsteina
W pierwszej części rozprawy badamy istnienie oszacowań a priori pomiędzy operatorami róż-
niczkowymi w normie L1. Niech Tj będą operatorami różniczkowymi ze stałymi współczyn-
nikami, stopnia co najwyżej m, tzn.

Tj =
∑
|α|6m

aj,α∂
α.

Dla wymiaru d > 2 rozważamy problem istnienia poniższego oszacowania

‖T1f‖Lp(Rd) .
∑̀
j=2

‖Tjf‖Lp(Rd) (1)

ze stałą nie zależną od funkcji f ∈ C∞
0 (Rd). Od tego momentu “a . b” będzie oznaczać, że

istnieje stała c > 0 taka, że a 6 cb jednostajnie, gdzie znaczenie słowa jednostajnie będzie jasno
wynikać z kontekstu. Przez a ' b będziemy rozumieć, że a . b i b . a.
W re�eksywnym przypadku 1 < p < ∞ znanych jest dużo oszacowań a priori wcześniej
wspomnianego typu. Na przykład z teorii operatorów Calderona-Zygmunda (eg. [19]) wynika
poniższe oszacowanie

‖ ∂2

∂x1∂x2

f‖p . ‖∆f‖p

dla 1 < p < ∞. W przypadku niere�eksywnym powyższa nierówność nie zachodzi. K. deLe-
euw i H. Mirkil [4] znaleźli warunki konieczne i dostateczne dla przypadku p =∞. Oszacowa-
nie a priori (1) dla p =∞ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy

F (T0) =
∑̀
j=2

F (Tj) F (µj) ,
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gdzie F (·) oznacza transformację Fouriera, a µj są miarami ograniczonymi. Kwestia oszaco-
wań w przypadku p = 1 jest znacznie bardziej skomplikowana niż dla p =∞. W swojej pracy
[16] D. Ornstein rozważał przypadek p = 1 dla operatorów różniczkowych jednorodnych stop-
nia m, tzn.

Tj =
∑
|α|=m

aj,α∂
α.

Udowodnił, że nierówność

‖T1f‖L1(Rd) .
∑̀
j=2

‖Tjf‖L1(Rd)

jest spełniona tylko w przypadku trywialnym, czyli T1 ∈ span{Tj}. Jego dowód jest bardzo
techniczy i zawiły. Ostatnio pojawiły się nowe dowody tego twierdzenia, które są łatwiejsze
do zrozumienia [3], [12], [11].

Niech Λ będzie a�niczną hiperprzestrzenią w Rd, która przecina wszystkie dodatnie pół-
osie. Będziemy nazywali taką podprzestrzeń wzorcem jednorodności. Nazwiemy operator róż-
niczkowy Λ-jednorodnym jeśli

Tj =
∑
α∈Λ

aj,α∂
α

Celem tej części pracy jest wykazanie anizotropowej wersji twierdzenia Ornsteina.

Twierdzenie. Niech Λ będzie wzorcem jednorodności w Rdoraz {Tj}`j=1 będą Λ-jednorodnymi
operatorami różniczkowymi. Załóżmy, że wszystkie jednomiany które występują w Tj mają tą
samą parzystość stopnia. Jeśli

‖T1f‖L1(Rd) .
∑̀
j=2

‖Tjf‖L1(Rd) (2)

jest spełniona dla każdej funkcji f ∈ C∞
0 (Rd), to T1 jest kombinacją liniową pozostałych Tj .

Punkt wyjścia dowodu jest podobny jak w pracy [11]. Wprowadzamy pojęcie uogólnio-
nej wypukłości rzędu jeden i anizotropowego gradientu ·∇. De�niujemy funkcje Bellmana na
odpowiedniej przestrzeni E zadaną wzorem

B(e) = inf
ϕ∈C∞

0 ([0,1]d)

∫
[0,1]d

V (e+ ·∇[ϕ](x)) dx,

dla każdego e ∈ E. Badamy własności funkcji B i wykazujemy, że gdy T1 /∈ span{Tj} taka
funkcja B nie istnieje. Ściślej mówiąc w tym wypadku funkcja B musi być jednorodna stopnia
jeden, oraz wypukła ze względu na każdą współrzędną z osobna i musi zmieniać znak. Całe
zagadnienie sprowadza się do wykazania poniższego twierdzenia.

Twierdzenie. Jeśli funkcja F : Rd → R jest jednorodna stopnia jeden oraz wypukła ze względu
na każdą współrzędną z osobna to F musi być nieujemna.
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W odróżnieniu od oryginalnego dowodu Ornsteina, nasze podejście skupia się na bada-
niu własności funkcji Bellmana zamiast konstruowania szczególnej funkcji przy użyciu technik
martyngałowych.
Nawet w przypadku izotropowym przedstawiony tu dowód, jest jednym najprostszych istnie-
jących. Rezultaty z tej części pracy pochodzą z artykułu [8].

Ciągłość mnożników Fouriera na jednorodnej przestrzeni Sobolewa
W trzecim rozdziale pracy badamy własności operatorów niezmienniczych na przesunięcia. Na-
zywamy przestrzeń X(Rn) niezmienniczą na przesunięcia, jeżeli dowolny operator przesunię-
cia jest izometrią na tej przestrzeni. Operator T : X(Rn)→ X(Rn) nazwiemy niezmienniczym
na przesunięcia jeśli dla każdego v ∈ Rn

T ◦ τv = τv ◦ T,

gdzie τvf(x) = f(x + v). Klasyczna charakteryzacja operatorów niezmienniczych na prze-
sunięcia na L1(Rn) stwierdza, że T : L1(Rn)→ L1(Rn) jest niezmienniczy na przesunięcia
wtedy i tylko wtedy gdy istnieje miara ograniczona µ taka, że Tf = µ ∗ f dla każdej funk-
cji f ∈ L1(Rn) ([20]). Transformata Fouriera skończonej miary jest funkcją ciągłą. Stąd, dla
każdego f ∈ L1(Rn) zachodzi tożsamość

F (Tf) = mF (f) ,

gdzie m jest pewną funkcją ciągłą. Niech W 1
1 (Rn) oznacza przestrzeń Sobolewa, tzn. uzupeł-

nienie funkcji gładkich o zwartym nośniku na Rn względem normy

‖f‖W 1
1 (Rn) = ‖f‖L1(Rn) + ‖∇f‖L1(Rn).

Z twierdzenia Ornsteina [16] wynika, że zbiór operatorów niezmienniczych na przesunięcia
na W 1

1 (Rn) jest większy niż klasa operatorów zadanych jako splot funkcji z miarami ograni-
czonymi [18]. Niech T : W 1

1 (Rn)→ W 1
1 (Rn) będzie niezmienniczy na przesunięcia. Z ogólnej

teorii operatorów niezmienniczych wynika istnienie m ∈ L∞ takich, że

F (Tf) = mTF (f) .

Jednakże W 1
1 (Rn) jest podzbiorem L1(Rn). Zatem transformata Fouriera funkcji z przestrzeni

Sobolewa W 1
1 (Rn) jest funkcją ciągłą. Stąd wynika, że wcześniej wspomniana funkcja mT jest

ciągła.
W przypadku jednorodnych przestrzeni Sobolewa problem jest delikatniejszej natury. Ozna-
czamy przez Ẇ 1

1 (Rn) przestrzeń funkcji różniczkowalnych w sensie dystrybucyjnym na Rn z
całkowalnym gradientem. Określamy pół-normę na przestrzeni Ẇ 1

1 (Rn) wzorem

‖f‖Ẇ 1
1 (Rn) = ‖∇f‖L1(Rn).

Ilorazowa przez funkcje stałe Ẇ 1
1 (Rn)/P0 z powyższą normą jest przestrzenią Banacha. Nad-

używając notacji, oznaczamy tę przestrzeń Banacha przez Ẇ 1
1 (Rn).
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Zwyczajowo przez S oznaczamy przestrzeń funkcji Schwartza. Niech T będzie operatorem
niezmienniczym na przesunięcia na Ẇ 1

1 (Rn). Z ogólnej teorii operatorów niezmienniczych na
przesunięcia wynika, że istnieje m ∈ L∞(Rn) takie, że

F (Tf) = mF (f) ∀f ∈ S .

Takie funkcje m nazywamy mnożnikami Fouriera na Ẇ 1
1 (Rn). Oznaczamy przez

M (Ẇ 1
1 (Rd), Ẇ 1

1 (Rd)) przestrzeń wszystkich takich m. Celem trzeciego rozdziału jest udo-
wodnienie ciągłości funkcji z przestrzeni M (Ẇ 1

1 (Rd), Ẇ 1
1 (Rd)). Szczególny przypadek, gdy

funkcja m jest jednorodna stopnia zero, tzn. m(λx) = m(x), był badany przez A. Bonami i
S. Poornima [1], które wykazały, że taka funkcja m jest stała. Głównym rezultatem rozdziału
trzeciego jest poniższe twierdzenie.

Twierdzenie. Jeżeli d > 2 im ∈M (Ẇ 1
1 (Rd), Ẇ 1

1 (Rd)) tom ∈ Cb(Rd).

Warto zaznaczyć, że w naszym dowodzie używamy wyniku A. Bonami i B. Poornimy. Za-
wartość rozdziału trzeciego pochodzi z artykułu [10].

Izomor�zm między przestrzeniami wielomianów trygonometrycznych
Jednym z narzędzi użytych w dowodzie ciągłości mnożników Fouriera m ∈
M (Ẇ 1

1 (Rd), Ẇ 1
1 (Rd)) zaprezentowanym w rozdziale trzecim, jest oszacowanie normy

kombinacji liniowej skończonych produktów Riesza. Niech {ak} będzie ciągiem liczb
naturalnych takich, że ak+1 > 3ak. De�niujemy skończony produkt Riesza wzorem

Rn(x) = Πn
k=1 (1 + cos 2πakx)

Kluczowym oszacowaniem użytym w rozdziale trzecim jest nierówność (3) z pracy R. Latały
[13], która zachodzi dla odpowiednio szybko rosnących ciągów {ak}.

‖
∑
j

bjRj‖L1(T) '
∑
j

|bj|. (3)

Powyższa nierówność jest wnioskiem z analogicznej nierówności dla niezależnych zmiennych
losowych. Przeniesienie tej nierówności do przypadku wielomianów trygonometrycznych
opiera się na obserwacji, że dla wystarczająco szybko rosnącego ciągu {ak}, funkcje cos(2πakx)
naśladują zachowanie niezależnych zmiennych losowych. Problem tkwi w znalezieniu konkret-
nych warunków na ciąg {ak} takich, że Rj zachowuje sie jak ciąg zmiennych losowych wzglę-
dem normy L1. Ten problem może być rozważany na większej klasie wielomianów trygono-
metrycznych niż skończone produkty Riesza. W rozdziale czwartym badamy jakie są warunki
wystarczające, aby zachowanie wielomianów trygonometrycznych było podobne do zachowa-
nia niezależnych zmiennych losowych. Sprecyzujmy problem, podając poniższe de�nicje. Dla
k ∈ N, B ⊂ Zk niech LpB(Tk) = {f ∈ Lp(Tk) : supp f̂ ⊂ B}.
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De�nicja. Dla ustalonego ciągu liczb całkowitych τ = {τn}n∈N i zbioru A ⊂ Z de�niujemy
zbiory E ⊂ Z i F ⊂ ZN (gdzie ZN jest grupą dualną do TN), w następujący sposób:

F := {λ = (λ1, λ2, . . .) ∈ ZN : λn ∈ A},

E := {β ∈ Z : β =
∑
k=1

τkλk for λ ∈ F}.

W przypadku normy L∞ poniższe twierdzenie zostało udowodnione przez Y. Meyera [15].
Głównym rezultatem rozdziału czwartego jest dowód, że warunek Meyera jest wystarczający
w normie L1.

Twierdzenie. Dla ciągu τ = {τn}n∈N is skończonego zbioru A ⊂ [−r, r] ∩ Z spełniających

|τk+1| > 2r
k∑
j=1

|τj| ∀k ∈ N,

∞∑
j=1

|τj|
|τj+1|

<∞,

operator T := LpF (TN)→ LpE(T) zadany wzorem

Tf(x) =
∑
λ∈F

f̂(λ)e2πi〈
∑∞

j=1 λjτj ,x〉

jest izomor�zmem przestrzeni Banacha.

W dysertacji dowodzimy także ugólnienie tego twierdzenia na przypadek wielowymiarowy.
W pracy [5] M. Déchamps wykazała, że słabszy warunek

∞∑
j=1

|τj|2

|τj+1|2
<∞.

jest wystarczający w przypadku normy L∞. Autorka stwierdziła tam że ten warunek działa
również dla normy L1, jednak jej argument zawiera lukę. Tym niemniej wykazujemy, że wa-
runek M. Déchamps jest konieczny, aby operator T był izomor�zmem w normie L1. Co więcej
w ostatnim podrozdziale rozdziału czwartego dajemy przykład ciągu {τk} takiego, że opera-
tor T zde�niowany jak w powyższym twierdzeniu jest izomor�zmem dla p = 2 i p = 4 oraz
nie jest izomor�zem dla p = 3 i p = 4

3
. Stąd wynika, że warunki na {τk}, dla których T jest

izomor�zmem na Lp nie interpolują dla 2 < p < 4 i bez dodatkowych żałożeń warunek na
ciąg nie przenosi sie na przestrzeń dualną. Wyniki przedstawione w rozdziale czwartym po-
chodzą z nie opublikowanej pracy [9]. Godnym uwagi jest fakt, że w szczególnym przypadku
produktów Riesza warunki na ciąg {ak} są znacząco słabsze. W swojej pracy [14] R Latała, P.
Nayar i T. Tkocz wykazali, że warunek ak+1 > 1.2×109 ak jest wystarczający w przypadkuLp,
1 6 p <∞. A. Bonami wskazała prosty argument, z którego wynika, że wystarczy ak+1 > 3 ak
dla normy L1 [2].
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Operator śladu i jego prawy odwrotny na obszarach planarnych
W ostatnim rozdziale dysertacji badamy zachowanie operatora śladu. E. Gagliardo [6] udo-
wodnił, że dla obszarów z gładkim brzegiem Ω operator śladu Tr : W 1

1 (Ω) → L1(∂Ω) jest
surjekcją na L1(∂Ω). J. Petree w pracy [17] wykazał, że dla operator śladu na W 1

1 (R+ × Rn)
nie istnieje ciągły, liniowy prawy odwrotny operator. W pierwszej części rozdziału używamy
pokrycia Whitney’a obszaru Ω, aby w nowy sposób udowodnić twierdzenie Peetre.

Twierdzenie. Niech Ω będzie obszarem z lipschitzowskim brzegiem będącym krzywą Jordana.
Niech Tr : W 1

1 (Ω) → L1(∂Ω) będzie operatorem śladu. Wówczas nie istniej ciągły, liniowy
operator S : L1(∂Ω)→ W 1,1(Ω) taki, że TS = IdL1(∂Ω).

Dowód jest zaskakująco prosty. Wykorzystuje on tylko geometrię pokrycia Whitney’a oraz
podstawowe własności klasycznych przestrzeni Banacha.

W drugiej części rozdziału badamy własności operatora śladu na śnieżynce von Kocha ΩK .
W [7] P. Hajłasz i O. Martio badali istnienie operatora przedłużenia śladu w przypadku prze-
strzeni Sobolewa W p

1 (Ω) dla p > 1. Scharakteryzowali oni przestrzeń śladów jako uogólnioną
przestrzeń Sobolewa. W tej części dysertacji charakteryzujemy przestrzeń śladów przestrzeni
W 1

1 (ΩK). Używamy gęstości restrykcji funkcji Lipchitza Lip(R2) w przestrzeni W 1
1 (ΩK) aby

zde�niować przestrzeń śladów. Dla funkcji gładkich operator Tr jest ich obcięciem do brzegu.
Oznaczamy przez X(ΩK) przestrzeń śladów - uzupełnienie Tr(Lip(R2)) względem normy

‖g‖X(ΩK) := inf{‖f‖W 1
1 (Ω) : Trf = g and f ∈ Lip(R2)}. (4)

Dowodzimy, że X(Ω) jest izomor�czny z przestrzenią Arensa-Eelsa względem metryki

d(x, y) = inf{|∇f‖L1 : f ∈ W 1
1 (Ω), T rf = 1[x,y]}

określonej na brzegu, gdzie 1[x,y] jest funkcją charakterystyczną łuku [x, y].

De�nicja. Niech (Y, dY ) będzie przestrzenią metryczną. Nazywamy funkcję f : Y → R mo-
lekułą jeżeli ma skończony nośnik i

∑
y∈Y f(y) = 0. Niech x, y ∈ Y . De�niujemy szczególny

przykładmolekuły - atom :mxy = 1{x}−1{y}. Niechm będziemolekułą, tzn. m =
∑M

j=1 ajmxjyj .
Norma Arensa-Eelsam jest równa

‖m‖AE(dY ) = inf

{∑
j

|aj|dY (xj, yj) : m :=
∑
j

ajmxjyj

}
,

gdzie in�mum bierzemy po wszystkich możliwych reprezentacjach molekułym jako liniowej kom-
binacji funkcjimpq. Przestrzeń Arensa-Eelsa jest uzupełnieniem zbioru molekuł względem normy
‖ · ‖AE(dY ).

Używamy rozkładu Whitney’a śnieżynki von Kocha aby wykazać, że istnieje metryka d
taka, że d̃ = dα, gdzie 0 < α < 1. Istnienie prawego odwrotnego operatora do tego operatora
jest konsekwencją tego faktu.
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Twierdzenie. Niech Tr : W 1
1 (ΩK)→ X(ΩK) będzie operatorem śladu, gdzie X(ΩK) jest prze-

strzenią śladów (4). Istnieje ciągły, liniowy operator S : X(ΩK)→ W 1
1 (ΩK) taki, że Tr ◦ S =

IdX(ΩK).

Rezultaty przedstawione w tym rozdziale są wynikiem wspólnej pracy z moim promotorem
M. Wojciechowskim.
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