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M-ESTYMATORY

Rozwazmyscisle stacjonarny ciag
zmiennych losowychX;, X,,..., X, 0
wartosciach wiR"™.

Realizacje tego ciagu bedziemy nazywali
obserwacjami. Rozktad brzegowyy, zalezny
od parametr#, oznaczymy prze®y, gdzie
§ € © C R*. zZakladamy, ze z rodzina
rozktadow{Py} mozemy zwiaza pewne
mierzalne odwzorowanie¢ : Ox R™ — R*
tak, ze dla kazdegé € ©

Eob(6. %)) = [ (6, 2)dBy(z) = 0.

DEFINICJA M -estymatorem parametru
6 nazywamy kazde mierzalne rozwiazafjge
rownania

U(0) = 300, X) = 0.
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PRZYKLADY

e metoda najmniejszych kwadratow, wtedy
(0,2) = = — 0, M-estymatorx =
% 2?21 X

e metoda najwigkszej wiarogodsa (dla
niezaleznych obserwacji), przy pewnych
zatozeniach regularsci (6, ) =
9
55.0()

fo(z)

nej losowej.X;;

, gdzie f, jest gestécia zmien-

e estymator Hubera (odporad), dla
symetrycznych rozkladow prawdopodoinie
stway (6, x) = p(x — ),

p(r) |

| |

| k r




MODELE ZALEZNOSCI

Gtownym modelem zalezisgi rozwazanym

W naszej pracy jest proces liniowy
(LP) Xj' — Z:io CLTZ]'_T,

gdzie(Z,) jest ciagiem zmiennych
losowych i.i.d. oraZ(Z;) = 0, E(Z}) = 1,
285 (a,) jest pewnym ciagiem liczbowym
takim, ze> " >° a? < oco. W pracy analizu-
jemy tylko przypadek zalezsoi bliskiego
zasiegu ZBL ) procesu liniowego, tzn.

0.9} 0.0 9]
Z |Cov(Xy, X14j)| = Z Zararﬂ- < 00.
j=0 j=0 | r=0

W pracy rozpatrujemy warunela()
> o 2olar] < oo, ktéry implikuje ZBL).
Rozpatrywane w pracy sa rowniez pokrewne
modele zalezrgxi (ZBL ): wielowymiarowy
proces liniowy MLP ), obustronny pro-
ces liniowy (PO), przeksztatcony proces
gaussowski$Gauss.



GLOWNE WYNIK]

WSszystkie dalsze rozwazania beda
dotyczyly pewnego ustalonego (chociaz
nieznanegoy,. OznaczamyP = Py, |
[E = Ey,. Niech

U6) = E(6,X1)  Wa(0) = D00, X0),

\Ij<60> = 0 \Pn<‘9n> = 0.

ISTNIENIE M-ESTYMATORA

Rozwazmy nastepujacy warunek
(D) istnieje statac > 0 oraz funkcjaM (x)
takie ze,
| D;Dip(0, )] < M(x)
dla wszystkichr € R, wszystkichd takich,
ze |0 — 0y < corazE |M(X1)| < oc.



TWIERDZENIE (tw.3.11)

Zatozenia Ciag obserwacji X,,) jest er-
godyczny, istniejé DW(6,)) "' oraz zachodzi
warunek D).

Teza Istnieje ciag zmiennych losowych
6, taki, ze

oraz

REPREZENTACJE ASYMPTOTYCZNE

Podstawowym faktem utatwiajacym
analizeM -estymatorow jest linearyzacja

1 mn
6,—0)) = -V 11— § (0o, X .
vn( 0) NG 2 Y(0g, X;)+R
gdzieV = DEwy(0y, X1) lubV = ED (6, X1).

Gdy resztaR, jest postaciik, = op(1),
wtedy mowimy o reprezentacji Ghosha

7



Reprezentacja Ghosha umozliwia
udowodnienie asymptotycznej normaheo
(AN) M-estymatora, gdy

1
n ;W@O, X;) = N.(0, %) przyn — oo .
Wtedy oczywscie
V0, —0y) = N0, VIS(V-HT) .

Podamy teraz pewnien wariant jednego
z gtdbwnych twierdza naszej pracy, tw. 3.48.
Rozwazmy nastepujace warunki:

(ap) Ziio a,| < oo,

(bq) Z1 ma catkowalna funkcje
charakterystyczng,, | |ul ¢ (u)| du < oo,
(by(t)) E|Z|" < codlapewnegas > 2.

(C) en _>]P> 901



(V) macierzV =D E (6, X;) istnieje
i jest nieosobliwa ora |1 (6, X;)|* < oo

TWIERDZENIE
Zatozenia: O jest zbiorem otwartym
wymiaru k, zachodza warunki:(ay),
(by), (ba(k + 1)), (C), (V). Zachodzi
jeden z warunkow
o |Y(01, x) — (b2, z)| < L(x)|6h — 02| dla
dowolnyché,,0, € © i dowolnego
r istnieje funkcjaL € L'(R) oraz
IL(X1)[4q1 < 00,
e istnieje pewna statld' taka, ze
sup | DgD,;(0,x)| < C,
(0,2)eOxR

gdZie¢ — <¢17 ¢27 s 7¢k> oraz dO-
datkowo spetniony jest jeden z warunkow:

e funkcja (6, -) spetnia warunek Lips-
chitza,

e funkcjaiy (6, -) € LYR),



Teza Zachodzi reprezentacja Ghosha
(R, = op(1)) i asymptotyczna normali$o
M -estymatorow

Vn(l, —0y) = N, (0, VIZ(VH),
gdzie elementy macierz}. sa postaci

715 = B (1(60, X0)u;(00, X)) +

—I_QZE 907X1 (907X1-|—t)) .
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Przy pewnych zatozeniach na gtad-
koSt funkcji 1) otrzymujemy reprezentacje
Ghosha z reszta postagj, = Op(n‘%) (p.
tw. 4.1). Spora cZAE pracy p&wiecona
jest wyciaganiu wnioskow z udowodnionej
reprezentacji Ghosha w szczegolnych przy-
padkach problemow/-estymaciji takich jak
estymacja parametru potozerfian. 3.37) i
estymacja wspotczynnikdw regresyi mod-
elach liniowych (tw. 3.56).

Wzmocnieniem reprezentacji Ghosha
jest reprezentacja Bahadutan. gdy reszta
w linearyzacji estymatora jest postag), =
O,.n.(0,) dla pewnego ciaga,, — 0 przy

n — OoQ.

Rozwazmy nastepujacy warunek:

(V1) macierzV = EDvy(6,, X;) istnieje
i jest nieosobliwa orazk |1 (6, X1)|” < oo,
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TWIERDZENIE (wersja wn. 4.14)
Zatozenia Zachodza warunki:&), (b,),
(bo(Q)) dla@ > 2, (D), (V) oraz spetniony
jest jeden z warunkow
e funkcje (6o, -) i Di(6y, ) spetniaja
warunek Lipschitza,
o funkcjey(fy, -), D (6o, -) € L'(R).

Teza

1 n
_ vl ,
vn(0,—00) = =V T ;1 (0o, X;)+ Ry,

gdzieV =ED (6, X;) oraz dla dowol-
negosl > 0

1 145
(logn)@ (loglogn) <@

Ponadto otrzymujemy witasso (AN).
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METODY DOWODOW

Metoda Pollarda, odwotuje sie do
teorii procesow empirycznych. W powyzszej
metodzie oprdocz kilku tatwych do sprawdzenia
warunkow wystepuje warunek asymptoty-
cznej jednakowej ciagiri (ASE) procesu
empirycznego

V(W) — W (8)).

(ASE) Ve>0Vn>0d0>0

limsup P ( sup |vptp(6, ) — vpp (0o, )| > n> <e.
n—00 |0—90‘<5

Warunek ASE) otrzymamy z ponizszego
lematu, ktory jest wnioskiem twierdzenia
Ledoux i Talagranda (91yvn. 11.8.
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LEMAT (lemat 3.8)

Zatozenia J&li dim(©) = k, proces
empirycznyv,1)(6, -) posiada ciagte trajek-
torie oraz dla pewneg® > 1 spetnione sa
nastepujace warunki:

o |lvnh(0y,-) — vaih(0a, ')HQ < C'6h — 6y
dla dowolnyché,, 6, € O; (z pewnego
otoczenid,), gdzieC' jest pewna staiq;

o [ ¢/N(6;,r)dr < oo, gdzieN (65, 7)
oznacza minimalna liczbe kul o promieni-
ach< r pokrywajacych zbioHy.

Teza
E sup |v,0(0,-) —v,9(0o, )] <

10—0o| <5
J J
K/ YN(O;,r)dr < K// roadr.
0 0
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Jak widzimy, zeby otrzyntawarunek
(ASE) wystarczy kontrolowa przyrosty
procesu empirycznego w normie+ 1—szej
(dla@Q =k +1).

Metoda elementarna polega na
rowinieciu funkcjiy w szereg Taylora i
prowadzi do silniejszej tezy, ale przy sil-
niejszych zatozeniach na gtadkofunkciji .

W ten sposob otrzyma&my reprezentacje
Bahadura (p. tw. 4.9) i reprezentacje Ghosha
Z reszta postacﬁ)p(n—%) (p. tw. 4.1).

Pomocnicze twierdzenia
probabilistyczne

Oszacowania momentow

TWIERDZENIE (tw. 6.2)

Zalozenia: (ap), (by), (bo(Q)) dla
Q > 2 orazE |G(X1)|% < 0. Jesli spetniony
jest jeden z warunkow
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e funkcjaG spetnia warunek Lipschitza,
e funkcjad jest catkowalna.

Teza
o Q
E|) (G(X;) —EG(X,))| <Cn

gdzieC, = CC(G). W pierwszym
przypadku

Sle

0 Q
C(G) = (Lip(G)?, C = Co (Z ar|) ,

r=0
oraz w drugim przypadku

c(@) = (Il + ([ 6@ dr))

C = Coz (3, |a])?, gdzie stataC
zalezy od rozktadu innowach; i ().
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Pierwszy warunek wystepujacy w Lema-
cie 3.8 otrzymujemy z Twierdzenia 6.2
pOdS’[aWIaja.(G(iU) - ¢<617 ZIf) R ¢<927 QU)

Centralne twierdzenie graniczne byito
nam potrzebne do wykazania asymptotycznej
normalndéci M -estymatorow.

TWIERDZENIE (tw. 7.2)
Zatozenia: (ag), (by), (by(2)). Jesli
zachodzi jeden z warunkaw

e funkcjaG spetnia warunek Lipschitza,
e funkcja( jest catkowalna

oraz

o’ =E(G(X1))*+2 i E(G(X1)G(X14,)) > 0.
Tenza T

% Zl (G(X) — EG(X)) = A0, 02) .
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Wykazalsmy rowniez przy pewnych
technicznych zatozeniach centralne twierdze-
nie graniczne dla wazonych sum:__, b;G(X;)

(p. tw. 7.10). Uzupetnieniem powyzszych
wynikow byto oszacowanie.n. z gory
typu prawo iterowanego logarytmu (p. tw.
8.3) bedace bezgoednim wnioskiem z
twierdzenia Moricza (76).

TWIERDZENIE
Zatozenia: (ag), (by), (b2(Q)) dla
() > 2. Jesli zachodzi jeden z warunkaw

e funkcjaG spetnia warunek Lipschitza,
e funkcja( jest catkowalna,

to dla dowolneg@ > 0

>~ GX) ~ EG(X) = Oy (v/6,),

gdzies, = (log v/n)@(log log \/ﬁ)%
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