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1 Wstep

Rozwiazanie konkretnego algorytmicznego problemu jest pracochlonnym zadaniem. Znalezienie
poprawnego i efektywnego algorytmu czesto wymaga poswigcenia ogromnej ilodci zasobéw. W
zwiazku z tym, po zakonczeniu tego procesu chcielibySmy mieé¢ gwarancje, ze nasze rozwiazanie
nie moze zostaé¢ znaczaco usprawnione.

W rozprawie doktorskiej staramy sie rozwiaza¢ ten problem.

2 Programowanie dynamiczne w problemach aproksymacyjnych

Problem plecakowy jest jednym z najbardziej fundamentalnych probleméw optymalizacyjnych [32].
Zdefiniowany jest nastepujaco:

Definicja 2.1 (Problem Plecakowy). Dany jest zbiér n przedmiotéow E, = {1,...,n} oraz
pojemnosé plecaka t € N. Przedmiot j ma nieujemng wage w; € N oraz nieujemng wartosé
vj € N. ZnajdZ podzbior przedmiotow E C E,, o jak najwigkszej wartosci v(E) = Y ,cpv; taki,
ze ich sumaryczna waga w(E) = Y ,cpw; nie przekracza pojemnosci t.

Problem plecakowy jest NP-zupelny [27]. Wariant problemu plecakowego w ktérym za-
daniem jest znalezienie multizbioru elementéw nazywa sie Unbounded Knapsack. Niech 3(S)
oznacza sume elementow zbioru S. Problem Subset Sum jest zdefiniowany nastepujaco:

Definicja 2.2 (Subset Sum). Dany jest zbior S C N skladajacy sie zn liczb oraz liczba calkowita
t. Znajdz podzbior S' C S o najwiekszej mozliwej L(S") < t.

Problem Subset Sum jest specjalnym przypadkiem problemu plecakowego w ktérym wagi
przedmiotéw sa rowne ich wartoscia. Pomimo tego uproszczenia problem Subset Sum nadal
pozostaje NP-trudny. W szczegdlnosci, nawet jesli ograniczmy sie do przypadku gdy ¢ = ¥(.5)/2,
problem dalej pozostaje NP-trudny. Ten szczegdlny przypadek problemu Subset Sum nosi nazwe
Partition:

Definicja 2.3 (Partition). Dany jest zbior S C N skladajacy sie z n liczb. ZnajdZ podzbior
S'C S, taki ze X(S") < X(S)/2 o najwigkszej mozliwej 3(S7).



Problem Partition znajduje zastosowanie w szeregowaniu [26], kryptografii [33], a nawet w
teorii gier [21] 34].

Najczestszym sposobem radzenia sobie z NP-trudnoscia jest aproksymacja. Pierwsza aproksymacje
dla problemu plecakowego (i w szczegdlnosci dla Subset Sum i Partition) zaproponowali Ibarra i
Kim [22] w 1975. Ich algorytm dziata w czasie O(n/e?). Obecnie, po wielu poprawkach [28] naj-
szybsze algorytmy to: dla problemu Partition O(min{n/e,n+ 1/£%}) [19], dla problemu Subset
Sum O(min{n/e,n +1/e2log (1/¢)}) [29], oraz dla problemu plecakowego O(n + 1/e%/4) [25].

Warto zauwazy¢, ze wszystkie dotychczasowe algorytmy dla tych probleméw dzialaja w
czasie Q((n + 1/¢)?).

2.1 Nasze wyniki

Pokazujemy, ze dla problemu Partition mozna przyspieszy¢ kwadratowa aproksymacje i tym
samym poprawi¢ algorytm O(n + 1/¢2) Gensa i Levnera [19)].

Twierdzenie 2.4. Problem Partition mozna aproksymowacé w czasie (5(71 +1/ z—:g)

Dodatkowo wykluczamy podobna poprawe dla problemu plecakowego, poprzez udowodnienie
dla niego ograniczen dolnych.

3 Problemy réwnowazne z Min-Plus Convolution

W tej czesci rozprawy, badamy ograniczenia dolne przy innych zatozeniach niz P£NP. Niedawno
badacze zaproponowali kilka uzytecznych zatozen dla probleméw w P. Jedna z pierwszych takich
hipotez jest zalozenie, ze dla problemu 3SUM nie istnieje algorytm dziatajacy w czasie O(n?~¢).
Z tego zalozenia wynikaja ograniczenia dolne dla probleméw geometrycznych [18] oraz proble-
méw dynamicznych [38]. Kolejne zalozenie méwi, ze dla problemu All-Pairs Shortest Path
(APSP) nie istnieje algorytm dzialajacy w czasie O(n®~¢). Z tego zalozenia wynika trudnosé
znalezienia promienia, mediany i wielu innych charakterystyk graféw [50]. Jeszcze innym za-
lozeniem jest silna hipoteza wykladniczego czasu (ang. Strong Exponential Time Hypothesis)
(SETH) [23, [24]. Zalozenie to bylo badane pod katem algorytméw parametryzowanych |8} 31]
a ostatnio zostalo uzyte do pokazania trudnosci probleméw w P [49], na przyktad dla problemu
policzenia odleglosci edycyjnej [4] oraz najdiuzszego wspdlnego podciagu |1} 6].
W rozprawie proponujemy kolejne zalozenie trudnosci.

Definicja 3.1 (Min-Plus Convolution). W problemie Min-Plus Convolution dane sa ciggi
(ali)iZy (bli)iZy - Zwrdé cigg (cli))iZy , takie ze c[k] = mingyj—y(ali] + b[5]).

Podobnie do zalozenia o trudnosci problemu APSP [51], zezwalamy na czynniki polylog(V)
w definicji algorytmoéw podkwadratowych.

Zalozenie 3.2. Nie istnieje algorytm dziatajocy w czasie O(n>“polylog(W)) dla problemu
Min-Plus Convolution dla Zadnego stalego € > 0.

Badamy trzy gléwne kategorie probleméw. Pierwsza kategoria to klasyczny problem ple-
cakowy i jego wariant Unbounded Knapsack. Pokazujemy, ze te problemy sa réwnowazne
problemowi Min-Plus Convolution. Wynik ten jest zaskakujacy, poniewaz dla problemu Subset
Sum, ktéry jest szczegdlnym przypadkiem problemu plecakowego istnieja algorytmy dziatajace
W czasie @(n +t) |5]. Druga kategoria sa problemy luzno zwiazane z problemem Min-Plus Co-
nvolution takie jak decyzyjna wersja problemu Min-Plus Convolution oraz problemy zwiazane
z subaddytywnoscia. Ostatnia kategorie stanowia problemy, dla ktérych relacja z Min-Plus
Convolution byta znana wczesniej. Dla nich upraszczamy obecnie znane redukcje.



3.1 Nasze wyniki

Gléwnym wkiadem tej czesci rozprawy jest udowodnienie, ze nastepujace problemy sa réwno-
wazne.

Twierdzenie 3.3. Ponizsze stwierdzenia sg rownowazne:

1. Problem Maz-Plus Convolution mozna rozwigzaé w O(n?=¢) gdy e > 0.
Problem Maz-Plus Convolution UpperBound mozna rozwigzaé w O(n?~¢) gdy e > 0.
Problem SuperAdditivity Testing mozna rozwigzaé w O(n*~¢) gdy & > 0.

Problem Unbounded Knapsack mozna rozwigzaé w O((n +1)27¢) gdy e > 0.

A N

Problem plecakowy mozna rozwigzaé w O((n +1)*>7¢) gdy e > 0.
(zezwalamy na zrandomizowane algorytmy).

Dodatkowo, przyspieszamy obecnie znane schematy aproksymacyjne dla problemu Min-Plus
Convolution. Uzywajac podobnych technik pokazujemy szybsze algorytmy aproksymacyjne dla
probleméw 3SUM i Tree Sparsity.

4 Réwnowaznosé aproksymacji (min, +) z dokladnym (min, max)

Skalowanie jest jedna z najbardziej podstawowych technik w algorytmice. Zeby zaprezentowaé
ta technike wyobrazmy sobie jaki§ problem wazony, z wagami w przedziale {1,...,W}. Skalo-
wanie to po prostu uproszczenie sobie zadania w nastepujacy sposob: rozwazmy po kolei kazdy
z log W bitéw wag a nastepnie postarajmy sie rozwiaza¢ problem w wersji niewazonej. Na koricu
pozostaje jedynie sprytnie potaczyé¢ rozwiazania dla kazdej ze skal.

Skalowanie okazalo sie¢ bardzo uzyteczna technika dla probleméw grafowych [13| (16} |17,
20, 37]. Na przyklad, algorytm skalujacy pozwolil rozwiazaé¢ problem maksymalnych wazonych
skojarzen w czasie O(m /nlog(nW)) [17] (ostatnio, udalo sie rozwiazaé¢ ten problem w czasie
O(m+/nlog W) |13]).

Czasami jednak, algorytmy skalujace moga okazaé sie duzo wolniejsze niz alternatywne po-
dejscia, poniewaz wymagaja narzutu w postaci czynnika log W w czasie dziatlania. W praktyce,
wagi dane sa jako liczby zmiennoprzecinkowe wigc czynnik log W moze by¢ nawet rzedu n.
Sprawia to, ze niekiedy nawet naiwne algorytmy dzialaja szybciej niz zaawansowane algorytmy
skalujace.

Z tego powodu, kladzie sie silny nacisk na badanie algorytmoéw silnie wielomianowych |36,
42, 44} |46]. Moéwimy, ze algorytm dziala w czasie silnie wielomianowym, jesli ilo§¢ operacji
arytmetycznych nie zalezy od W (maksymalnej wartosci arytmetycznej). Na przyklad, obecnie
znany najszybszy silnie wielomianowy algorytm dla problemu maksymalnego wazonego skojarze-
nia dziata w czasie O(nm) (14} 45]. (Przyjmujemy, ze O(T) = O(T polylog T), w szczegblnosci
O(n¢) nie ukrywa czynnikéw log W.)

W tej rozprawie staramy sie pokazaé silnie wielomianowe algorytmy, ktore sa tak samo
szybkie jak najlepsze znane slabo wielomianowe algorytmy (ale bez czynnika log ).

Udaje si¢ nam osiagnac ten cel dla duzej klasy algorytméw aproksymacyjnych. Proponujemy
nowe, algorytmiczne techniki, ktére pozwalaja nam na sprowadzenie probleméw aproksymacyj-
nych w polpierscieniu (min, +) do doktadnych probleméw w polpierécieniu (min, max). W
szczegollnodci zajmiemy sie nastepujacymi problemami:

e Problem policzenia najkrétszych $ciezek: W problemie All-Pairs Shortest Path (APSP)
dostajemy na wejsciu skierowany, wazony graf. Nasze zadanie to zwréci¢ odlegtoéé pomiedzy
kazda para wierzcholkow.



e Produkty macierzowe: Dane macierze A, B € R}™", ich produkt nad pélpierscieniem
(@, ®) to macierz C' € R gdzie C[i, j] = @ <p<,(Ali, k] ® B[k, j]). Naiwnie, produkt ten
mozna obliczyé uzywajac O(n3) operacji w pélpierscieniu. Dla konkretnego pétpierscienia
(+,-) ten problem to po prostu standardowe mnozenie macierzy, ktére mozna wykonaé w
czasie O(n¥) < O(n237) [30]. Problem Min-Plus Product to problem obliczenia produktu
macierzy nad polpierscieniem (min, ).

e Charakterystyki graféw: Rozwazamy charakterystyki graféw takie jak: Srednica, pro-
mien, najlzejszy tréjkat i cykl o najlzejszej wadze.

Charakterystyki graféw i Min-Plus Product mozna zredukowaé¢ do problemu APSP, wiec dla
wszystkich z wymienionych probleméw istnieje algorytm O(n3) [15, 47]. Uzywajac algorytmu
Williamsa [48] mozna je przyépieszyé do n3/ 20(VIogn) - Ponadto, algorytm O(n37%) dla cho-
ciazby jednego z wymienionych probleméw automatycznie datby algorytm (’)(n3*5/) dla wszyst-
kich |2, 51]. Uwaza si¢ jednak, ze zaden z nich nie moze by¢ rozwiazany w czasie prawdziwie
podkubicznym |2, [51].

Zwick zaproponowal schemat (1 + ¢)-aproksymacji dla problemu APSP dzialajacy w czasie
(5(% logW) [54]. Ten schemat aproksymacji daje analogiczne gwarancje dla problemu Min-
Plus Product oraz wspomnianych charakterystyk graféw [2, 39]. Algorytm Zwicka jest prawie
optymalny E], poza czynnikami log W w czasie dzialania. To sugeruje nastepujace pytanie:

Czy problem APSP, obliczenie Min-Plus Product i obliczenie wspomnianych charak-
terystyk gmfow maja silnie wielomianowe algorytmy aproksymacyjne dzialajace w
czasie (’)( °V2 Albo praynajmniej w czasie O(n3~0 /e) dla jakiejs § > 02

4.1 Nasze wyniki

W rozprawie odpowiadamy na powyzsze pytanie twierdzaco. Dla charakterystyk graféw poka-
zujemy silnie wielomianowy algorytm dzialajacy w czasie (’)( )

Twierdzenie 4.1. Srednica, promieri, mediana, najléejszy trojkat, najlzejszy cykl w grafie skie-
rowanym mozna aproksymowadé w silnie wielomianowym czasie O(%)

Gdy w problemie APSP ogramczymy sig do graféw nieskierowanych jesteSmy w stanie dostaé
silnie wielomianowy algorytm (9( ).

Twierdzenie 4.2. (1 + ¢)- apmksymacyg APSP w nieskierowanych grafach mozna obliczyé w
silnie wielomianowym czasie O( ).

Dla APSP w dowolnych, wazonych grafach skierowanych pokazujemy prawdziwie podku-
biczny, silnie wielomianowy schemat aproksymacji.

Twierdzenie 4.3. (1+¢)-aproksymacje dla pmblemu APSP w wazonych, skierowanych grafach
mozna obliczyé w silnie wielomianowym, czasie O(n"z > /5)

Nasz algorytm aproksymacyjny dla skierowanego APSP to tak naprawde redukcja z aprok-
symacji APSP do problemu obliczenia doktadnego Min-Max Product, tj. policzenia produktu
macierzy w pOlpierscieniu (min, max). Ten problem z kolei jest réwnowazny problemowi All-
Pairs Bottleneck Path. Zarowno problem All-Pairs Bottleneck Path jak i Min-Max Product
mozna rozwiazaé w czasie O(n"z > ) [12].

Dodatkowo, pokazujemy redukcje w druga strone co daje rownowaznos¢ pomiedzy aproksymacja
problemu APSP i dokladnym algorytmem dla Min-Max Product. W szczegdlnosci poprawa
czasu dzialania naszego algorytmu automatycznie dalaby szybszy algorytm dla problemu All-
Pairs Bottleneck Path.

!Pelna wersja rozprawy zawiera dokladne wyjasnienie tego stwierdzenia



Twierdzenie 4.4. Dia dowolnego ¢ > 2, ponizsze zdania sg rownowazne:

o (1 +§)—apr0ksymacj§ dla skierowanego APSP mozna znaleZé w silnie wielomianowym cza-
sie O(n¢/poly(e)),

e (1 + €)-aproksymacje Min-Plus Product mozna znaleZé w silnie wielomianowym czasie

O(n¢/poly(e)),
e Problem Min-Max Product mozna rozwigzaé w silnie wielomianowym czasie (5(710),
e Problem All-Pairs Bottleneck Path mozna rozwigza¢ w silnie wielomianowym czasie (5(n°)

Nasze techniki automatycznie przekladaja sie na inne problemy w pélpierscieniu (min, +).
W szczegblnosci pokazujemy silnie wielomianowa aproksymacje w czasie 6(%) dla problemu
Min-Plus Convolution i Tree Sparsity. Pokazujemy takze analogiczna do Twierdzenia [4.4] réw-
nowaznos¢ pomiedzy aproksymacja Min-Plus Convolution a doktadnym problemem Min-Max
Convolution.

5 Poprawa czasu dzialania dla probleméw na grafach

Rozwiazanie APSP dokladnie, w czasie O(n3~%) dla pewnego 6 > 0 w wazonych skierowanych
grafach jest waznym problem otwartym [51]. W tej czeSci rozprawy staramy sie poprawié¢ algo-
rytmy oparte o technike programowania dynamicznego dla wybranych probleméw na grafach
niewazonych.

Dla nieskierowanych, niewazonych grafow istnieje algorytm dziatajacy w czasie 6(n‘”), gdzie
w < 2.373 jest wyktadnikiem najszybszego znanego algorytmu dla problemu mnozenia macie-
rzy [43]. Dla skierowanych graféw Zwick [54] pokazal algorytm dziatajacy w czasie O(n?°7)
oparty o mnozenie macierzy prostokatnych. Dodatkowo Zwick [54] zaproponowal algorytm
O(W068p2575) ody wiemy, ze wagi naleza do zbioru {—W,..., W},

5.1 Nasze wyniki

W tej czesci rozprawy, rozwazamy graf skierowany G o Srednicy D < co. Wprowadzamy nowa
technike, ktéra pozwala na zliczanie cykli i nieprostych Sciezek w grafie G w czasie mnozenia
macierzy. Nasze techniki bazuja na szybkim algorytmie znajdujacym dekompozycje Frobeniusa
macierzy i mnozeniu macierzy Hankela przez wektor. Pozwala nam to rozwiazaé¢ efektywnie
nastepujace problemy:

e All Nodes Shortest Cycles — dla kazdego wierzchotka, zwréé dtugoéé najkrétszego cyklu,
ktory go zawiera. Pokazujemy algorytm dzialajacy w czasie O(n*). Poprawia to poprzedni
algorytm dzialajacy w czasie O(n(@+3)/2) [52].

e Niech S(c) oznacza zbiér wierzchotkéw lezacych na cyklach o dtugosci < ¢. Cygan, Gabow
i Sankowski [9] pokazali, ze dla ustalonego ¢ € {1,...,n}, zbiér S(c) mozna policzy¢ w
czasie O(n¥). Pokazujemy algorytm, ktéry znajduje wszystkie S(1),5(2), ..., S(D) w tym
samym czasie.

e Prezentujemy algorytm O(n®) dla zliczania zamknigtych nieprostych sciezek dla wszyst-
kich dlugosci w zbiorze {1,...,D}. Poprawiamy tym samym algorytm [3|, ktory zliczal
wylacznie zamkniete nieproste Sciezki o jednej, ustalonej dtugosci.

e Usprawniamy algorytm zaproponowany przez Yustera i Zwicka [53]. Udowadniamy, ze
mozna przeprocesowaé graf skierowany w czasie O(n“) w taki sposéb, aby odpowiedzie¢
na pytania o odlegloéci pomiedzy parami wierzchotkéw w czasie liniowym. Nasz algorytm,



zuzywajac te same zasoby co algorytm Yustera i Zwicka [53| jest w stanie zwrocié w
zapytaniu D liczb: wh, dla k € {1,...,D} (gdzie wfiv oznacza iloé¢ réznych $ciezek
nieprostych z wierzchotka u do v o dtugosci doktadnie k).

All Pairs All Walks — W tym problemie zadanie polega na zwréceniu tablicy liczb wfj’y dla

wszystkich u,v € G i k € {1,...,D}. Pokazujemy algorytm dzialajacy w czasie O(n?).
Poprawia to algorytm O(Dn®) dla dostatecznie duzych D.

Warto zwrécié¢ uwage, ze w przeciwienistwie do obecnie znanych algorytméw (np. [9, 52]),

.....

ograniczonej przez $rednice grafu D < oo.

6 Artykuly skladajace sie na te rozprawe

Prace sktadajace sig na gléwna czesé rozprawy zostaly zaprezentowane na nastepujacych kon-
ferencjach:

Improved Distance Queries and Cycle Counting by Frobenius Normal Form, praca wspdlna
z Piotrem Sankowskim, opublikowana na konferencji STACS 2017 [40].

On Problems FEquivalent to (min, +)-Convolution, praca wspélna z Marekiem Cyga-
nem, Marcinem Mucha, Michalem Wlodarczykiem, opublikowana na konferencji ICALP
2017 [10].

A Subquadratic Approximation Scheme for Partition, praca wspdlna z Marcinem Mucha,
Michatem Wtodarczykiem, opublikowana na konferencji SODA 2019 [35].

Approzimating APSP without Scaling: Equivalence of Approzimate Min-Plus and Ezxact
Min-Maz, praca wspélna z Karlem Bringmannem i Marvinem Kiinnemannem, opubliko-
wana na konferencji STOC 2019 [7].

Pelne wersje wybranych prac zostaly opublikowana w nastepujacych czasopismach:

Improved Distance Queries and Cycle Counting by Frobenius Normal Form, praca wspdlna
z Piotrem Sankowskim, zaproszona do Special Issue on Theoretical Aspects of Compu-
ter Science (STACS 2017), opublikowana w czasopisémie Theory of Computing Sys-
tems [41].

On Problems Equivalent to (min, +)-Convolution, praca wspélna z Marekiem Cyganem,
Marcinem Mucha, Michatem Wtlodarczykiem, opublikowana w czasopiémie ACM Trans-
actions on Algorithms [11].
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