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1 Wstęp
Rozwiązanie konkretnego algorytmicznego problemu jest pracochłonnym zadaniem. Znalezienie
poprawnego i efektywnego algorytmu często wymaga pośwįecenia ogromnej ilości zasobów. W
związku z tym, po zakończeniu tego procesu chcielibyśmy mieć gwarancje, że nasze rozwiązanie
nie może zostać znacząco usprawnione.

W rozprawie doktorskiej staramy sįe rozwiązać ten problem.

2 Programowanie dynamiczne w problemach aproksymacyjnych
Problem plecakowy jest jednym z najbardziej fundamentalnych problemów optymalizacyjnych [32].
Zdefiniowany jest następująco:

Definicja 2.1 (Problem Plecakowy). Dany jest zbiór n przedmiotów En = {1, . . . , n} oraz
pojemność plecaka t ∈ N. Przedmiot j ma nieujemną wagę wj ∈ N oraz nieujemną wartość
vj ∈ N. Znajdź podzbiór przedmiotów E ⊆ En o jak najwįekszej wartości v(E) =

∑
i∈E vi taki,

że ich sumaryczna waga w(E) =
∑
i∈E wi nie przekracza pojemności t.

Problem plecakowy jest NP-zupełny [27]. Wariant problemu plecakowego w którym za-
daniem jest znalezienie multizbioru elementów nazywa sįe Unbounded Knapsack. Niech Σ(S)
oznacza sumę elementów zbioru S. Problem Subset Sum jest zdefiniowany następująco:

Definicja 2.2 (Subset Sum). Dany jest zbiór S ⊂ N składający sįe z n liczb oraz liczba całkowita
t. Znajdź podzbiór S′ ⊆ S o najwįekszej możliwej Σ(S′) ≤ t.

Problem Subset Sum jest specjalnym przypadkiem problemu plecakowego w którym wagi
przedmiotów są równe ich wartością. Pomimo tego uproszczenia problem Subset Sum nadal
pozostaje NP-trudny. W szczególności, nawet jeśli ograniczmy sįe do przypadku gdy t = Σ(S)/2,
problem dalej pozostaje NP-trudny. Ten szczególny przypadek problemu Subset Sum nosi nazwę
Partition:

Definicja 2.3 (Partition). Dany jest zbiór S ⊂ N składający sįe z n liczb. Znajdź podzbiór
S′ ⊆ S, taki że Σ(S′) ≤ Σ(S)/2 o najwįekszej możliwej Σ(S′).
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Problem Partition znajduje zastosowanie w szeregowaniu [26], kryptografii [33], a nawet w
teorii gier [21, 34].

Najczęstszym sposobem radzenia sobie z NP-trudnością jest aproksymacja. Pierwszą aproksymacj̨e
dla problemu plecakowego (i w szczególności dla Subset Sum i Partition) zaproponowali Ibarra i
Kim [22] w 1975. Ich algorytm działa w czasie O(n/ε2). Obecnie, po wielu poprawkach [28] naj-
szybsze algorytmy to: dla problemu Partition O(min{n/ε, n+ 1/ε2}) [19], dla problemu Subset
Sum O(min{n/ε, n+ 1/ε2 log (1/ε)}) [29], oraz dla problemu plecakowego Õ(n+ 1/ε9/4) [25].

Warto zauważyć, że wszystkie dotychczasowe algorytmy dla tych problemów działają w
czasie Ω((n+ 1/ε)2).

2.1 Nasze wyniki

Pokazujemy, ze dla problemu Partition można przyśpieszyć kwadratową aproksymacj̨e i tym
samym poprawić algorytm Õ(n+ 1/ε2) Gensa i Levnera [19].

Twierdzenie 2.4. Problem Partition można aproksymować w czasie Õ(n+ 1/ε
5
3 ).

Dodatkowo wykluczamy podobną poprawę dla problemu plecakowego, poprzez udowodnienie
dla niego ograniczeń dolnych.

3 Problemy równoważne z Min-Plus Convolution
W tej części rozprawy, badamy ograniczenia dolne przy innych założeniach niż P,NP. Niedawno
badacze zaproponowali kilka użytecznych założeń dla problemów w P. Jedną z pierwszych takich
hipotez jest założenie, że dla problemu 3SUM nie istnieje algorytm działający w czasie O(n2−ε).
Z tego założenia wynikają ograniczenia dolne dla problemów geometrycznych [18] oraz proble-
mów dynamicznych [38]. Kolejne założenie mówi, że dla problemu All-Pairs Shortest Path
(APSP) nie istnieje algorytm działający w czasie O(n3−ε). Z tego założenia wynika trudność
znalezienia promienia, mediany i wielu innych charakterystyk grafów [50]. Jeszcze innym za-
łożeniem jest silna hipoteza wykładniczego czasu (ang. Strong Exponential Time Hypothesis)
(SETH) [23, 24]. Założenie to było badane pod kątem algorytmów parametryzowanych [8, 31]
a ostatnio zostało użyte do pokazania trudności problemów w P [49], na przykład dla problemu
policzenia odległości edycyjnej [4] oraz najdłuższego wspólnego podciągu [1, 6].

W rozprawie proponujemy kolejne założenie trudności.

Definicja 3.1 (Min-Plus Convolution). W problemie Min-Plus Convolution dane są ciągi
(a[i])n−1

i=0 ,(b[i])
n−1
i=0 . Zwróć ciąg (c[i])n−1

i=0 , takie że c[k] = mini+j=k(a[i] + b[j]).

Podobnie do założenia o trudności problemu APSP [51], zezwalamy na czynniki polylog(W )
w definicji algorytmów podkwadratowych.

Założenie 3.2. Nie istnieje algorytm działający w czasie O(n2−εpolylog(W )) dla problemu
Min-Plus Convolution dla żadnego stałego ε > 0.

Badamy trzy główne kategorie problemów. Pierwsza kategoria to klasyczny problem ple-
cakowy i jego wariant Unbounded Knapsack. Pokazujemy, że te problemy są równoważne
problemowi Min-Plus Convolution. Wynik ten jest zaskakujący, ponieważ dla problemu Subset
Sum, który jest szczególnym przypadkiem problemu plecakowego istnieją algorytmy działające
w czasie Õ(n+ t) [5]. Drugą kategorią są problemy luźno związane z problemem Min-Plus Co-
nvolution takie jak decyzyjna wersja problemu Min-Plus Convolution oraz problemy związane
z subaddytywnością. Ostatnią kategorie stanowią problemy, dla których relacja z Min-Plus
Convolution była znana wcześniej. Dla nich upraszczamy obecnie znane redukcje.
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3.1 Nasze wyniki

Głównym wkładem tej części rozprawy jest udowodnienie, że następujące problemy są równo-
ważne.

Twierdzenie 3.3. Poniższe stwierdzenia są równoważne:

1. Problem Max-Plus Convolution można rozwiązać w O(n2−ε) gdy ε > 0.

2. Problem Max-Plus Convolution UpperBound można rozwiązać w O(n2−ε) gdy ε > 0.

3. Problem SuperAdditivity Testing można rozwiązać w O(n2−ε) gdy ε > 0.

4. Problem Unbounded Knapsack można rozwiązać w O((n+ t)2−ε) gdy ε > 0.

5. Problem plecakowy można rozwiązać w O((n+ t)2−ε) gdy ε > 0.

(zezwalamy na zrandomizowane algorytmy).

Dodatkowo, przyśpieszamy obecnie znane schematy aproksymacyjne dla problemu Min-Plus
Convolution. Używając podobnych technik pokazujemy szybsze algorytmy aproksymacyjne dla
problemów 3SUM i Tree Sparsity.

4 Równoważność aproksymacji (min, +) z dokładnym (min, max)
Skalowanie jest jedną z najbardziej podstawowych technik w algorytmice. Żeby zaprezentować
tą technikę wyobraźmy sobie jakiś problem ważony, z wagami w przedziale {1, . . . ,W}. Skalo-
wanie to po prostu uproszczenie sobie zadania w następujący sposób: rozważmy po kolei każdy
z logW bitów wag a następnie postarajmy sįe rozwiązać problem w wersji nieważonej. Na końcu
pozostaje jedynie sprytnie połączyć rozwiązania dla każdej ze skal.

Skalowanie okazało sįe bardzo użyteczną techniką dla problemów grafowych [13, 16, 17,
20, 37]. Na przykład, algorytm skalujący pozwolił rozwiązać problem maksymalnych ważonych
skojarzeń w czasie O(m

√
n log(nW )) [17] (ostatnio, udało sįe rozwiązać ten problem w czasie

O(m
√
n logW ) [13]).

Czasami jednak, algorytmy skalujące mogą okazać sįe dużo wolniejsze niż alternatywne po-
dejścia, ponieważ wymagają narzutu w postaci czynnika logW w czasie działania. W praktyce,
wagi dane są jako liczby zmiennoprzecinkowe wįec czynnik logW może być nawet rzędu n.
Sprawia to, że niekiedy nawet naiwne algorytmy działają szybciej niż zaawansowane algorytmy
skalujące.

Z tego powodu, kładzie sįe silny nacisk na badanie algorytmów silnie wielomianowych [36,
42, 44, 46]. Mówimy, że algorytm działa w czasie silnie wielomianowym, jeśli ilość operacji
arytmetycznych nie zależy od W (maksymalnej wartości arytmetycznej). Na przykład, obecnie
znany najszybszy silnie wielomianowy algorytm dla problemu maksymalnego ważonego skojarze-
nia działa w czasie Õ(nm) [14, 45]. (Przyjmujemy, że Õ(T ) = O(T polylogT ), w szczególności
Õ(nc) nie ukrywa czynników logW .)

W tej rozprawie staramy sįe pokazać silnie wielomianowe algorytmy, które są tak samo
szybkie jak najlepsze znane słabo wielomianowe algorytmy (ale bez czynnika logW ).

Udaje sįe nam osiągnąć ten cel dla dużej klasy algorytmów aproksymacyjnych. Proponujemy
nowe, algorytmiczne techniki, które pozwalają nam na sprowadzenie problemów aproksymacyj-
nych w półpierścieniu (min,+) do dokładnych problemów w półpierścieniu (min,max). W
szczególności zajmiemy sįe następującymi problemami:

• Problem policzenia najkrótszych ścieżek: WproblemieAll-Pairs Shortest Path (APSP)
dostajemy na wejściu skierowany, ważony graf. Nasze zadanie to zwrócić odległość pomįedzy
każdą parą wierzchołków.
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• Produkty macierzowe: Dane macierze A,B ∈ Rn×n+ , ich produkt nad półpierścieniem
(⊕,⊗) to macierz C ∈ Rn×n+ gdzie C[i, j] =

⊕
1≤k≤n(A[i, k]⊗B[k, j]). Naiwnie, produkt ten

można obliczyć używając O(n3) operacji w półpierścieniu. Dla konkretnego półpierścienia
(+, ·) ten problem to po prostu standardowe mnożenie macierzy, które można wykonać w
czasie O(nω) ≤ O(n2.373) [30]. Problem Min-Plus Product to problem obliczenia produktu
macierzy nad półpierścieniem (min,+).

• Charakterystyki grafów: Rozważamy charakterystyki grafów takie jak: średnica, pro-
mień, najlżejszy trójkąt i cykl o najlżejszej wadze.

Charakterystyki grafów i Min-Plus Product można zredukować do problemu APSP, wįec dla
wszystkich z wymienionych problemów istnieje algorytm Õ(n3) [15, 47]. Używając algorytmu
Williamsa [48] można je przyśpieszyć do n3/2Ω(

√
logn). Ponadto, algorytm O(n3−δ) dla cho-

ciażby jednego z wymienionych problemów automatycznie dałby algorytm O(n3−δ′) dla wszyst-
kich [2, 51]. Uważa sįe jednak, że żaden z nich nie może być rozwiązany w czasie prawdziwie
podkubicznym [2, 51].

Zwick zaproponował schemat (1 + ε)-aproksymacji dla problemu APSP działający w czasie
Õ(nω

ε logW ) [54]. Ten schemat aproksymacji daje analogiczne gwarancje dla problemu Min-
Plus Product oraz wspomnianych charakterystyk grafów [2, 39]. Algorytm Zwicka jest prawie
optymalny 1, poza czynnikami logW w czasie działania. To sugeruje następujące pytanie:

Czy problem APSP, obliczenie Min-Plus Product i obliczenie wspomnianych charak-
terystyk grafów mają silnie wielomianowe algorytmy aproksymacyjne działające w
czasie Õ(nω

ε )? Albo przynajmniej w czasie Õ(n3−δ/ε) dla jakiejś δ > 0?

4.1 Nasze wyniki

W rozprawie odpowiadamy na powyższe pytanie twierdząco. Dla charakterystyk grafów poka-
zujemy silnie wielomianowy algorytm działający w czasie Õ(nω

ε ).

Twierdzenie 4.1. Średnica, promień, mediana, najlżejszy trójkąt, najlżejszy cykl w grafie skie-
rowanym można aproksymować w silnie wielomianowym czasie Õ(nω

ε ).

Gdy w problemie APSP ograniczymy sįe do grafów nieskierowanych jesteśmy w stanie dostać
silnie wielomianowy algorytm Õ(nω

ε ).

Twierdzenie 4.2. (1 + ε)-aproksymacj̨e APSP w nieskierowanych grafach można obliczyć w
silnie wielomianowym czasie Õ(nω

ε ).

Dla APSP w dowolnych, ważonych grafach skierowanych pokazujemy prawdziwie podku-
biczny, silnie wielomianowy schemat aproksymacji.

Twierdzenie 4.3. (1+ε)-aproksymacj̨e dla problemu APSP w ważonych, skierowanych grafach
można obliczyć w silnie wielomianowym czasie Õ(n

ω+3
2 /ε).

Nasz algorytm aproksymacyjny dla skierowanego APSP to tak naprawdę redukcja z aprok-
symacji APSP do problemu obliczenia dokładnego Min-Max Product, tj. policzenia produktu
macierzy w półpierścieniu (min,max). Ten problem z kolei jest równoważny problemowi All-
Pairs Bottleneck Path. Zarówno problem All-Pairs Bottleneck Path jak i Min-Max Product
można rozwiązać w czasie Õ(n

ω+3
2 ) [12].

Dodatkowo, pokazujemy redukcje w drugą stronę co daje równoważność pomįedzy aproksymacją
problemu APSP i dokładnym algorytmem dla Min-Max Product. W szczególności poprawa
czasu działania naszego algorytmu automatycznie dałaby szybszy algorytm dla problemu All-
Pairs Bottleneck Path.

1Pełna wersja rozprawy zawiera dokładne wyjaśnienie tego stwierdzenia
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Twierdzenie 4.4. Dla dowolnego c ≥ 2, poniższe zdania są równoważne:

• (1+ε)-aproksymacj̨e dla skierowanego APSP można znaleźć w silnie wielomianowym cza-
sie Õ(nc/poly(ε)),

• (1 + ε)-aproksymacj̨e Min-Plus Product można znaleźć w silnie wielomianowym czasie
Õ(nc/poly(ε)),

• Problem Min-Max Product można rozwiązać w silnie wielomianowym czasie Õ(nc),

• Problem All-Pairs Bottleneck Path można rozwiązać w silnie wielomianowym czasie Õ(nc).

Nasze techniki automatycznie przekładają sįe na inne problemy w półpierścieniu (min,+).
W szczególności pokazujemy silnie wielomianową aproksymacj̨e w czasie Õ(n3/2

√
ε

) dla problemu
Min-Plus Convolution i Tree Sparsity. Pokazujemy także analogiczną do Twierdzenia 4.4 rów-
noważność pomįedzy aproksymacją Min-Plus Convolution a dokładnym problemem Min-Max
Convolution.

5 Poprawa czasu działania dla problemów na grafach
Rozwiązanie APSP dokładnie, w czasie O(n3−δ) dla pewnego δ > 0 w ważonych skierowanych
grafach jest ważnym problem otwartym [51]. W tej części rozprawy staramy sįe poprawić algo-
rytmy oparte o technikę programowania dynamicznego dla wybranych problemów na grafach
nieważonych.

Dla nieskierowanych, nieważonych grafów istnieje algorytm działający w czasie Õ(nω), gdzie
ω < 2.373 jest wykładnikiem najszybszego znanego algorytmu dla problemu mnożenia macie-
rzy [43]. Dla skierowanych grafów Zwick [54] pokazał algorytm działający w czasie O(n2.575)
oparty o mnożenie macierzy prostokątnych. Dodatkowo Zwick [54] zaproponował algorytm
O(W 0.68n2.575) gdy wiemy, że wagi należą do zbioru {−W, . . . ,W}.

5.1 Nasze wyniki

W tej części rozprawy, rozważamy graf skierowany G o średnicy D <∞. Wprowadzamy nową
technikę, która pozwala na zliczanie cykli i nieprostych ścieżek w grafie G w czasie mnożenia
macierzy. Nasze techniki bazują na szybkim algorytmie znajdującym dekompozycje Frobeniusa
macierzy i mnożeniu macierzy Hankela przez wektor. Pozwala nam to rozwiązać efektywnie
następujące problemy:

• All Nodes Shortest Cycles – dla każdego wierzchołka, zwróć długość najkrótszego cyklu,
który go zawiera. Pokazujemy algorytm działający w czasieO(nω). Poprawia to poprzedni
algorytm działający w czasie O(n(ω+3)/2) [52].

• Niech S(c) oznacza zbiór wierzchołków leżących na cyklach o długości ≤ c. Cygan, Gabow
i Sankowski [9] pokazali, że dla ustalonego c ∈ {1, . . . , n}, zbiór S(c) można policzyć w
czasie Õ(nω). Pokazujemy algorytm, który znajduje wszystkie S(1), S(2), . . . , S(D) w tym
samym czasie.

• Prezentujemy algorytm Õ(nω) dla zliczania zamknįetych nieprostych ścieżek dla wszyst-
kich długości w zbiorze {1, . . . , D}. Poprawiamy tym samym algorytm [3], który zliczał
wyłącznie zamknįete nieproste ścieżki o jednej, ustalonej długości.

• Usprawniamy algorytm zaproponowany przez Yustera i Zwicka [53]. Udowadniamy, że
można przeprocesować graf skierowany w czasie Õ(nω) w taki sposób, aby odpowiedzieć
na pytania o odległości pomįedzy parami wierzchołków w czasie liniowym. Nasz algorytm,
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zużywając te same zasoby co algorytm Yustera i Zwicka [53] jest w stanie zwrócić w
zapytaniu D liczb: wku,v dla k ∈ {1, . . . , D} (gdzie wku,v oznacza ilość różnych ścieżek
nieprostych z wierzchołka u do v o długości dokładnie k).

• All Pairs All Walks – W tym problemie zadanie polega na zwróceniu tablicy liczb wku,v dla
wszystkich u, v ∈ G i k ∈ {1, . . . , D}. Pokazujemy algorytm działający w czasie O(n3).
Poprawia to algorytm Õ(Dnω) dla dostatecznie dużych D.

Warto zwrócić uwagę, że w przeciwieństwie do obecnie znanych algorytmów (np. [9, 52]),
nasze techniki pozwalają jedynie na zliczanie cykli i ścieżek nieprostych w grafach o długości
ograniczonej przez średnice grafu D <∞.

6 Artykuły składające sįe na tę rozprawę
Prace składające sįe na główną część rozprawy zostały zaprezentowane na następujących kon-
ferencjach:

• Improved Distance Queries and Cycle Counting by Frobenius Normal Form, praca wspólna
z Piotrem Sankowskim, opublikowana na konferencji STACS 2017 [40].

• On Problems Equivalent to (min, +)-Convolution, praca wspólna z Marekiem Cyga-
nem, Marcinem Muchą, Michałem Włodarczykiem, opublikowana na konferencji ICALP
2017 [10].

• A Subquadratic Approximation Scheme for Partition, praca wspólna z Marcinem Muchą,
Michałem Włodarczykiem, opublikowana na konferencji SODA 2019 [35].

• Approximating APSP without Scaling: Equivalence of Approximate Min-Plus and Exact
Min-Max, praca wspólna z Karlem Bringmannem i Marvinem Künnemannem, opubliko-
wana na konferencji STOC 2019 [7].

Pełne wersje wybranych prac zostały opublikowana w następujących czasopismach:

• Improved Distance Queries and Cycle Counting by Frobenius Normal Form, praca wspólna
z Piotrem Sankowskim, zaproszona do Special Issue on Theoretical Aspects of Compu-
ter Science (STACS 2017), opublikowana w czasopiśmie Theory of Computing Sys-
tems [41].

• On Problems Equivalent to (min, +)-Convolution, praca wspólna z Marekiem Cyganem,
Marcinem Muchą, Michałem Włodarczykiem, opublikowana w czasopiśmie ACM Trans-
actions on Algorithms [11].
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