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Rzeczywiste rozmaitosci legendrowskie stanowiag standardowy przedmiot ba-
dan geometrii rozniczkowej oraz mechaniki klasycznej (zobacz [Arn74|, [Stadl]
oraz odno$niki tamze). W swojej rozprawie doktorskiej badam ich geometro-
algebraiczny odpowiednik: zespolone podrozmaitosci legendrowskie zespolonych
rozmaito$ci kontaktowych!. W poréwnaniu z rzeczywistymi, zespolone sg duzo
bardziej sztywne i maja bardziej wyjatkowe wtasnosci. Najwazniejszy przypadek
to podrozmaitosci legendrowskie w zespolonej przestrzeni rzutowej  przed mo-
imi badaniami znanych byto jedynie kilka gladkich przyktadow (zobacz [Bry82],
[LM04]), a mocne ograniczenia dotyczace wlasnosci topologicznych takich rozma-
itosci zostaly udowodnione przez Landsberga i Manivela |[LMO04|.

Glowng przyczyna dla podjecia tych badan jest stynny, piecdziesiecioletni
problem 7 geometrii riemannowskiej. W roku 1955 Berger [Ber55| udowodnit, ze
grupa holonomii jednospojnej rozmaitosci riemannowskiej? nie moze by¢ calkiem
dowolna, ale musi by¢ musi by¢ jedna z niezbyt dtugiej listy (tzw. listy Bergera).
Przyktady rozmaitosci o zadanej grupie z tej listy zostaly skonstruowane lokalnie
dla wszystkich przypadkow. Takze istnienie zwartych przyktadow dla prawie
wszystkich przypadkow zostato pokazane, miedzy innymi (dla wyjatkowych grup
Go i Spiny) przez D. Joyce’a  zobacz przegladowa prace [Joy00]. Na dzien
dzisiejszy jedyna grupa z listy Bergera bez zwartego przyktadu jest

Sp(1) x Sp(n)/Zs,
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1Zespolong rozmaitoéé Y2"+! nazywamy rozmaitoscia kontaktowa, jesli istnieje pod-
wigzka wigzki stycznej F' C TY rangi 2n taka, ze odwzorowanie F'® F — TY/F wyznaczone
przez nawias Liego p6l wektorowych jest nigdzie nie zdegenerowane.

Podrozmaitos¢ X C Y nazywamy legendrowska, jesli dimX = n =
TX CF.

2Dla m-wymiarowej rozmaitosci riemannowskiej M i punktu € M grupa holonomii M
nazywamy podgrupe grupy ortogonalnej O(T, M) generowana przez przesuniecia réwnolegle
wzdtuz petli przechodzacych przez z.

1(dimY — 1) oraz
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a rozmaitosci o takiej (lub mniejszej) grupie holonomii nazywane sa rozmaito-
Sciami kwaternionowo-kihlerowskimi.

Hipoteza 1 (LeBrun, Salamon [L.S94]). Jesli M*" jest zwartq rozmaitosciq kwa-
ternionowo-kdahlerowskq o dodatniej krzywiznie, to jest jedng z przestrzeni syme-
trycznych Wolfa —zobacz [Wol65].

Przestrzenie symetryczne Wolfa wszystkie maja grupe holonomii mniejsza niz
Sp(1) xSp(n)/Zsy. Zatozenie o dodatniej krzywiznie eliminuje przypadek zerowej
krzywizny (ktory implikuje, ze grupa holonomii jest zawarta w Sp(n), innej grupie
z listy Bergera) oraz ujemnej krzywizny, gdzie nie spodziewamy sie zwartych
przyktadow  zobacz [Bea99).

Okazuje sie, ze hipoteza 1 wynika z (a wrecz jest prawie rownowazna z) na-
stepujacej geometro-algebraicznej hipotezy (zobacz [LeB95|):

Hipoteza 2. Kazda rozmaitosé kontaktowa Fano Y?"*! jest jednorodna.

Natomiast podrozmaitosci legendrowskie pojawiaja sie jako rozmaitosci zwia-
zane z liniami kontaktowymi (lub inaczej minimalnymi krzywymi wymiernymi)
przechodzacymi przez ustalony punkt rozmaitosci kontaktowej Fano Y (zobacz
[Wis00|, |Keb01], [Keb05]). Co wiecej Hong [Hon00| pokazal, ze znaczna czesé
informacji o geometrii samego Y jest zawarta w geometrii odpowiadajacej roz-
maitosci legendrowskiej X. Na przyklad Y jest jednorodne wtedy i tylko wtedy,
gdy X jest jednorodne.

Hipotezy 1 oraz 2 oparty sie licznym probom dowiedzenia. Udato sie je udo-
wodni¢ w niskich wymiarach: dla n = 1 (zobacz [Hit81| oraz [Ye94]), dla n = 2
(zobacz |PS91| oraz [Dru98|), natomiast hipoteza 1 dla n = 3 (zobacz |[HH02|).
Ponadto A. Beauville, J. Wisniewski, S. Kebekus, T. Peternell, A. Sommese,
J.P. Demailly, C. LeBrun, J-M. Hwang oraz wielu innych badaczy pracuje nad
tym problemem.

Zespolone rozmaitosci legendrowskie znalazty roéwniez zastosowanie w teorii
reprezentacji. Landsberg i Manivel [LMO02]| uzywaja jednorodnych rozmaitosci
legendrowskich, aby ponownie sklasyfikowa¢ proste grupy Liego wytacznie za po-
moca geometrii rzutowej. Ponadto w pracy [LMO1| autorzy przedstawiaja jed-
nolity opis tych rozmaitosci, ktory w potaczeniu z powyzej wspomniang praca
[LMO02| daje catkiem jednolity opis wyjatkowych grup Liego Fy, Fg, E7 i Eg —
startujac od, odpowiednio, liczb rzeczywistych R, liczb zespolonych C, kwaternio-
n6éw H lub oktanionéw O, a nastepnie postepujac wedtug tego samego schematu,
dostajemy na koncu odpowiednie wyjatkowe grupy Liego.

Takze Mukai [Muk98| wiaze te rozmaitosci z prostymi algebrami Jordana.

Nowe, potencjalne zastosowanie rozmaitosci legendrowskich pojawia si¢ w mo-
jej pracy doktorskiej. Dowodze, ze klasyfikacja gtadkich podrozmaitosci Z C P,
ktorych rozmaito$¢ dualna jest gltadka, jest rownowazna z klasyfikacja pewnych
gtadkich rozmaitodci legendrowskich w P2n+1,
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Zespolone rozmaitosci legendrowskie wydaja sie wiec wazna tematyka badan.
Nie tylko stanowig naturalne uogoélnienie przypadku rzeczywistego, lecz takze
maja odrebne i ciekawe zastosowania w geometrii algebraicznej, geometrii rie-
mannowskiej, algebrze oraz klasycznej geometrii rzutowe;.

Przed moimi badaniami, jedynie nieliczne przyktady gtadkich podrozmaitosci
legendrowskich w przestrzeni rzutowej byly znane. Mianowicie, byly to pewne
przestrzenie jednorodne, przyktady krzywych oraz rodzina powierzchni biwymier-
nych z pewnymi powierzchniami K3. Jest to wyrazem tego, ze badan nad samymi
rozmaito$ciami legendrowskimi, ich geometrig oraz globalnymi wlasnosciami pro-
wadzi sie wzglednie mato, wiec jest to jeszcze nie do konca odkryty swiat. Przy-
najmniej czeSciowo te luke zapelnia moja praca doktorska.

W opisywanej rozprawie poruszam dwa uzupelniajace sie problemy:

e opisanie ograniczen, ktore musza spetnia¢ rozmaitosci legendrowskie;

e skonstruowanie przyktadow gladkich rozmaitosci legendrowskich.

Znalezione przeze mnie ograniczenia dotyczg grupy zewnetrznych automorfi-
zmoOw rozmaitosci legendrowskiej. Natomiast nowe przyktady konstruuje poprzez
udowodnienie, ze hiperptaskie ciecie podrozmaitosci legendrowskiej w przestrzeni
rzutowe]j tez jest rozmaitoscig legendrowska przy odpowiednim zanurzeniu.

W |Buc03| oraz |Buc06] pokazalem, ze wielomiany kwadratowe, ktore zeruja
sie na rozmaitosci legendrowskiej X C P?"~! wyznaczaja pewna podgrupe rzu-
towych automorfizmow X. Jest to maksymalna spdjna grupa automorfizmow
P2n=1 ktore zachowuja zaréwno X, jak i strukture kontaktows na P?"~1. W
rozprawie doktorskiej uogolniam ten wynik na dwa sposoby.

Po pierwsze pokazuje, ze przestrzen rzutowa moze zostaé zastapiona przez
dowolng rzutowa rozmaito$¢ kontaktowa Y. Wtedy, jesli X jest podrozmaito-
Scia legendrowska, a L pewna specjalng wiazka liniowa na Y wyznaczona przez
strukture kontaktowa, to spojna grupa automorfizmow kontaktowych Y, ktora
zachowuje X jest wyznaczona przez te ciecia wiazki L, ktore zeruja sie na X.

Po drugie, w przypadku przestrzeni rzutowej, dla podrozmaitosci legendrow-
skiej X C P*"~! rozwazam czy spojna grupa automorfizméw rzutowych X musi
zachowywaé strukture kontaktowa. Dowodze, ze tak jest o ile X jest gladkie (i
nie jest podprzestrzenia liniowa) oraz przedstawiam kontrprzyktady, gdy X jest
osobliwe. Przedstawiam tez poszlaki sugerujace, ze podane przeze mnie kontr-
przyktady sa jedynymi mozliwymi.

Aby znalez¢ nowe przyktady, rozwazam problem klasyfikacji rozmaitosci le-
gendrowskich spelniajacych pewne dodatkowe zatozenia, na przyktad, bedacych
jednoczesnie rozmaitosciami torycznymi lub zawartych w pewnej konkretnej roz-
maitosci. W ten sposob konstruuje kilka nowych gtadkich przyktadow, miedzy
innymi powierzchnie toryczng (rozdmuchanie P? w 3 punktach) oraz pewna 8-
wymiarowg rozmaito$¢ Fano. Na koniec pokazuje, ze obydwa te przyklady sa
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szczegdlnymi przypadkami bardzo ogolnej konstrukeji: og6lne hiperptaskie ciecie
rozmaitosci legendrowskiej, po odpowiednim zrzutowaniu, zadaje gtadka rozma-
itoé¢ legendrowska mniejszego wymiaru. Stosujac wielokrotnie powyzsze stwier-
dzenie do znanych przyktadow oraz do rozkltadalnych rozmaitosci legendrowskich,
otrzymuje nieskonczenie wiele nowych przyktadow w kazdym wymiarze. Przy-
ktady te réznig sie od siebie miedzy innymi ranga grupy Picarda, stopniem dy-
wizora kanonicznego oraz wymiarem Kodairy.
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