
Streszzenie rozprawy doktorskiej�Algebraizne rozmaito±i legendrowskie�( �Algebrai Legendrian varieties� )Jarosªaw Buzy«ski∗15 wrze±nia 2007Rzezywiste rozmaito±i legendrowskie stanowi¡ standardowy przedmiot ba-da« geometrii ró»nizkowej oraz mehaniki klasyznej (zobaz [Arn74℄, [Sªa91℄oraz odno±niki tam»e). W swojej rozprawie doktorskiej badam ih geometro-algebraizny odpowiednik: zespolone podrozmaito±i legendrowskie zespolonyhrozmaito±i kontaktowyh1. W porównaniu z rzezywistymi, zespolone s¡ du»obardziej sztywne i maj¡ bardziej wyj¡tkowe wªasno±i. Najwa»niejszy przypadekto podrozmaito±i legendrowskie w zespolonej przestrzeni rzutowej � przed mo-imi badaniami znanyh byªo jedynie kilka gªadkih przykªadów (zobaz [Bry82℄,[LM04℄), a mone ogranizenia dotyz¡e wªasno±i topologiznyh takih rozma-ito±i zostaªy udowodnione przez Landsberga i Manivela [LM04℄.Gªówn¡ przyzyn¡ dla podj�ia tyh bada« jest sªynny, pi�¢dziesi�ioletniproblem z geometrii riemannowskiej. W roku 1955 Berger [Ber55℄ udowodniª, »egrupa holonomii jednospójnej rozmaito±i riemannowskiej2 nie mo»e by¢ aªkiemdowolna, ale musi by¢ musi by¢ jedn¡ z niezbyt dªugiej listy (tzw. listy Bergera).Przykªady rozmaito±i o zadanej grupie z tej listy zostaªy skonstruowane lokalniedla wszystkih przypadków. Tak»e istnienie zwartyh przykªadów dla prawiewszystkih przypadków zostaªo pokazane, mi�dzy innymi (dla wyj¡tkowyh grup
G2 i Spin7) przez D. Joye'a � zobaz przegl¡dow¡ pra� [Joy00℄. Na dzie«dzisiejszy jedyn¡ grup¡ z listy Bergera bez zwartego przykªadu jest

Sp(1) × Sp(n)/Z2,

∗Praa doktorska z�±iowo �nansowana ze ±rodków �nansowyh na nauk� w latah 2006�2008 jako projekt badawzy nr. N20103331/27151Zespolon¡ rozmaito±¢ Y 2n+1 nazywamy rozmaito±i¡ kontaktow¡, je±li istnieje pod-wi¡zka wi¡zki styznej F ⊂ TY rangi 2n taka, »e odwzorowanie F ⊗ F −→ TY/F wyznazoneprzez nawias Liego pól wektorowyh jest nigdzie nie zdegenerowane.Podrozmaito±¢ X ⊂ Y nazywamy legendrowsk¡, je±li dimX = n = 1

2
(dim Y − 1) oraz

TX ⊂ F .2Dla m-wymiarowej rozmaito±i riemannowskiej M i punktu x ∈ M grup¡ holonomii Mnazywamy podgrup� grupy ortogonalnej O(TxM) generowan¡ przez przesuni�ia równolegªewzdªu» p�tli przehodz¡yh przez x. 1



Jarosªaw Buzy«skia rozmaito±i o takiej (lub mniejszej) grupie holonomii nazywane s¡ rozmaito-±iami kwaternionowo-kählerowskimi.Hipoteza 1 (LeBrun, Salamon [LS94℄). Je±li M4n jest zwart¡ rozmaito±i¡ kwa-ternionowo-kählerowsk¡ o dodatniej krzywi¹nie, to jest jedn¡ z przestrzeni syme-tryznyh Wolfa �zobaz [Wol65℄.Przestrzenie symetryzne Wolfa wszystkie maj¡ grup� holonomii mniejsz¡ ni»
Sp(1)×Sp(n)/Z2. Zaªo»enie o dodatniej krzywi¹nie eliminuje przypadek zerowejkrzywizny (który implikuje, »e grupa holonomii jest zawarta w Sp(n), innej grupiez listy Bergera) oraz ujemnej krzywizny, gdzie nie spodziewamy si� zwartyhprzykªadów � zobaz [Bea99℄.Okazuje si�, »e hipoteza 1 wynika z (a wr�z jest prawie równowa»na z) na-st�puj¡ej geometro-algebraiznej hipotezy (zobaz [LeB95℄):Hipoteza 2. Ka»da rozmaito±¢ kontaktowa Fano Y 2n+1 jest jednorodna.Natomiast podrozmaito±i legendrowskie pojawiaj¡ si� jako rozmaito±i zwi¡-zane z liniami kontaktowymi (lub inazej minimalnymi krzywymi wymiernymi)przehodz¡ymi przez ustalony punkt rozmaito±i kontaktowej Fano Y (zobaz[Wi±00℄, [Keb01℄, [Keb05℄). Co wi�ej Hong [Hon00℄ pokazaª, »e znazna z�±¢informaji o geometrii samego Y jest zawarta w geometrii odpowiadaj¡ej roz-maito±i legendrowskiej X. Na przykªad Y jest jednorodne wtedy i tylko wtedy,gdy X jest jednorodne.Hipotezy 1 oraz 2 oparªy si� liznym próbom dowiedzenia. Udaªo si� je udo-wodni¢ w niskih wymiarah: dla n = 1 (zobaz [Hit81℄ oraz [Ye94℄), dla n = 2(zobaz [PS91℄ oraz [Dru98℄), natomiast hipoteza 1 dla n = 3 (zobaz [HH02℄).Ponadto A. Beauville, J. Wi±niewski, S. Kebekus, T. Peternell, A. Sommese,J.P. Demailly, C. LeBrun, J-M. Hwang oraz wielu innyh badazy prauje nadtym problemem.Zespolone rozmaito±i legendrowskie znalazªy równie» zastosowanie w teoriireprezentaji. Landsberg i Manivel [LM02℄ u»ywaj¡ jednorodnyh rozmaito±ilegendrowskih, aby ponownie sklasy�kowa¢ proste grupy Liego wyª¡znie za po-mo¡ geometrii rzutowej. Ponadto w pray [LM01℄ autorzy przedstawiaj¡ jed-nolity opis tyh rozmaito±i, który w poª¡zeniu z powy»ej wspomnian¡ pra¡[LM02℄ daje aªkiem jednolity opis wyj¡tkowyh grup Liego F4, E6, E7 i E8 �startuj¡ od, odpowiednio, lizb rzezywistyh R, lizb zespolonyh C, kwaternio-nów H lub oktanionów O, a nast�pnie post�puj¡ wedªug tego samego shematu,dostajemy na ko«u odpowiednie wyj¡tkowe grupy Liego.Tak»e Mukai [Muk98℄ wi¡»e te rozmaito±i z prostymi algebrami Jordana.Nowe, potenjalne zastosowanie rozmaito±i legendrowskih pojawia si� w mo-jej pray doktorskiej. Dowodz�, »e klasy�kaja gªadkih podrozmaito±i Z ⊂ Pn,któryh rozmaito±¢ dualna jest gªadka, jest równowa»na z klasy�kaj¡ pewnyhgªadkih rozmaito±i legendrowskih w P2n+1.2



Algebrai Legendrian varietiesZespolone rozmaito±i legendrowskie wydaj¡ si� wi� wa»n¡ tematyk¡ bada«.Nie tylko stanowi¡ naturalne uogólnienie przypadku rzezywistego, lez tak»emaj¡ odr�bne i iekawe zastosowania w geometrii algebraiznej, geometrii rie-mannowskiej, algebrze oraz klasyznej geometrii rzutowej.Przed moimi badaniami, jedynie nielizne przykªady gªadkih podrozmaito±ilegendrowskih w przestrzeni rzutowej byªy znane. Mianowiie, byªy to pewneprzestrzenie jednorodne, przykªady krzywyh oraz rodzina powierzhni biwymier-nyh z pewnymi powierzhniami K3. Jest to wyrazem tego, »e bada« nad samymirozmaito±iami legendrowskimi, ih geometri¡ oraz globalnymi wªasno±iami pro-wadzi si� wzgl�dnie maªo, wi� jest to jeszze nie do ko«a odkryty ±wiat. Przy-najmniej z�±iowo t� luk� zapeªnia moja praa doktorska.W opisywanej rozprawie poruszam dwa uzupeªniaj¡e si� problemy:
• opisanie ogranize«, które musz¡ speªnia¢ rozmaito±i legendrowskie;
• skonstruowanie przykªadów gªadkih rozmaito±i legendrowskih.Znalezione przeze mnie ogranizenia dotyz¡ grupy zewn�trznyh automor�-zmów rozmaito±i legendrowskiej. Natomiast nowe przykªady konstruuj� poprzezudowodnienie, »e hiperpªaskie i�ie podrozmaito±i legendrowskiej w przestrzenirzutowej te» jest rozmaito±i¡ legendrowsk¡ przy odpowiednim zanurzeniu.W [Bu03℄ oraz [Bu06℄ pokazaªem, »e wielomiany kwadratowe, które zeruj¡si� na rozmaito±i legendrowskiej X ⊂ P2n−1 wyznazaj¡ pewn¡ podgrup� rzu-towyh automor�zmów X. Jest to maksymalna spójna grupa automor�zmów

P2n−1, które zahowuj¡ zarówno X, jak i struktur� kontaktow¡ na P2n−1. Wrozprawie doktorskiej uogólniam ten wynik na dwa sposoby.Po pierwsze pokazuj�, »e przestrze« rzutowa mo»e zosta¢ zast¡piona przezdowoln¡ rzutow¡ rozmaito±¢ kontaktow¡ Y . Wtedy, je±li X jest podrozmaito-±i¡ legendrowsk¡, a L pewn¡ spejaln¡ wi¡zk¡ liniow¡ na Y wyznazon¡ przezstruktur� kontaktow¡, to spójna grupa automor�zmów kontaktowyh Y , którazahowuje X jest wyznazona przez te i�ia wi¡zki L, które zeruj¡ si� na X.Po drugie, w przypadku przestrzeni rzutowej, dla podrozmaito±i legendrow-skiej X ⊂ P2n−1, rozwa»am zy spójna grupa automor�zmów rzutowyh X musizahowywa¢ struktur� kontaktow¡. Dowodz�, »e tak jest o ile X jest gªadkie (inie jest podprzestrzeni¡ liniow¡) oraz przedstawiam kontrprzykªady, gdy X jestosobliwe. Przedstawiam te» poszlaki sugeruj¡e, »e podane przeze mnie kontr-przykªady s¡ jedynymi mo»liwymi.Aby znale¹¢ nowe przykªady, rozwa»am problem klasy�kaji rozmaito±i le-gendrowskih speªniaj¡yh pewne dodatkowe zaªo»enia, na przykªad, b�d¡yhjednoze±nie rozmaito±iami toryznymi lub zawartyh w pewnej konkretnej roz-maito±i. W ten sposób konstruuj� kilka nowyh gªadkih przykªadów, miedzyinnymi powierzhni� toryzn¡ (rozdmuhanie P2 w 3 punktah) oraz pewn¡ 8-wymiarow¡ rozmaito±¢ Fano. Na konie pokazuj�, »e obydwa te przykªady s¡3



Jarosªaw Buzy«skiszzególnymi przypadkami bardzo ogólnej konstrukji: ogólne hiperpªaskie i�ierozmaito±i legendrowskiej, po odpowiednim zrzutowaniu, zadaje gªadk¡ rozma-ito±¢ legendrowsk¡ mniejszego wymiaru. Stosuj¡ wielokrotnie powy»sze stwier-dzenie do znanyh przykªadów oraz do rozkªadalnyh rozmaito±i legendrowskih,otrzymuj� niesko«zenie wiele nowyh przykªadów w ka»dym wymiarze. Przy-kªady te ró»ni¡ si� od siebie mi�dzy innymi rang¡ grupy Piarda, stopniem dy-wizora kanoniznego oraz wymiarem Kodairy.Literatura[Arn74℄ V. I. Arnold. Matematiheskie metody klassiheskoi mekhaniki. Izdat.�Nauka�, Mosow, 1974.[Bea99℄ Arnaud Beauville. Riemannian holonomy and algebrai geometry.arXiv:math.AG/9902110, 1999.[Ber55℄ Marel Berger. Sur les groupes d'holonomie homogène des variétés àonnexion a�ne et des variétés riemanniennes. Bull. So. Math. Frane,83:279�330, 1955.[Bry82℄ Robert L. Bryant. Conformal and minimal immersions of ompat sur-faes into the 4-sphere. J. Di�erential Geom., 17(3):455�473, 1982.[Bu03℄ Jarosªaw Buzy«ski. Podrozmaito±i legendrowskie zespolonej przes-trzeni rzutowej. Master's thesis, Institute of Mathematis, Warsaw Uni-versity, 2003.[Bu06℄ Jarosªaw Buzy«ski. Legendrian subvarieties of projetive spae. Geom.Dediata, 118:87�103, 2006.[Dru98℄ Stéphane Druel. Strutures de ontat sur les variétés algébriques dedimension 5. C. R. Aad. Si. Paris Sér. I Math., 327(4):365�368, 1998.[HH02℄ Haydeé Herrera and Rafael Herrera. Â-genus on non-spin manifoldswith S1 ations and the lassi�ation of positive quaternion-Kähler 12-manifolds. J. Di�erential Geom., 61(3):341�364, 2002.[Hit81℄ N. J. Hithin. Kählerian twistor spaes. Pro. London Math. So. (3),43(1):133�150, 1981.[Hon00℄ Jaehyun Hong. Fano manifolds with geometri strutures modeled afterhomogeneous ontat manifolds. Internat. J. Math., 11(9):1203�1230,2000.[Joy00℄ Domini D. Joye. Compat manifolds with speial holonomy. OxfordMathematial Monographs. Oxford University Press, Oxford, 2000.4
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