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 Legendrian varieties� )Jarosªaw Bu
zy«ski∗15 wrze±nia 2007Rze
zywiste rozmaito±
i legendrowskie stanowi¡ standardowy przedmiot ba-da« geometrii ró»ni
zkowej oraz me
haniki klasy
znej (zoba
z [Arn74℄, [Sªa91℄oraz odno±niki tam»e). W swojej rozprawie doktorskiej badam i
h geometro-algebrai
zny odpowiednik: zespolone podrozmaito±
i legendrowskie zespolony
hrozmaito±
i kontaktowy
h1. W porównaniu z rze
zywistymi, zespolone s¡ du»obardziej sztywne i maj¡ bardziej wyj¡tkowe wªasno±
i. Najwa»niejszy przypadekto podrozmaito±
i legendrowskie w zespolonej przestrzeni rzutowej � przed mo-imi badaniami znany
h byªo jedynie kilka gªadki
h przykªadów (zoba
z [Bry82℄,[LM04℄), a mo
ne ograni
zenia doty
z¡
e wªasno±
i topologi
zny
h taki
h rozma-ito±
i zostaªy udowodnione przez Landsberga i Manivela [LM04℄.Gªówn¡ przy
zyn¡ dla podj�
ia ty
h bada« jest sªynny, pi�¢dziesi�
ioletniproblem z geometrii riemannowskiej. W roku 1955 Berger [Ber55℄ udowodniª, »egrupa holonomii jednospójnej rozmaito±
i riemannowskiej2 nie mo»e by¢ 
aªkiemdowolna, ale musi by¢ musi by¢ jedn¡ z niezbyt dªugiej listy (tzw. listy Bergera).Przykªady rozmaito±
i o zadanej grupie z tej listy zostaªy skonstruowane lokalniedla wszystki
h przypadków. Tak»e istnienie zwarty
h przykªadów dla prawiewszystki
h przypadków zostaªo pokazane, mi�dzy innymi (dla wyj¡tkowy
h grup
G2 i Spin7) przez D. Joy
e'a � zoba
z przegl¡dow¡ pra
� [Joy00℄. Na dzie«dzisiejszy jedyn¡ grup¡ z listy Bergera bez zwartego przykªadu jest

Sp(1) × Sp(n)/Z2,

∗Pra
a doktorska 
z�±
iowo �nansowana ze ±rodków �nansowy
h na nauk� w lata
h 2006�2008 jako projekt badaw
zy nr. N20103331/27151Zespolon¡ rozmaito±¢ Y 2n+1 nazywamy rozmaito±
i¡ kontaktow¡, je±li istnieje pod-wi¡zka wi¡zki sty
znej F ⊂ TY rangi 2n taka, »e odwzorowanie F ⊗ F −→ TY/F wyzna
zoneprzez nawias Liego pól wektorowy
h jest nigdzie nie zdegenerowane.Podrozmaito±¢ X ⊂ Y nazywamy legendrowsk¡, je±li dimX = n = 1

2
(dim Y − 1) oraz

TX ⊂ F .2Dla m-wymiarowej rozmaito±
i riemannowskiej M i punktu x ∈ M grup¡ holonomii Mnazywamy podgrup� grupy ortogonalnej O(TxM) generowan¡ przez przesuni�
ia równolegªewzdªu» p�tli prze
hodz¡
y
h przez x. 1



Jarosªaw Bu
zy«skia rozmaito±
i o takiej (lub mniejszej) grupie holonomii nazywane s¡ rozmaito-±
iami kwaternionowo-kählerowskimi.Hipoteza 1 (LeBrun, Salamon [LS94℄). Je±li M4n jest zwart¡ rozmaito±
i¡ kwa-ternionowo-kählerowsk¡ o dodatniej krzywi¹nie, to jest jedn¡ z przestrzeni syme-try
zny
h Wolfa �zoba
z [Wol65℄.Przestrzenie symetry
zne Wolfa wszystkie maj¡ grup� holonomii mniejsz¡ ni»
Sp(1)×Sp(n)/Z2. Zaªo»enie o dodatniej krzywi¹nie eliminuje przypadek zerowejkrzywizny (który implikuje, »e grupa holonomii jest zawarta w Sp(n), innej grupiez listy Bergera) oraz ujemnej krzywizny, gdzie nie spodziewamy si� zwarty
hprzykªadów � zoba
z [Bea99℄.Okazuje si�, »e hipoteza 1 wynika z (a wr�
z jest prawie równowa»na z) na-st�puj¡
ej geometro-algebrai
znej hipotezy (zoba
z [LeB95℄):Hipoteza 2. Ka»da rozmaito±¢ kontaktowa Fano Y 2n+1 jest jednorodna.Natomiast podrozmaito±
i legendrowskie pojawiaj¡ si� jako rozmaito±
i zwi¡-zane z liniami kontaktowymi (lub ina
zej minimalnymi krzywymi wymiernymi)prze
hodz¡
ymi przez ustalony punkt rozmaito±
i kontaktowej Fano Y (zoba
z[Wi±00℄, [Keb01℄, [Keb05℄). Co wi�
ej Hong [Hon00℄ pokazaª, »e zna
zna 
z�±¢informa
ji o geometrii samego Y jest zawarta w geometrii odpowiadaj¡
ej roz-maito±
i legendrowskiej X. Na przykªad Y jest jednorodne wtedy i tylko wtedy,gdy X jest jednorodne.Hipotezy 1 oraz 2 oparªy si� li
znym próbom dowiedzenia. Udaªo si� je udo-wodni¢ w niski
h wymiara
h: dla n = 1 (zoba
z [Hit81℄ oraz [Ye94℄), dla n = 2(zoba
z [PS91℄ oraz [Dru98℄), natomiast hipoteza 1 dla n = 3 (zoba
z [HH02℄).Ponadto A. Beauville, J. Wi±niewski, S. Kebekus, T. Peternell, A. Sommese,J.P. Demailly, C. LeBrun, J-M. Hwang oraz wielu inny
h bada
zy pra
uje nadtym problemem.Zespolone rozmaito±
i legendrowskie znalazªy równie» zastosowanie w teoriireprezenta
ji. Landsberg i Manivel [LM02℄ u»ywaj¡ jednorodny
h rozmaito±
ilegendrowski
h, aby ponownie sklasy�kowa¢ proste grupy Liego wyª¡
znie za po-mo
¡ geometrii rzutowej. Ponadto w pra
y [LM01℄ autorzy przedstawiaj¡ jed-nolity opis ty
h rozmaito±
i, który w poª¡
zeniu z powy»ej wspomnian¡ pra
¡[LM02℄ daje 
aªkiem jednolity opis wyj¡tkowy
h grup Liego F4, E6, E7 i E8 �startuj¡
 od, odpowiednio, li
zb rze
zywisty
h R, li
zb zespolony
h C, kwaternio-nów H lub oktanionów O, a nast�pnie post�puj¡
 wedªug tego samego s
hematu,dostajemy na ko«
u odpowiednie wyj¡tkowe grupy Liego.Tak»e Mukai [Muk98℄ wi¡»e te rozmaito±
i z prostymi algebrami Jordana.Nowe, poten
jalne zastosowanie rozmaito±
i legendrowski
h pojawia si� w mo-jej pra
y doktorskiej. Dowodz�, »e klasy�ka
ja gªadki
h podrozmaito±
i Z ⊂ Pn,który
h rozmaito±¢ dualna jest gªadka, jest równowa»na z klasy�ka
j¡ pewny
hgªadki
h rozmaito±
i legendrowski
h w P2n+1.2



Algebrai
 Legendrian varietiesZespolone rozmaito±
i legendrowskie wydaj¡ si� wi�
 wa»n¡ tematyk¡ bada«.Nie tylko stanowi¡ naturalne uogólnienie przypadku rze
zywistego, le
z tak»emaj¡ odr�bne i 
iekawe zastosowania w geometrii algebrai
znej, geometrii rie-mannowskiej, algebrze oraz klasy
znej geometrii rzutowej.Przed moimi badaniami, jedynie nieli
zne przykªady gªadki
h podrozmaito±
ilegendrowski
h w przestrzeni rzutowej byªy znane. Mianowi
ie, byªy to pewneprzestrzenie jednorodne, przykªady krzywy
h oraz rodzina powierz
hni biwymier-ny
h z pewnymi powierz
hniami K3. Jest to wyrazem tego, »e bada« nad samymirozmaito±
iami legendrowskimi, i
h geometri¡ oraz globalnymi wªasno±
iami pro-wadzi si� wzgl�dnie maªo, wi�
 jest to jesz
ze nie do ko«
a odkryty ±wiat. Przy-najmniej 
z�±
iowo t� luk� zapeªnia moja pra
a doktorska.W opisywanej rozprawie poruszam dwa uzupeªniaj¡
e si� problemy:
• opisanie ograni
ze«, które musz¡ speªnia¢ rozmaito±
i legendrowskie;
• skonstruowanie przykªadów gªadki
h rozmaito±
i legendrowski
h.Znalezione przeze mnie ograni
zenia doty
z¡ grupy zewn�trzny
h automor�-zmów rozmaito±
i legendrowskiej. Natomiast nowe przykªady konstruuj� poprzezudowodnienie, »e hiperpªaskie 
i�
ie podrozmaito±
i legendrowskiej w przestrzenirzutowej te» jest rozmaito±
i¡ legendrowsk¡ przy odpowiednim zanurzeniu.W [Bu
03℄ oraz [Bu
06℄ pokazaªem, »e wielomiany kwadratowe, które zeruj¡si� na rozmaito±
i legendrowskiej X ⊂ P2n−1 wyzna
zaj¡ pewn¡ podgrup� rzu-towy
h automor�zmów X. Jest to maksymalna spójna grupa automor�zmów

P2n−1, które za
howuj¡ zarówno X, jak i struktur� kontaktow¡ na P2n−1. Wrozprawie doktorskiej uogólniam ten wynik na dwa sposoby.Po pierwsze pokazuj�, »e przestrze« rzutowa mo»e zosta¢ zast¡piona przezdowoln¡ rzutow¡ rozmaito±¢ kontaktow¡ Y . Wtedy, je±li X jest podrozmaito-±
i¡ legendrowsk¡, a L pewn¡ spe
jaln¡ wi¡zk¡ liniow¡ na Y wyzna
zon¡ przezstruktur� kontaktow¡, to spójna grupa automor�zmów kontaktowy
h Y , któraza
howuje X jest wyzna
zona przez te 
i�
ia wi¡zki L, które zeruj¡ si� na X.Po drugie, w przypadku przestrzeni rzutowej, dla podrozmaito±
i legendrow-skiej X ⊂ P2n−1, rozwa»am 
zy spójna grupa automor�zmów rzutowy
h X musiza
howywa¢ struktur� kontaktow¡. Dowodz�, »e tak jest o ile X jest gªadkie (inie jest podprzestrzeni¡ liniow¡) oraz przedstawiam kontrprzykªady, gdy X jestosobliwe. Przedstawiam te» poszlaki sugeruj¡
e, »e podane przeze mnie kontr-przykªady s¡ jedynymi mo»liwymi.Aby znale¹¢ nowe przykªady, rozwa»am problem klasy�ka
ji rozmaito±
i le-gendrowski
h speªniaj¡
y
h pewne dodatkowe zaªo»enia, na przykªad, b�d¡
y
hjedno
ze±nie rozmaito±
iami tory
znymi lub zawarty
h w pewnej konkretnej roz-maito±
i. W ten sposób konstruuj� kilka nowy
h gªadki
h przykªadów, miedzyinnymi powierz
hni� tory
zn¡ (rozdmu
hanie P2 w 3 punkta
h) oraz pewn¡ 8-wymiarow¡ rozmaito±¢ Fano. Na konie
 pokazuj�, »e obydwa te przykªady s¡3
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zy«skisz
zególnymi przypadkami bardzo ogólnej konstruk
ji: ogólne hiperpªaskie 
i�
ierozmaito±
i legendrowskiej, po odpowiednim zrzutowaniu, zadaje gªadk¡ rozma-ito±¢ legendrowsk¡ mniejszego wymiaru. Stosuj¡
 wielokrotnie powy»sze stwier-dzenie do znany
h przykªadów oraz do rozkªadalny
h rozmaito±
i legendrowski
h,otrzymuj� niesko«
zenie wiele nowy
h przykªadów w ka»dym wymiarze. Przy-kªady te ró»ni¡ si� od siebie mi�dzy innymi rang¡ grupy Pi
arda, stopniem dy-wizora kanoni
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