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W niniejszej rozprawie koncentrujemy sie na problemie rozstrzygal-
nosci funkcyjnodci oraz réwnowaznosci funkcyjnych transduktoréw re-
jestrowych (register transducers), ktérych dane wejsciowe sa drzewami.
Gléwnym motywem rozprawy jest Metoda Hilberta, ktéra w zarysie pole-
ga na redukgji obiektéw kombinatorycznych, takich jak stowa badz drze-
wa, do obiektéw algebraicznych, takich jak liczby czy wielomiany, w ta-
ki sposéb, ze operacje tych pierwszych moga by¢ zredukowane do ope-
racji tych drugich. Szczegoéty Metody Hilberta opisujemy péZniej; teraz
przejdzmy do transduktorow.

W zarysie, transduktor drzewiasty jest to formalny model maszynowy
zbudowany na automacie drzewiastym, ktory nie tylko akceptuje drzewa,
ale i zwraca wyjscie, ktére moze by¢ na przyktad innym drzewem badz
liczba. W konsekwencji, definiuje on nie tylko jezyk, lecz takze transforma-
cje. Definicje transduktora rejestrowego podajemy dalej w tekscie. Trans-
duktor nazywamy funkcyjnym, jezeli zdefiniowana przez niego transfor-
macja jest funkcja (tj. ma co najwyzej jedno wyjscie dla kazdego wejscia),
a dwa transduktory nazywamy réwnowaznymi, jezeli definiuja te sama
transformacje. Procedura decyzyjna rozstrzygajaca problem réwnowaz-
nosci transduktoréw moze zosta¢ wykorzystana na przyktad do zwery-
fikowania, czy dany transduktor definiuje oczekiwana przez nas trans-
formacje. W tym celu mozna wzia¢ inny transduktor, ktéry definiuje in-
teresujaca nas transformacje w spos6b niewatpliwy (cho¢ by¢ moze nie-
optymalny), a nastepnie sprawdzi¢, czy oba transduktory sa réwnowazne.



Motywacja do rozwazania transduktoréw drzewiastych pochodzi miedzy
innymi z teorii transformacji dokumentéwﬂ teorii kompilatoréwﬂ oraz
przetwarzania jezyka naturalnegoﬂ Po wiecej informacji i referencji doty-
czacych transduktoréw drzewiastych i ich zastosowar odsytamy do pod-
recznika Fiilopa i Vogleraﬁ

W dziedzinie transduktoréw mozna znaleZ¢ cala game modeli. Po-
zwolmy sobie poda¢ kilka przykltadéw. Rozpocznijmy od transduktora
slownego — jest to szczeg6lny przypadek transduktora drzewiastego, po-
niewaz stowa moga by¢ reprezentowane jako drzewa, w ktérych kazdy
wierzcholek ma co najwyzej jedno dziecko. Najstarszy i najprostszy model
transduktora sfownego to Maszyna Mealy’ego (Mealy Machine), wprowa-
dzona w 1955 roku przez Mealy’egoﬂ Przechodzi ona przez stowo wej-
Sciowe od lewej do prawej tak jak automat skoriczony (DFA) oraz w kaz-
dym kroku zwraca jedna litere, w zaleznosci od aktualnego stanu i litery
wejsSciowej; stany maszyny stuza wytacznie do determinowania liter wyj-
Sciowych — maszyna zwraca wyijscie dla kazdego stowa wejSciowego.

bla
ala b|b

a|b
Rysunek 1: Maszyna Mealy’ego. Na przyklad, dla stowa wejsciowego
abbba zwraca stowo aabbb.

Nieco og6lniejszym modelem transduktorowym jest deterministyczny trans-
duktor skoriczenie stanowy (deterministic finite state transducer). Mozna

1Hosoya, 2010.

2Na przyklad Thirunarayan, 2009. Gramatyki atrybutowe (attribute grammars) moz-
na zinterpretowac jako transduktory drzewiaste: gramatyki atrybutowe oraz drzewiaste
transduktory atrybutowe (attributed tree transducers) majq te sama site ekspresji (Ma-
neth, 1998).

>Maletti, 2015,

4Fi'116p and Vogler, 1998,

5Mealy, 1955,



go kroétko opisac jako automat skoficzony z wyjSciem: w kazdym kroku
zwraca stowo (ktére, inaczej niz w przypadku Maszyny Mealy’ego, moze
zawiera¢ wiecej niz jedna litere) oraz akceptuje lub odrzuca stowo wej-
$ciowe w zaleznosci od stanu osiagnietego po przeczytaniu go.
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Rysunek 2: Deterministyczny transduktor skoriczenie stanowy. Zwraca
wyjscie dla stéw postaci (a + b)*a; na przykltad, dla stowa wejsciowego
abbba zwraca stowo aabbabbb.

Analogicznie, mozna skonstruowaé¢ modele transduktorowe postugujac
sie innymi modelami automatowymi, otrzymujac co nastepuje: niedeter-
ministyczny transduktor skoriczenie stanowy (nondeterministic finite sta-
te transducer), transduktor ze stosem (push-down transducer), dwukie-
runkowy (nie) deterministyczny transduktor skoficzony (two-way (non)deterministic
finite transducer), transduktor kamykowy (pebble transducer)ﬁ oraz trans-
duktor marmurowy (marble transducer)’| (nie twierdzimy bynajmniej, ze
przedstawiona lista jest wyczerpujaca). Co wiecej, mozna zastosowac¢ ana-
logiczna konstrukcje do automatéw drzewiastych, otrzymujac (nie)deterministyczny
gora-dot (dot-gora) transduktor ((non)deterministic top-down (bottom-up)
transducer) czy tez drzewiaste transduktory kamykowe (pebble tree trans-
ducers). Istnieja rowniez modele transduktorowe innych rodzajéw, wspo-
mnijmy o drzewiastym transduktorze ,macro” (macro tree transducer
transduktorze atrybutowym (attribute transducer), otrzymanym z grama-
tyki atrybutowej (attribute grammarﬂ transduktorze ze stosem wyzszego

6 Automaty kamykowe (pebble automata) zostaty wprowadzone w pracy Globerman
and Harel, 1996,

7 Automaty marmurowe (marble automata) zostaty wprowadzone, dla drzew, w pracy
Engelfriet, Hoogeboom, and Van Best, 1999,

8Engelfriet and Vogler, 1985,

Fiilop, 1981l



rzedu (Higher Order deterministic top-down transducer) *|oraz drzewia-
stym transduktorze uziemionym (ground tree transducer)' |

Modele transformacji uzywane w tej rozprawie. PrzejdZmy do mode-
li transformagji, ktérych uzywamy w niniejszej rozprawie. Pierwszy jest
zdefiniowany z uzyciem monadycznej logiki drugiego rzedu (MSO); jest
to MSO transdukcja. MSO jest rozszerzeniem logiki pierwszego rzedu, w
ktérym kwantyfikacja przebiega po zbiorach elementéw struktury. Zwiaz-
ki MSO i teorii automatéw pojawily sie w latach szes¢dziesiatych ubiegte-
go wieku kiedy to stawne twierdzenie Biichiego, Elgota oraz Trakhtenbro-
ta stwierdzito r6wnowaznos¢ DFA oraz MSO na stowach z relacja nastep-
nika@ odobny wynik zostal otrzymany zaréwno dla drzew@ jak i dla
grafé Zwiazek ten zostal rozszerzony z automatéw do transdukto-
réw: Engelfriet i Hoogeboom udowodnili réwnowaznos$é¢ dwukierunko-
wych deterministycznych automatéw na stowach oraz MSO transdukgji
stow z relacja nastepnikaEL a Engelfriet i Maneth udowodnili réwnowaz-
noé¢ drzewiastych transduktoréw ,macro” z regularnym wgladem na-
przéd (macro tree transducers with regular look-ahead) z restrykcja jed-
nokrotnego wykorzystania (single-use restriction) oraz MSO transduk-
i drzew|'%; co wiecej, Alur et al. wprowadzili inny réwnowazny model
(transduktor rejestrowy, por. nastepny akapit) zaréwno dla slc’)wlﬂ oraz
drzew@ MSO transdukcje byly badane réwniez dla graféw, patrz prze-
glad Courcelle’ﬂ aczkolwiek bez zwiazkéw z drzewiastymi transdukto-
rami. (W rozdziale 3 rozwazamy MSO transdukcje graféw (o ograniczonej
szeroko$ci drzewiastej), wprowadzajac zwiazki z transduktorami rejestro-
wymi (wykorzystujac wspomniane wyniki Alura et al.).)

Drugim i najwazniejszym modelem transformacji ktérego uzywamy

10Gallot, Lemay, and Salvati, {2020.

1Dauchet et al., 1990l

12Biichi, 1960, Elgot, 1961, and Trakhtenbrot, (1961,

13Dowéd jest analogiczny jak w przypadku stéw.

4Courcelle and Engelfriet, 2012

I5Engelfriet and Hoogeboom, 2001

16Engelfriet and Maneth, 1999,

17 Alur and Cerny, 2010; Alur and éerny, 20111

8 Alur and D’ Antoni, 2012.

YCourcelle, [1994; patrz réwniez powiazane komentarze we wstepie w pracy Bojani-
czyk and Pilipczuk, 2016,



jest, podazajac za pracami Engelfrieta, Manetha, Alura, Cernyego i D’Antoni’ego@
transduktor drzewiasty wykorzystujacy rejestry; nazywamy go transduk-
torem rejestrowym, za Bojariczykie Zwraca on elementy pewnej ustalo-
nej algebry (na przyktad monoidu wolnego lub ciata liczb wymiernych),
oznaczonej jako algebra wyjsciowa. (Transduktor rejestrowy z algebra wyj-
Sciowa A nazywamy réwniez transduktorem rejestrowym z wyjéciem w
A.) Transduktor rejestrowy bazuje na automacie drzewiastym doét-gora i
jest wzbogacony o krotke zmiennych, zwanych rejestrami, przechowuja-
cych elementy algebry wyjsciowej. Krotka rejestrow jest inicjalizowana w
kazdym liciu drzewa wejSciowego, nastepnie w kazdym wierzchotku nie
bedacym liSciem jest ona syntetyzowana przez zastosowanie wielomiano-
wej operacji algebry A (w sensie algebry uniwersalnej) na rejestrach jego
dzieci, a w konicu zwracane wyijscie jest ewaluacja wielomianowej opera-
¢ji A na rejestrach korzenia. Algebra wyjSciowa moze by¢ dowolna, cho¢
zwykle jest to albo algebra "kombinatoryczna", jak na przyklad monoid
wolny lub algebra drzew urangowanych (ranked trees), albo pierScieri, na
przykiad liczb catkowitych lub wielomianéw.
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Rysunek 3: Bieg transduktora rejestrowego z wyjéciem w pierScieniu liczb
catkowitych, ktéry oblicza iloczyn liczb wierzchotkéw drzewa wejsciowe-
go etykietowanych literami a i c.

20Engelfriet and Maneth, [1999; Alur and Cerny, 2010; Alur and Cerny, 2011; Alur and
D’Antoni, 2012,
21Bojaniczyk, 2019.
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Rysunek 4: Bieg transduktora rejestrowego z wyjSciem w monoidzie wol-
nym, ktéry oblicza reprezentacje stowna drzewa wejSciowego.

Transduktory rejestrowe sa ekspresywne: dla algebry wyjéciowej bedacej
monoidem wolnym oraz alfabetu wejsciowego skladajacego sie z symboli
unarnych i zero-arnych $cisle zawieraja MSO transdukcje stéw, a dla alge-
bry wyjsciowej bedacej wolna algebra lesna (forest algebra, wprowadzo-
na przez Bojariczyka i Walukiewicz SciSle zawieraja MSO transdukgje
drzew. Zostaly one wprowadzone, w tzw. wariancie niekopiujacym (co-
pyless restriction), przez Alura i Cerny’ego dla sl(’) oraz przez Alura
i D’Antoniego dla drzew@ (we wspomnianym wariancie niekopiujacym
w obu przypadkach transduktory rejestrowe i odpowiadajace im trans-
dukcje MSO sa jednakowo ekspresywn. Transduktory rejestrowe byty
rOwniez uzywane przez Seidla et al@ przy czym algebra wyjSciowa byto
ciato liczb wymiernych, dla ktérych udowodnili oni rozstrzygalnos¢ réw-
nowaznosci

Metoda Hilberta. Schemat dowodowy, ktérego uzywamy w tej pracy, jest

22Bojaiczyk and Walukiewicz, 2008

2 Alur and Cerny, 2010,

2 Alur and D’ Antoni, 2012,

25 Alur and Cerny, 2011; Alur and D’Antoni, 2012,

26Geidl, Maneth, and Kemper, 2018,

Z’Dowéd jest przeprowadzony dla transduktoréw deterministycznych; przypadek
funkcyjny wynika z doé¢ standardowej redukcji do przypadku deterministycznego, por.
dowdéd Lematu 2.9 tej rozprawy.



analogiczny do tego, ktérego uzyli Seidl et al. Symulowali oni podklase
transduktoréw rejestrowych z wyjéciem w monoidzie wolnym (determi-
nistyczne transduktory géra-dét z drzew do stow (deterministic top-down
tree-to-string transducers)) przez transduktory rejestrowe z wyjsciem w
pierScieniu liczb catkowitych. Ta symulacja sprowadza sie do symulacji
struktur wyjsciowych: monoid wolny jest symulowany przez pierScien
liczb catkowitych, poprzez zanurzenie go w multiplikatywnym mono-
idzie pier$cienia macierzy, patrz ponizszy rysune
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Rysunek 5: Symulacja monoidu wolnego {aj,a2}" przez pierScieri liczb
calkowitych, z wykorzystaniem homomorfizmu do multiplikatywnego
s
0 1
gdzie wjs jest liczba reprezentowana przez stowo iji ... i, € {1,2}* w sys-
temie tréjkowym.

monoidu macierzy; stowo w = a; a;, . . . a;, jest odwzorowane na

Seidl et al. uzyskali rozstrzygalnos¢ rownowaznosci dla pierwszego mo-
delu transduktorowego poprzez udowodnienie rozstrzygalnosci réwno-
waznosci dla drugiego modelu, uzywajac ideatéw w pierscieniu wielo-
mianéw. Analogiczny schemat dowodowy, wywodzacy sie z teorii repre-
zentacji, byl juz wczesniej stosowany w teorii jezykéw formalnyc a
ostatnio zostal nazwany Metodq Hilberta przez Bojar’lczyk Wykorzystu-
jemy go i rozwijamy w kazdym z nastepnych rozdziatéw — za kazdym ra-
zem z algebra inna niz monoid wolny i pierécieniem innym niz pierscier
liczb catkowitych —i uzyskujemy wyniki rozstrzygalnosci dla innych klas
przeksztalcen.

2Ten konkretny homomorfizm injektywny pochodzi z Seidl, Maneth, and Kemper,
2018, Example 3.2; w literaturze mozna znalez¢ analogiczne homomorfizmy, patrz na
przykliad klasyczna liniowa reprezentacja Sanova grupy wolnej.

29 Albert and Lawrence, 1985} Honkala, [2000; Benedikt et al., 2017,

30Bojaﬁczyk, 2019.



Organizacja rozprawy. W rozdziale 1 podajemy preliminaria, dotyczace
pierScieni, idealéw w pier$cieniu wielomianéw oraz baz Grobnera.

W rozdziale 2 przedstawiamy dowdd rozstrzygalnosci funkcyjnosci
oraz rownowaznosci funkcyjnych transduktoréw rejestrowych z wyjsciem
w obliczalnym pierécieniu przemiennym bez dzielnikéw zera (lub, bez
straty ogo6lnosci, z wyjSciem w ciele obliczalny (Twierdzenie 5 Na-
stepnie symulujemy pewna algebre laséw nieuporzadkowanych przez pier-
Sciert wielomianéw jednej zmiennej, uzyskujac w ten sposob rozstrzygal-
noé¢ dla transduktoréw rejestrowych z wyjSciem w tej algebrze. Forma-
lizujemy réwniez pojecie symulagji algebr oraz zastosowany schemat do-
wodowy.

W rozdziale 3 podajemy model transduktora rejestrowego, ktéry po-
zwala wyrazi¢ transdukcje MSO graféw o ograniczonej szerokosci drze-
wiastej. Nastepnie symulujemy grafy o ograniczonej szerokosci drzewia-
stej — z doktadnoscia do pewnego ostabienia relacji izomorfizmu, ktére na-
zywamy réwnowaznosciq spacerowq— przez ciato funkcji wymiernych jednej
zmiennej wzbogacone o operacje dzielenia. Rozszerzamy zakres Twier-
dzenia 5 do transduktoréw rejestrowych wykorzystujacych operacje dzie-
lenia, dzieki czemu nasza symulacja pozwala otrzymaé rozstrzygalnosc¢
funkcyjnosci oraz réwnowaznosci funkcyjnych MSO transdukcji graféw
o ograniczonej szerokosci drzewiastej, w ktérych grafy wyjsciowe sa iden-
tyfikowane z dokladno$cia do spacerowej réwnowaznosci.

W rozdziale 4 rozwazamy transduktory rejestrowe z wyjsciem w pier-
Scieniu wielomiandw wzbogaconym o operacje podstawiania. Najpierw
otrzymujemy nierozstrzygalnos¢ réwnowaznosci dla tego modelu. Na-
stepnie, otrzymujemy dwa pozytywne wyniki, wykorzystujac ograniczo-
ne warianty tego modelu. Pierwszy wynik méwi o rozstrzygalnos$ci spet-
nialnosci (potencjalnie nieskoriczonego) uktadu réwnar na stowach przez
kazda krotke stow z danego jezyka, w przypadku jesli zaré6wno uklad,
jak i jezyk sa generowane przez transduktor rejestrowy (zauwazmy, ze
réwnanie o zmiennych ze zbioru X moze by¢ reprezentowane jako para

3 Transduktory rejestrowe z wyjéciem w ciatach maja taka sama moc ekspresji jak
transduktory rejestrowe z wyjSciem w pierscieniach bez dzielnikéw zera (por. Twierdze-
nie 5 rozprawy). Jest tak dlatego, ze kazde ciato jest pierScieniem bez dzielnikéw zera,
a kazdy pierécierr przemienny bez dzielnikéw zera jest zawarty w jakim$ ciele (np. w
swoim ciele utamkow).

2Dowdéd powtarza argumenty Seidla et al. (w rownowaznym formalizmie gramatyk
wielomianowych), ale przy stabszych zatozeniach na pierscierr wyjsciowy.



sléow nad alfabetem zawierajacym X). Drugi wynik méwi o rozstrzygal-
nosci funkcyjnoséci oraz rownowaznosci funkcyjnych transduktoréw reje-
strowych z wyj$ciem w monoidzie wolnym wzbogaconym o homomor-
fizmy stéw, ktére spelniaja nastepujace ograniczenia: (1) homomorfizmy
musza by¢ zaaplikowane jednoczesnie do wszystkich rejestréw, oraz (2)
kazdy z tych homomorfizméw, po zastosowaniu do niego naszej symu-
lacji monoidu wolnego przez pierscien wielomianéw, indukuje automor-
tizm pewnego ciala zawierajacego wyjSciowy pierscient wielomianéw (po-
kazujemy, ze wlasnoé¢ te mozna tatwo rozstrzygnac).

W rozdziale 5 proponujemy schemat dowodowy na rozstrzygalnosc¢
funkcyjnosci oraz réwnowaznosci funkcyjnych transduktoréw rejestrowych
z wyjéciem w danym skorficzenie przedstawionym monoidzie (klasycz-
nym przykladem takiego monoidu w informatyce jest monoid $ladéw
(trace monoid)). Schemat ten stosujemy z powodzeniem dla przykiado-
wego monoidu (M = (a,b, ¢ | abc = cba)), cho¢ nie pokazujemy, Ze jest on
bardziej uzyteczny niz prostsze metody dowodowe. Wreszcie, zauwaza-
my, ze nasz schemat dowodowy pozwala otrzymaé kryterium réwnanio-
wej Noetherowskosci (equational Noetherianity) (zwanej tez wiasnosciq zwarto-
$ci (compactness property)) danego monoidu skorficzenie przedstawionego,
czyli wlasnosci méwiacej, ze kazdy nieskoriczony uktad réwnan posiada
skoniczony réwnowazny poduktad.
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