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W niniejszej rozprawie koncentrujemy się na problemie rozstrzygal-
ności funkcyjności oraz równoważności funkcyjnych transduktorów re-
jestrowych (register transducers), których dane wejściowe są drzewami.
Głównym motywem rozprawy jest Metoda Hilberta, która w zarysie pole-
ga na redukcji obiektów kombinatorycznych, takich jak słowa bądź drze-
wa, do obiektów algebraicznych, takich jak liczby czy wielomiany, w ta-
ki sposób, że operacje tych pierwszych mogą być zredukowane do ope-
racji tych drugich. Szczegóły Metody Hilberta opisujemy później; teraz
przejdźmy do transduktorów.

W zarysie, transduktor drzewiasty jest to formalny model maszynowy
zbudowany na automacie drzewiastym, który nie tylko akceptuje drzewa,
ale i zwraca wyjście, które może być na przykład innym drzewem bądź
liczbą. W konsekwencji, definiuje on nie tylko język, lecz także transforma-
cję. Definicję transduktora rejestrowego podajemy dalej w tekście. Trans-
duktor nazywamy funkcyjnym, jeżeli zdefiniowana przez niego transfor-
macja jest funkcją (tj. ma co najwyżej jedno wyjście dla każdego wejścia),
a dwa transduktory nazywamy równoważnymi, jeżeli definiują tę samą
transformację. Procedura decyzyjna rozstrzygająca problem równoważ-
ności transduktorów może zostać wykorzystana na przykład do zwery-
fikowania, czy dany transduktor definiuje oczekiwaną przez nas trans-
formację. W tym celu można wziąć inny transduktor, który definiuje in-
teresującą nas transformację w sposób niewątpliwy (choć być może nie-
optymalny), a następnie sprawdzić, czy oba transduktory są równoważne.
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Motywacja do rozważania transduktorów drzewiastych pochodzi między
innymi z teorii transformacji dokumentów1, teorii kompilatorów2 oraz
przetwarzania języka naturalnego3. Po więcej informacji i referencji doty-
czących transduktorów drzewiastych i ich zastosowań odsyłamy do pod-
ręcznika Fülöpa i Voglera4.

W dziedzinie transduktorów można znaleźć całą gamę modeli. Po-
zwólmy sobie podać kilka przykładów. Rozpocznijmy od transduktora
słownego – jest to szczególny przypadek transduktora drzewiastego, po-
nieważ słowa mogą być reprezentowane jako drzewa, w których każdy
wierzchołek ma co najwyżej jedno dziecko. Najstarszy i najprostszy model
transduktora słownego to Maszyna Mealy’ego (Mealy Machine), wprowa-
dzona w 1955 roku przez Mealy’ego5. Przechodzi ona przez słowo wej-
ściowe od lewej do prawej tak jak automat skończony (DFA) oraz w każ-
dym kroku zwraca jedną literę, w zależności od aktualnego stanu i litery
wejściowej; stany maszyny służą wyłącznie do determinowania liter wyj-
ściowych – maszyna zwraca wyjście dla każdego słowa wejściowego.

b|a
a|a b|b

a|b

Rysunek 1: Maszyna Mealy’ego. Na przykład, dla słowa wejściowego
abbba zwraca słowo aabbb.

Nieco ogólniejszym modelem transduktorowym jest deterministyczny trans-
duktor skończenie stanowy (deterministic finite state transducer). Można

1Hosoya, 2010.
2Na przykład Thirunarayan, 2009. Gramatyki atrybutowe (attribute grammars) moż-

na zinterpretować jako transduktory drzewiaste: gramatyki atrybutowe oraz drzewiaste
transduktory atrybutowe (attributed tree transducers) mają tę samą siłę ekspresji (Ma-
neth, 1998).

3Maletti, 2015.
4Fülöp and Vogler, 1998.
5Mealy, 1955.
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go krótko opisać jako automat skończony z wyjściem: w każdym kroku
zwraca słowo (które, inaczej niż w przypadku Maszyny Mealy’ego, może
zawierać więcej niż jedną literę) oraz akceptuje lub odrzuca słowo wej-
ściowe w zależności od stanu osiągniętego po przeczytaniu go.

b|ε
a|a b|abb

a|b

Rysunek 2: Deterministyczny transduktor skończenie stanowy. Zwraca
wyjście dla słów postaci (a + b)∗a; na przykład, dla słowa wejściowego
abbba zwraca słowo aabbabbb.

Analogicznie, można skonstruować modele transduktorowe posługując
się innymi modelami automatowymi, otrzymując co następuje: niedeter-
ministyczny transduktor skończenie stanowy (nondeterministic finite sta-
te transducer), transduktor ze stosem (push-down transducer), dwukie-
runkowy (nie) deterministyczny transduktor skończony (two-way (non)deterministic
finite transducer), transduktor kamykowy (pebble transducer)6 oraz trans-
duktor marmurowy (marble transducer)7 (nie twierdzimy bynajmniej, że
przedstawiona lista jest wyczerpująca). Co więcej, można zastosować ana-
logiczną konstrukcję do automatów drzewiastych, otrzymując (nie)deterministyczny
góra-dół (dół-góra) transduktor ((non)deterministic top-down (bottom-up)
transducer) czy też drzewiaste transduktory kamykowe (pebble tree trans-
ducers). Istnieją również modele transduktorowe innych rodzajów, wspo-
mnijmy o drzewiastym transduktorze „macro” (macro tree transducer)8,
transduktorze atrybutowym (attribute transducer), otrzymanym z grama-
tyki atrybutowej (attribute grammar)9, transduktorze ze stosem wyższego

6Automaty kamykowe (pebble automata) zostały wprowadzone w pracy Globerman
and Harel, 1996.

7Automaty marmurowe (marble automata) zostały wprowadzone, dla drzew, w pracy
Engelfriet, Hoogeboom, and Van Best, 1999.

8Engelfriet and Vogler, 1985.
9Fülöp, 1981.
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rzędu (Higher Order deterministic top-down transducer)10 oraz drzewia-
stym transduktorze uziemionym (ground tree transducer)11.
Modele transformacji używane w tej rozprawie. Przejdźmy do mode-
li transformacji, których używamy w niniejszej rozprawie. Pierwszy jest
zdefiniowany z użyciem monadycznej logiki drugiego rzędu (MSO); jest
to MSO transdukcja. MSO jest rozszerzeniem logiki pierwszego rzędu, w
którym kwantyfikacja przebiega po zbiorach elementów struktury. Związ-
ki MSO i teorii automatów pojawiły się w latach sześćdziesiątych ubiegłe-
go wieku kiedy to sławne twierdzenie Büchiego, Elgota oraz Trakhtenbro-
ta stwierdziło równoważnośćDFA oraz MSO na słowach z relacją następ-
nika12; podobny wynik został otrzymany zarówno dla drzew13 jak i dla
grafów14. Związek ten został rozszerzony z automatów do transdukto-
rów: Engelfriet i Hoogeboom udowodnili równoważność dwukierunko-
wych deterministycznych automatów na słowach oraz MSO transdukcji
słów z relacją następnika15, a Engelfriet i Maneth udowodnili równoważ-
ność drzewiastych transduktorów „macro” z regularnym wglądem na-
przód (macro tree transducers with regular look-ahead) z restrykcją jed-
nokrotnego wykorzystania (single-use restriction) oraz MSO transduk-
cji drzew16; co więcej, Alur et al. wprowadzili inny równoważny model
(transduktor rejestrowy, por. następny akapit) zarówno dla słów17 oraz
drzew18. MSO transdukcje były badane również dla grafów, patrz prze-
gląd Courcelle’a19, aczkolwiek bez związków z drzewiastymi transdukto-
rami. (W rozdziale 3 rozważamy MSO transdukcje grafów (o ograniczonej
szerokości drzewiastej), wprowadzając związki z transduktorami rejestro-
wymi (wykorzystując wspomniane wyniki Alura et al.).)

Drugim i najważniejszym modelem transformacji którego używamy

10Gallot, Lemay, and Salvati, 2020.
11Dauchet et al., 1990.
12Büchi, 1960, Elgot, 1961, and Trakhtenbrot, 1961.
13Dowód jest analogiczny jak w przypadku słów.
14Courcelle and Engelfriet, 2012.
15Engelfriet and Hoogeboom, 2001.
16Engelfriet and Maneth, 1999.
17Alur and Černý, 2010; Alur and Černý, 2011.
18Alur and D’Antoni, 2012.
19Courcelle, 1994; patrz również powiązane komentarze we wstępie w pracy Bojań-

czyk and Pilipczuk, 2016.
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jest, podążając za pracami Engelfrieta, Manetha, Alura, Černýego i D’Antoni’ego20,
transduktor drzewiasty wykorzystujący rejestry; nazywamy go transduk-
torem rejestrowym, za Bojańczykiem21. Zwraca on elementy pewnej ustalo-
nej algebry (na przykład monoidu wolnego lub ciała liczb wymiernych),
oznaczonej jako algebra wyjściowa. (Transduktor rejestrowy z algebrą wyj-
ściową A nazywamy również transduktorem rejestrowym z wyjściem w
A.) Transduktor rejestrowy bazuje na automacie drzewiastym dół-góra i
jest wzbogacony o krotkę zmiennych, zwanych rejestrami, przechowują-
cych elementy algebry wyjściowej. Krotka rejestrów jest inicjalizowana w
każdym liściu drzewa wejściowego, następnie w każdym wierzchołku nie
będącym liściem jest ona syntetyzowana przez zastosowanie wielomiano-
wej operacji algebry A (w sensie algebry uniwersalnej) na rejestrach jego
dzieci, a w końcu zwracane wyjście jest ewaluacją wielomianowej opera-
cji A na rejestrach korzenia. Algebra wyjściowa może być dowolna, choć
zwykle jest to albo algebra "kombinatoryczna", jak na przykład monoid
wolny lub algebra drzew urangowanych (ranked trees), albo pierścień, na
przykład liczb całkowitych lub wielomianów.

a b

a

c dcc
(0, 1) (0, 1)(0, 1) (0, 0)

(1, 2) (0, 1)

output 6 = 2 · 3

(2, 3) = (1 + 1 + 0, 2 + 1)

Rysunek 3: Bieg transduktora rejestrowego z wyjściem w pierścieniu liczb
całkowitych, który oblicza iloczyn liczb wierzchołków drzewa wejściowe-
go etykietowanych literami a i c.

20Engelfriet and Maneth, 1999; Alur and Černý, 2010; Alur and Černý, 2011; Alur and
D’Antoni, 2012.

21Bojańczyk, 2019.
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a b

a

c dcc
⟨c⟩ ⟨c⟩

⟨a⟨c⟩⟩

⟨c⟩ ⟨c⟩

⟨a⟨c⟩⟩

⟨a⟨a⟨c⟩a⟨c⟩⟩⟩

output ⟨a⟨a⟨c⟩a⟨c⟩⟩⟩

Rysunek 4: Bieg transduktora rejestrowego z wyjściem w monoidzie wol-
nym, który oblicza reprezentację słowną drzewa wejściowego.

Transduktory rejestrowe są ekspresywne: dla algebry wyjściowej będącej
monoidem wolnym oraz alfabetu wejściowego składającego się z symboli
unarnych i zero-arnych ściśle zawierają MSO transdukcje słów, a dla alge-
bry wyjściowej będącej wolną algebrą leśną (forest algebra, wprowadzo-
na przez Bojańczyka i Walukiewicza22) ściśle zawierają MSO transdukcje
drzew. Zostały one wprowadzone, w tzw. wariancie niekopiującym (co-
pyless restriction), przez Alura i Černý’ego dla słów23 oraz przez Alura
i D’Antoniego dla drzew24 (we wspomnianym wariancie niekopiującym
w obu przypadkach transduktory rejestrowe i odpowiadające im trans-
dukcje MSO są jednakowo ekspresywne25). Transduktory rejestrowe były
również używane przez Seidla et al.26, przy czym algebrą wyjściową było
ciało liczb wymiernych, dla których udowodnili oni rozstrzygalność rów-
noważności27.
Metoda Hilberta. Schemat dowodowy, którego używamy w tej pracy, jest

22Bojańczyk and Walukiewicz, 2008.
23Alur and Černý, 2010.
24Alur and D’Antoni, 2012.
25Alur and Černý, 2011; Alur and D’Antoni, 2012.
26Seidl, Maneth, and Kemper, 2018.
27Dowód jest przeprowadzony dla transduktorów deterministycznych; przypadek

funkcyjny wynika z dość standardowej redukcji do przypadku deterministycznego, por.
dowód Lematu 2.9 tej rozprawy.
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analogiczny do tego, którego użyli Seidl et al. Symulowali oni podklasę
transduktorów rejestrowych z wyjściem w monoidzie wolnym (determi-
nistyczne transduktory góra-dół z drzew do słów (deterministic top-down
tree-to-string transducers)) przez transduktory rejestrowe z wyjściem w
pierścieniu liczb całkowitych. Ta symulacja sprowadza się do symulacji
struktur wyjściowych: monoid wolny jest symulowany przez pierścień
liczb całkowitych, poprzez zanurzenie go w multiplikatywnym mono-
idzie pierścienia macierzy, patrz poniższy rysunek28.

a1
ϕ7−→

[
3 1
0 1

]
a2

ϕ7−→
[

3 2
0 1

]
w · v

ϕ7−→ ϕ(w) · ϕ(v) dla w, v ∈ {a1, a2}∗.

Rysunek 5: Symulacja monoidu wolnego {a1, a2}∗ przez pierścień liczb
całkowitych, z wykorzystaniem homomorfizmu do multiplikatywnego

monoidu macierzy; słowo w = ai1 ai2 . . . ain jest odwzorowane na
[

3n w3
0 1

]
gdzie w3 jest liczbą reprezentowaną przez słowo i1i2 . . . in ∈ {1, 2}∗ w sys-
temie trójkowym.

Seidl et al. uzyskali rozstrzygalność równoważności dla pierwszego mo-
delu transduktorowego poprzez udowodnienie rozstrzygalności równo-
ważności dla drugiego modelu, używając ideałów w pierścieniu wielo-
mianów. Analogiczny schemat dowodowy, wywodzący się z teorii repre-
zentacji, był już wcześniej stosowany w teorii języków formalnych29, a
ostatnio został nazwany Metodą Hilberta przez Bojańczyka30. Wykorzystu-
jemy go i rozwijamy w każdym z następnych rozdziałów – za każdym ra-
zem z algebrą inną niż monoid wolny i pierścieniem innym niż pierścień
liczb całkowitych – i uzyskujemy wyniki rozstrzygalności dla innych klas
przekształceń.

28Ten konkretny homomorfizm injektywny pochodzi z Seidl, Maneth, and Kemper,
2018, Example 3.2; w literaturze można znaleźć analogiczne homomorfizmy, patrz na
przykład klasyczna liniowa reprezentacja Sanova grupy wolnej.

29Albert and Lawrence, 1985; Honkala, 2000; Benedikt et al., 2017.
30Bojańczyk, 2019.
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Organizacja rozprawy. W rozdziale 1 podajemy preliminaria, dotyczące
pierścieni, ideałów w pierścieniu wielomianów oraz baz Gröbnera.

W rozdziale 2 przedstawiamy dowód rozstrzygalności funkcyjności
oraz równoważności funkcyjnych transduktorów rejestrowych z wyjściem
w obliczalnym pierścieniu przemiennym bez dzielników zera (lub, bez
straty ogólności, z wyjściem w ciele obliczalnym31) (Twierdzenie 5)32. Na-
stępnie symulujemy pewną algebrę lasów nieuporządkowanych przez pier-
ścień wielomianów jednej zmiennej, uzyskując w ten sposób rozstrzygal-
ność dla transduktorów rejestrowych z wyjściem w tej algebrze. Forma-
lizujemy również pojęcie symulacji algebr oraz zastosowany schemat do-
wodowy.

W rozdziale 3 podajemy model transduktora rejestrowego, który po-
zwala wyrazić transdukcje MSO grafów o ograniczonej szerokości drze-
wiastej. Następnie symulujemy grafy o ograniczonej szerokości drzewia-
stej – z dokładnością do pewnego osłabienia relacji izomorfizmu, które na-
zywamy równoważnością spacerową– przez ciało funkcji wymiernych jednej
zmiennej wzbogacone o operację dzielenia. Rozszerzamy zakres Twier-
dzenia 5 do transduktorów rejestrowych wykorzystujących operację dzie-
lenia, dzięki czemu nasza symulacja pozwala otrzymać rozstrzygalność
funkcyjności oraz równoważności funkcyjnych MSO transdukcji grafów
o ograniczonej szerokości drzewiastej, w których grafy wyjściowe są iden-
tyfikowane z dokładnością do spacerowej równoważności.

W rozdziale 4 rozważamy transduktory rejestrowe z wyjściem w pier-
ścieniu wielomianów wzbogaconym o operację podstawiania. Najpierw
otrzymujemy nierozstrzygalność równoważności dla tego modelu. Na-
stępnie, otrzymujemy dwa pozytywne wyniki, wykorzystując ograniczo-
ne warianty tego modelu. Pierwszy wynik mówi o rozstrzygalności speł-
nialności (potencjalnie nieskończonego) układu równań na słowach przez
każdą krotkę słów z danego języka, w przypadku jeśli zarówno układ,
jak i język są generowane przez transduktor rejestrowy (zauważmy, że
równanie o zmiennych ze zbioru X może być reprezentowane jako para

31Transduktory rejestrowe z wyjściem w ciałach mają taką samą moc ekspresji jak
transduktory rejestrowe z wyjściem w pierścieniach bez dzielników zera (por. Twierdze-
nie 5 rozprawy). Jest tak dlatego, że każde ciało jest pierścieniem bez dzielników zera,
a każdy pierścień przemienny bez dzielników zera jest zawarty w jakimś ciele (np. w
swoim ciele ułamków).

32Dowód powtarza argumenty Seidla et al. (w równoważnym formalizmie gramatyk
wielomianowych), ale przy słabszych założeniach na pierścień wyjściowy.
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słów nad alfabetem zawierającym X). Drugi wynik mówi o rozstrzygal-
ności funkcyjności oraz równoważności funkcyjnych transduktorów reje-
strowych z wyjściem w monoidzie wolnym wzbogaconym o homomor-
fizmy słów, które spełniają następujące ograniczenia: (1) homomorfizmy
muszą być zaaplikowane jednocześnie do wszystkich rejestrów, oraz (2)
każdy z tych homomorfizmów, po zastosowaniu do niego naszej symu-
lacji monoidu wolnego przez pierścień wielomianów, indukuje automor-
fizm pewnego ciała zawierającego wyjściowy pierścień wielomianów (po-
kazujemy, że własność tę można łatwo rozstrzygnąć).

W rozdziale 5 proponujemy schemat dowodowy na rozstrzygalność
funkcyjności oraz równoważności funkcyjnych transduktorów rejestrowych
z wyjściem w danym skończenie przedstawionym monoidzie (klasycz-
nym przykładem takiego monoidu w informatyce jest monoid śladów
(trace monoid)). Schemat ten stosujemy z powodzeniem dla przykłado-
wego monoidu (M = ⟨a, b, c | abc = cba⟩), choć nie pokazujemy, że jest on
bardziej użyteczny niż prostsze metody dowodowe. Wreszcie, zauważa-
my, że nasz schemat dowodowy pozwala otrzymać kryterium równanio-
wej Noetherowskości (equational Noetherianity) (zwanej też własnością zwarto-
ści (compactness property)) danego monoidu skończenie przedstawionego,
czyli własności mówiącej, że każdy nieskończony układ równań posiada
skończony równoważny podukład.
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