O problemie zanurzen Skorochoda oraz pewnych
rodzinach martyngaléw brownowskich

Streszczenie rozprawy doktorskiej

Jan Obtoj

Niniejsza praca doktorska sktada sie z siedmiu rozdzialéw. Rozdziaty od-
powiadaja artykutom, ktore napisatem pomiedzy wrzesniem 2002 a czerwcem
2005. Kazdy rozdziat byt pisany jako spojna catos¢ i moze by¢ czytany od-
rebnie od pozostatych. Jednakze zebrane razem artykuty dopeiniaja sie w
spos6b naturalny i lektura zgodnie z porzadkiem prezentacji zapewnia pel-
niejszy obraz tematyki i wynikow doktoratu.

Jak sugeruje sam tytul, praca ta sktada sie z dwoch czesci, ktore chociaz
powiazane, sa jednak wyraznie odrebne. Cze$¢ pierwsza (rozdzialy 1 — 4)
poswiecona jest problemowi zanurzen Skorochoda. Zawiera obszerne wpro-
wadzenie do dziedziny, omawia nowe rozwigzanie problemu w abstrakcyjnym
markowskim kontekscie oraz rozwija pewne problemy optymalnego stopowa-
nia. Druga cze$¢ pracy (rozdzialy 5 — 7) jest poswiecona studiom martynga-
tow, ktore mozna zapisa¢ jako funkcje od ruchu Browna i pewnego procesu
adaptowanego. W szczegdlnosci zawiera ona petng charakteryzacje tzw. mar-
tyngaléw Azémy-Yora jako jedynych martyngatow lokalnych, ktore sg funkcja
ruchu Browna i jego procesu maksimum.

Omowie teraz wyniki zawarte w kolejnych rozdziatach. Celem moim jest
zarysowanie kontekstu i metod zwigzanych z wynikami i bede pomijal niekto-
re techniczne zatozenia. Tak wiec, prezentowane ponizej twierdzenia powinny
by¢ traktowane jako streszczenie i odestanie do twierdzen w pracy, a nie jako
matematycznie kompletne stwierdzenia.

Rozdzial 1. Skorochod sformutowal problem nazywany obecnie proble-
mem zanurzen Skorochoda w swojej ksiazce [11] z 1961 roku. Podstawowy cel
polega na zrealizowaniu, zanurzeniu jednego obiektu w drugim. Skorochod
chcial zrealizowa¢ bladzenie losowe jako ruch Browna zatrzymany w ciggu



momentow stopu. Sprowadzato si¢ do rozwigzania nastepujacego problemu:
dla danej scentrowanej miary probabilistycznej p ze skonczonag wariancja,
zaprojektowaé catkowalny moment stopu 7" taki ze Br, ruch Browna zatrzy-
many w T, ma zadany rozktad pu. Od 1961 wyjsciowy problem rozrdst sie
w odrebng tematyke badawcza z duzg iloscig zastosowan. Probabilisci przez
przeszto 40 lat uogolniali wyjsciowy problem, znajdowali nowe rozwiazania
i dowodpzili ciekawych wtasnosci znanych rozwigzan. W konsekwencji, osoba
zainteresowana tematyka stawata wobec rozleglej sieci wzajemnie powiaza-
nych prac. Naturalng stata si¢ potrzeba pracy przegladowej, ktora zebrataby
w jednym miejscu i omoéwita istniejace prace, pokazujac ich wzajemne powig-
zania i ujednolicajac metodologie. Taki byt wtasnie cel pierwszego rozdziatu,
opublikowanego w [4].

Posréd 21 rozwiazan problemu zanurzen Skorochoda, ktore sa oméwione
w rozdziale 1, trzy nalezy podkresli¢ w tym miejscu. W pierwszej kolejnosci
jest to rozwiazanie Chacona i Walsha [2] om6wione w sekeji 1.3.8. Chacon
i Walsh [2] pokazali, ze jednowymiarowy potencjal zadany przez pu — Up,
Up(z) = — [z |z — yldu(y), moze byé w prosty i wydajny sposéb uzyty do
opisania rozwigzania, a raczej calej rodziny rozwigzan problemu zanurzen
Skorochoda opartej na sktadaniu kolejnych pierwszych momentéw wyjscia.
Zaproponowana przez autorow metodologia postuzyta mi za baze do ujed-
noliconej prezentacji wszystkich dowodow oraz argumentéw intuicyjnych w
rozdziale 1. Z jej pomocg dowodze na przyktad w prosty sposéb optymalnych
wlasnosci zanurzenia Jacka (zob. sekcja 1.6.2).

Drugim rozwiazanie, ktére chce podkresli¢, zostato zaproponowane przez
Azéme i Yora [1] (zob. sekcja 1.5). Omawiam to rozwiazanie szczegdlowo,
przedstawiam prosty dowod oparty na jedno-wymiarowej teorii potencjahu,
ale opisuje takze oryginalne podejscie wykorzystujace teorie martyngatow.
W ten spos6éb wprowadzam martyngaty Azémy-Yora, ktore beda kluczowym
obiektem w drugiej czesci doktoratu. Szczegdlna postaé rozwigzania Azémy-
Yora bedzie punktem wyjscia dla mojego rozwiazania problemu zanurzen
Skorochoda dla procesu wieku w rozdziale 2, jak rowniez, w mniejszym stop-
niu, rozwigzania dla funkcjonalow wycieczek procesu Markowa, ktére jest
omoéwione w rozdziale 3. Wreszcie, badanie optymalnych wtasnosci rozwia-
zania Azémy-Yora rozwineto sie w odrebne studium w teorii optymalnych
zatrzyman, ktore jest przedstawione w rozdziale 4.

Trzecie rozwigzanie problemu zanurzen Skorochoda, ktore pragne podkre-
§li¢ w tym miejscu to rozwiazanie zaproponowane przez Roota [10]. W sekeji
1.7 omawiam je razem z jego naturalnym dopelnieniem zaproponowanym



przez Rosta. W szczegdlnosci opisuje ich zaskakujace whasnosci optymalne i
stawiam hipoteze o pewnych dalszych wtasnosciach.

Rozdzialy 2 i 3. Rozdzialy 2 i 3 zawieraja nowe rozwiazanie problemu
Skorochoda. Rozdzial 3 jest istotnym rozszerzeniem i uogélnieniem rozdziatu
2, dlatego tez skupie sie raczej na jego streszczeniu. Rozdzial 2 jest wspolng
praca z M. Yorem [6]. Rozwiazujemy w niej problem zanurzen Skorochoda
dla procesu wieku wycieczek ruchu Browna, czyli dla procesu A; =t — gy,
gdzie g, = sup{s < t : B, = 0}. Policzony jest takze rozktad taczny Ar, za-
trzymanego procesu wieku oraz momentu stopu 7'. Gtéwne wyniki rozdziatu
2 sa zaprezentowane w sekcji 2.3. W calym rozdziale dowody sa oparte na
teorii wycieczek, jednakze réwnolegle przedstawiane sg argumenty bazujace
na teorii martyngaléw. Wymagaja one uogdlnien martyngatéw Azémy-Yora
co jest jeszcze jednym potaczeniem pierwszej i drugiej czesci doktoratu.

W rozdziale 3 rozszerzam i doprecyzowuje ogolna metodologie zasugero-
wang w rozdziale 2. Dopuszczam funkcjonaly ze znakiem oraz ktade nacisk na
zidentyfikowanie najogolniejszego kontekstu, w ktorym metodologia stosuje
sie i pozwala otrzymac¢ bezposrednie rozwigzanie problemu zanurzen Sko-
rochoda. W szczegélnosci okazuje sie, ze specjalne wtasnosci procesu wieku
(A;) oraz ruchu Browna, uzyte w rozdziale 2, nie byty kluczowe. W ten spo-
sOb rozwiazuje bezposrednio problem zanurzen Skorochoda miedzy innymi
dla proceséw Bessela o wymiarze § € (0,2), dla skrzywionego ruchu Brow-
na, dla jednowymiarowych dyfuzji na naturalnej skali oraz dla znakowanych
proceséw wieku wycieczek dyfuzji (w szczegdlnosci dla martyngatu Azémy).
Przedstawie teraz pokrétce gléwne twierdzenie, z ktorego wynikaja wyzej
wymienione rozwiazania.

Rozwazmy proces (F; : t > 0), dany jako funkcjonal F' od wyciecz-
ki procesu Markowa X w chwili ¢, oszacowany na skali wieku wycieczki.
Doktadniej méwiac, niech (X; : ¢ > 0) bedzie procesem Markowa o war-
tosciach w przestrzeni polskiej, (e; : [ > 0) jego procesem wycieczek a
(Ly : t > 0) czasem lokalnym w zerze. F' jest funkcjonatem, ktéry wy-
cieczce € przypisuje ciagta, monotoniczna funkcje F(e), F(e)(0) = 0, oraz
takim, ze indukowany proces F; = F(er,)(t — ¢¢) jest adaptowany do na-
turalnej filtracji X. Proces (F}) jest kawatkami ciagly, gdy skacze to skacze
do zera, oraz ma ten sam zbior zer co proces X (w szczegélnosci L jest ad-
aptowany do naturalnej filtracji F'). Wazniejsze przyklady, dla przypadku
gdy X jest jednowymiarowa dyfuzjg, obejmuja funkcjonat wieku A, ktory
indukuje proces wieku wycieczek: A, = (¢ — g;), funkcjonal wieku ze zna-



kiem, ktéry daje proces A, = sgn(X;)(t — g;) oraz funkcjonal ekstreméw
M(e)(u) = sgn(e) sup,c, |€(u)|. Moje rozwigzanie problemu zanurzen Skoro-
choda dla procesu M,; daje jednocze$nie rozwigzanie problemu Skorochoda
dla samego procesu X oraz dla jego procesu znakowanego ekstremum.

Nastepujace twierdzenie opisuje rozwiazanie problemu Skorochoda dla
ogblnego procesu (F;). Wykorzystuje ono miare charakterystyczng ng natu-
ralnego punktowego procesu Poissona zwigzanego z funkcjonatem F' (ng jest
obrazem miary Itd procesu wycieczek).

Twierdzenie (Twierdzenia 3.1 i 3.4). Dila dowolnej, bezatomowej, mia-

ry probabilistycznej pu na R 2 o du(y)/ne(y,00) = fo_ dp(y)/ne(~o0,),
moment stopu zadany przez

T" = inf{t >0:F ¢ (- go_(Lt),m(Lt))}

jest p.n. skonczony i rozwigzuje problem Skorochoda: Frr ~ i, gdzie @y, _,
zdefiniowane w (3.15), sq funkcjami i ng.

Dla niewjemnego procesu (Fy) i dowolnej miary probabilistycznej p na R,
moment stopu

TF = inf {t >0:F > gp(Lt)},

jest skonczony p.n. 1 spetnia Frr ~ pu, gdzie ¢ jest prawostronnie-cigglq
odwrotnoscig

In ( E=)
Y 1,0z =odp(x (u(:wr)
wu<y>=/ utte=odple)

o fa(@)np(l,00)) 5 e[z, 00))

1,1({2})>0;

gdzie i(x) = p([z, 00)).

Zauwazmy, ze TT jest momentem stopu w naturalnej filtracji (F}). Funk-
cja 1, jest nazwana dualng funkcja Hardy’ego-Littlewooda poniewaz pet-
ni podobna role jak funkcja Hardy’ego-Littlewooda (1.17) w rozwiazaniu
Azémy-Yora (zob. sekcja 1.5). Ma ona szczegélnie prosta postaé w najwaz-
niejszym przypadku, kiedy u jest bezatomowa oraz np(dz) = dz/x? |, wtedy
Uu(y) = Jo sdu(s)/(s).

Rozdzial 4. W ostatnim rozdziale pierwszej czesci doktoratu podejmuje
tematyke zastosowan problemu zanurzen Skorochoda, a doktadniej jego Sci-
stych zwiazkéw z teoria optymalnego stopowania. Rozdzial ukaze si¢ w [5].
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Jest on naturalng kontynuacja pisania pracy przegladowej (zob. rozdzial 1)
w ktorej przedstawilem pewne nieznane weze$niej zwiazki pomiedzy réznymi
artykutami z tej tematyki.

Rozwazam nastepujacy problem optymalnego stopowania: znalez¢ mak-
simum i

E {qﬁ(supXS) —/ c(Xs)ds]
s<T 0

po wszystkich momentach stopu 7 takich, ze E [; ¢(X;)dzr < co. Proces (X;)
jest jednowymiarows dyfuzja zadana przez swéj generator infinitezymalny,
tutaj jednak zatoze, ze X = B jest ruchem Browna. W mojej pracy la-
cze studia Peskira [7] i Meilijsona [3]. Rozwiazanie problemu jest przedsta-
wione jako ciag trzech twierdzen z réznymi zalozeniami na funkcje ¢ i c.
W przypadku gladkim opieram si¢ bezposrednio na wynikach Peskira [7] i
pokazuje, ze problem ma skonczone rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy
réwnanie rézniczkowe ¢'(x) = ¢'(x)/[2¢(g(z))(x — g(x))] ma maksymalne
rozwiazanie g,, ktére pozostaje pod diagonalg w R?, g,(z) < 2. Moment
stopu indukujacy rozwigzanie jest momentem Azémy-Yora zadanym przez
7. = inf{t : X < g.(sup,<; Xs)}. Przypadki ogélniejszych funkcji ¢, ¢ uzy-
skuje dzieki argumentom granicznym przy wykorzystaniu mocnej wlasnosci
Markowa i szczegdlnej postaci problemu.

W drugiej czesci rozdziatu 4, rozwazam tzw. optymalny problem zanurzen
Skorochoda (zob. Peskir [8]). Majac dana scentrowana miare probabilistyczng
1, nalezy zaprojektowaé problem optymalnego stopowania, ktorego rozwia-
zanie jednoczesnie zanurzy miare . Rozwiazuje ten problem opierajac si¢ na
wynikach z pierwszej czesci rozdziatu. Doktadniej, dla danej miary u, podaje
funkcje ¢ i c takie, ze moment stopu 7, opisany powyzej, zanurza p, B, ~ .
W poréwnaniu z praca Peskira [8] rozszerzam klase rozwazanych miar, gdyz
nie musze sie ogranicza¢ do miar z gestoscia. Uwzglednienie miar z atomami
umozliwia funkcja ¢, ktéra w [8] jest identycznoscia, ¢(x) = .

Rozdzialy 5 i 6. W tych rozdzialach skupiam si¢ na martyngatach
Azémy-Yora. Rozdzial 5 jest wspélng praca z M. Yorem. Niech (IV, : ¢ > 0)
bedzie ciggtym martyngatem lokalnym, N, = sup,<; Ns jego procesem mak-
simum oraz dla funkcji f oznaczmy jej funkcje pierwotna przez F(y) =
JJ f(x)dz. Pokazujemy, ze dla dowolnej lokalnie catkowalnej funkeji f, pro-
ces (F(N;) — f(N,)(Ny — N;) : t > 0) jest martyngatem lokalnym. Procesy
takie, wprowadzone przez Azéme i Yora [1]|, nazywamy maz-martyngatams,
M-martyngatami lub martyngatami Azémy-Yora. Prezentujemy ich rézne za-



stosowania, miedzy innymi wyprowadzamy nastepujace ograniczenie na roz-
ktad czasu lokalnego w zerze LYY procesu N:

Twierdzenie. Niech (N, : t > 0) bedzie jednostagnie catkowalnym martyn-
gatem i niech p bedzie rozkladem |Noo| a T momentem stopu opisanym w
rozdziatach 2 i 3, takim ze |Brp| ~ p. Wtedy

E(12-20) <E(LE-8) . pe.),

gdzie P(LY, > 75(p)) = p = P(LE > 77 (p))-

Innymi stowy, rozktad LY jest ograniczony z géry w tzw. porzadku excess we-
alth order oraz ograniczenie gérne jest osiagane przez rozwigzanie problemu
zanurzeni Skorochoda opisane w rozdzialach 2 i 3 (zauwazmy, ze Bf = Bz,
jest jednostajnie catkowalnym martyngatem oraz |BL | ~ p).

Rozdzial 6 zawiera charakteryzacje martyngatow Azémy-Yora jako je-
dynych martyngaléw lokalnych, ktére mozna zapisa¢ jako funkcje od pary
(N;, N;). Dowodze nastepujacego twierdzenia, ktére stanowi odpowiedz na
pytanie postawione przez Revuza i Yora w [9, str. 279].

Twierdzenie. Niech H : R* — R. Proces (H(N;, N,) : t > 0) jest prawostronnie-
cirggtym martyngatem lokalnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje lokalnie cal-
kowalna funkcja f taka, ze dlay > x V0

y
H(z.y) = Fly) = fy)y =), gdzic Fy) = [ flu)du
Rozdzial 7. W ostatnim rozdziale pracy studiuje rodziny martyngatow,
ktore mozna zapisaé¢ jako funkcje od pary (Ny,Y;), gdzie (Ny) jest ciagltym
martyngatem lokalnym a (Y;) jest pewnym wielowymiarowym procesem ad-
aptowanym. Proponuje nazywaé takie procesy Y-martyngatami. Interesuja
mnie sytuacje, gdy wspétrzedne procesu Y to proces maksimum N, proces
minimum N lub czas lokalny w zerze L. Wyniki sg opisane dla ruchu Brow-
na, ale uogoélniaja sie natychmiast dla dowolnego ciggtego martyngatu lokal-
nego N dzigki twierdzeniu Dambisa-Dubinsa-Schwarza. Rozdziat 7 zawiera
pelna charakteryzacje martyngaléw lokalnych postaci H(N;, N, , Ny, N,, LY)
przy zalozeniu, ze H jest klasy C?. Dowody opierajg sic w zasadzie jedynie
na wzorze Itd i wydaje sie¢ zadziwiajace, ze prezentowane wyniki nie byty,
wedle mojej najlepszej wiedzy, wczesniej znane. Dowodzone charakteryzacje
maja wiele interesujacych implikacji, z ktorych przytocze tu jedna.
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Twierdzenie. Niech H : R® — R bedzie klasy C*. Wtedy proces (H(Ny, Ny, N,) :
t > 0) jest martyngatem lokalnym wtedy i tylko wtedy gdy istniejg funkcje
fag € 017 takie ze H(I,y, "7’) = F<y) - f(y)(y - LC) + G(’Z) o g(Z)(Z —|—l')

Innymi stowy, martyngal lokalny H(N;, Ny, N,), nazywany MM-martyngatem
(MM jak MaxMin), jest suma dwoch martyngalow Azéma-Yora. Nie zawiera
on zadnej interakcji pomiedzy maksimum N; i minimum N,.

Dla poréwnania, przy rozwazaniu martyngatéw postaci H(Ny, Ny, LY),
nazwanych ML-martyngatami, pojawia sie ciekawa interakcja pomiedzy Ny,
LY oraz N; = (—N;) V 0. Opisuje nowa, wedle mojej najlepszej wiedzy,
rodzine martyngaléw, parametryzowang funkcjami lokalnie ograniczonymi
f: Ri — R.

Twierdzenie. Niech f : Ri — R bedzie lokalnie ograniczong funkcjg bore-
lowskg. Wtedy proces H(N;", N; , Ny, LY), t > 0, jest martyngatem lokalnym,
gdzie

H(ervxivyJ) = ylF(:‘/J) - lF(:‘/J)(y - LU) - 2l’(yF(y,l> - yf(y,l)),

Fly.) = Jy f(y.w)du, "F(y.1) = [§ f(s,D)ds, "F(y,1) = [§ 5 f(s,u)duds.

Praca konczy sie przyktadami zastosowan tej nowej rodziny martyngatow.
Sa to, miedzy innymi, dowéd wzoru na podwdjny ogon supremum i czasu
lokalnego, P(By > A, Ly > ), ktory uogélnia réwnosci Dooba AP(Br >
A) = E Brlg,_., oraz konstrukcja martyngatéw lokalnych zerujacych si¢ na
zbiorze postaci {Ly > v(Br)}, dla v € CL.

Inspirowany charakteryzacja maz-martyngatow udowodniong w rozdzia-
le 6, stawiam hipoteze o kompletnej charakteryzacji martyngatéw lokalnych
postaci H (B, By, By, L;) dla H funkcji borelowskiej. Sadze jednak, ze dowod
takiej charakteryzacji bedzie wymagat uzupetlienia mojego podejscia z roz-
dziatu 6 o nowe pomysty. Pozostaje to gtéwny otwarty problem wynikajacy
z mojego doktoratu.
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