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Rozprawa poswiecona jest badaniu jezykéw zapytan z rekurencja, dla
ktérych klasyczne problemy decyzyjne sa na granicy rozstrzygalnosci. Zaj-
mujemy sie problemem spelnialnoéci fragmentéw logiki pierwszego rzedu
rozszerzonych o dodatkowe operatory, oraz problemami rownowaznosci, za-
wierania i ograniczonosci dla datalogu. Wyniki przedstawione w rozprawie
sa oparte o prace [7, [13] 38| 39].

1 Wprowadzenie

1.1 Zapytania

W niniejszej rozprawie wszystkie problemy sa oparte o zapytania do baz da-
nych. Formalnie zapytanie przypisuje strukturom zbior krotek. Rozwazmy
baze danych D dla filméw z relacjami: actor(name), movie(title) (relacje
unarne), played(actor, movie) (relacje binarne). Rozwazmy nastepujace za-
pytanie Q: “wymien wszystkich aktoréw, ktorzy grali w jednym filmie z
Kevinem Baconem”. Zdefiniujemy to zapytanie w trzech jezykach: SQL, al-
gebrze relacyjnej i logice pierwszego rzedu (FO).
W SQL zapytanie () mozna zapisaé nastepujaco:

SELECT P1l.actor
FROM played P1
WHERE EXISTS (SELECT P2.movie
FROM played P2
WHERE P1.movie = P2.movie AND
P2.actor = ‘Kevin Bacon’);

W algebrze relacyjnej zapytanie @) jest zdefiniowane przez ponizsza formute:
Tactor (played NC Pplayed (actor’ movie’) (played))
gdzie C' jest warunkiem:

. . / .
movie = movie AND actor’ = ‘Kevin Bacon’.



W FO zapytanie @) jest zdefiniowane nastepujaco:
{z| D o)},
gdzie
o(z) = actor(x) A (3y movie(y) A played(Kevin Bacon, y) A played(x,y)).

Powszechnie wiadomo, ze FO, algebra relacyjna i ograniczony fragment
SQL (bez agregacji i bez operacji arytmetycznych) sa réwnowazne [15]. W tej
rozprawie pracujemy z jezykami zwiazanymi z FO, rozszerzonymi o rekursje.
Rozstrzygamy zlozonos¢ probleméw takich jak spetnialno$é, réwnowaznosé
lub ograniczonos¢, ktore sa naturalnymi teoretycznymi pytaniami w tym
kontekscie. Z drugiej strony te problemy wystepuja tez w praktyce. Wiele
probleméw optymalizacyjnych bazodanowych redukuje si¢ do sprawdzania
spelnialnoéci zapytania lub réwnowaznosci dwéch zapytan. Inne obszary za-
stosowan to weryfikacja, gdzie tak zwany problem model checking mozna
zredukowaé do (nie)spelnialnosci zapytan.

1.2 Fragmenty FO

Spelnialno$é dla FO jest nierozstrzygalna. Klasyczne wyniki Chur-
cha i Turinga pokazuja ze problem spelnialnosci dla logiki pierwszego rzedu
jest nierozstrzygalny. Celem tej rozprawy jest znalezienie formalizméw o cha-
rakterze logicznym, w ktéry mozna wyrazi¢ wiele ciekawych i przydatnych
zapytan, a z drugiej strony problemy decyzyjne pozostang rozstrzygalne.
Zdefiniujemy pierwszy problem decyzyjny, o ktérym juz wspomnieliSmy.

Problem 1 (Spelnialno$é). Dla danego zapytania q rozstrzygnagd czy istnieje
struktura M, taka ze M = q.

Pierwszym krokiem jest znalezienie fragmentéw FO, dla ktérych spet-
nialnos¢ jest rozstrzygalna.

Spetnialno$é dla FO? jest rozstrzygalna. Problem spelnialnosci dla
FO pozostaje nierozstrzygalny nawet jesli liczba zmiennych jest ograniczo-
na do trzech [27]. Sytuacja sie zmienia dla FO z tylko dwiema zmiennymi
(FO?). Fragment FO? jest powiazany z innymi formalizmami, takimi jak lo-
giki deskryptywne i modalne. Na przyklad logika deskryptywna ALC moze
byé wyrazona jako fragment FO? [5].

Na pierwszy rzut oka logika FO? wydaje sie ograniczona, ale wiele mozna,
wyrazi¢ przez wielokrotne uzywanie zmiennych. Na przyktad mozna wyrazié
formutle “istnieje wierzchotek, z ktérego istnieje Sciezka dlugosci trzy”.

Jz yE(z,y) A3z E(y,z) A Jy E(x,y). (1)



Przez wielokrotne uzywanie zmiennych latwo uogélni¢ te formute dla do-
wolnej dtugosci Sciezki. Z drugiej strony powszechnie wiadomo, ze nie ma
formul, nawet w pelnej logice FO, ktore wyrazaja: “istnieje wierzchotek ze
$ciezkami o dowolnej dlugosci”, lub “istnieje cykl”.

Rozstrzygalnoéé problemu spetnialnosci dla FO? zostala pokazana przez
Mortimera [41]. Dokladna zlozonos$¢ ustalili pézniej Grédel et al. [23].

Twierdzenie 1 ([23]). Problem spelnialnosci dla FO? jest NEXPTIME-
zupetny.

Spelnialno$é dla V*FO jest rozstrzygalna. Nierozstrzygalnosé spel-
nialnosci dla FO z trzema zmiennymi jest pokazana dla formul postaci
VxIyVzp, gdzie ¢ nie uzywa kwantyfikatoréw [27]. Przyjrzymy sie kolej-
nemu fragmentowi FO, tym razem z ograniczona kwantyfikacja. Rozwazmy
formuly postaci 3*V*, gdzie ¢ nie uzywa kwantyfikatoréw. Ten fragment
jest znany jako klasa Bernaysa-Schonfinkela.

Twierdzenie 2 ([33]). Problem spetnialnosci dla klasy Bernaysa-Schénfinkela
jest NEXPTIME-zupelny.

Latwo zauwazy¢, ze klasa Bernaysa-Schonfinkela jest réwnowazna frag-
mentowi V*p ze stalymi — wystarczy usungé¢ kwantyfikatory egzystencjalne
i zastapi¢ je stalymi. Oznaczamy ten fragment przez V*FO.

NExPTIME-trudno$¢ w Twierdzeniu [ jest zalezna od tego, ze relacje
moga by¢ dowolnej arnosci. W tej rozprawie pracujemy z relacjami o arnosci
1 lub 2 wigc mozemy zalozy¢, ze relacje sa ograniczonej arnosci. Z tym
ograniczeniem nie trudno zauwazy¢, ze problem spelialnosci dla V*FO jest
w PSPACE.

Réwnowaznos$é i zawieranie dla UCQ sa rozstrzygalne. Innym kie-
runkiem upraszczania FO jest usuniecie negacji z logiki. Ciekawym fragmen-
tem sg tak zwane conjunctive queries (CQ), ktére sa formutami FO postaci
Jxy ... 3xkp, gdzie ¢ jest koniunkcja atomdéw. Rozszerzenie na skoficzone
sumy jest nazywane unions of conjunctive queries (UCQ). W Sekcji
wspomnielismy, ze FO jest réwnowazne algebrze relacyjnej. Jezyk CQ jest
réwnowazny fragmentowi select-project-join algebry relacyjnej. Zeby wyrazié
UCQ potrzebna jest jeszcze operacja sumy.

Bez negacji problem spelnialnoéci czesto staje sie trywialny i zazwyczaj
w tym kontekscie inne problemy decyzyjne sa rozwazane.

Problem 2 (Réwnowazno$¢). Dla danych dwdch zapytari q i ¢’ rozstrzygnaé
czy dla kazdej struktury M zachodzi M = q <= M = ¢'.

Problem 3 (Zawieranie). Dla danych dwdch zapytan q i q' rozstrzygnad czy
dla kazdej struktury M zachodzi M = q =— M E={'.



Nie majac ograniczen na negacje te problemy mozna tatwo zredukowaé
do problemu spetnialnoéci. Na przyktad problem zawierania sie zapytania ¢
w zapytaniu ¢’ jest rGwnowazny niespelnialnosci ¢ A —¢'.

Dla CQ i UCQ réwnowazno$é i zawieranie sa bardziej skomplikowanymi
problemami. Chandra i Merlin w [12] rozwiazuja ten problem wprowadzajac
twierdzenie o homomorfizmie, podstawowe narzedzie przy rozwiazywaniu
probleméw dla zapytan z ograniczong negacja.

Twierdzenie 3 ([12]). Problemy réwnowaznosci i zawierania dla CQ i UCQ
sq¢ NP-zupelne.

Ograniczenia FO?, V*FO i UCQ. Logiki: FO?, V*FO, i UCQ, sa punkta-
mi wyjsciowymi tej pracy. Mozna w nich wyrazi¢ wiele zapytan. Na przyktad
formuta (1)) na stronie jest w FO?. Natomiast w Sekcji zeby zdefinio-
waé zapytanie “wymien wszystkich aktoréw, ktérzy grali w jednym filmie
z Kevinem Baconem” potrzebowalidémy tylko egzystencjalnego kwantyfika-
tora, nie uzyliSmy negacji i byly nam potrzebne tylko dwie zmienne (ale
potrzebowalidmy stalej ‘Kevin Bacon’).

7 drugiej strony jest wiele ciekawych zapytan, ktorych nie da sie wyrazi¢
w UCQ, FO? i V*FO. Na przyklad “Czy jest polaczenie pociggiem z Londynu
do Neapolu?”. Jest to spowodowane brakiem rekursji, nawet w pelnej logice
FO. Logika pierwszego rzedu moze by¢ rozszerzona o rekursje na rézne spo-
soby, od operatoréw domkniecia przechodniego do silniejszych operatoréw
punktu statego. W pozostalej czesdci tej sekcji przedstawimy znane wyniki
dotyczace rozszerzen logik FO?, V*FO i UCQ.

1.3 FO? i V*FO z domknieciem przechodnim

Wiele rozszerzen logik FO? i V*FO bylo studiowanych, na przyktad rozsze-
rzenie o operator domkniecia na relacje réwnowaznosci [31, 30] lub operator
domkniecia przechodniego [29, [A7]. W tej rozprawie badamy rozszerzenie
logik z pewna odmiana domkniecia przechodniego. Ograniczamy sie do sy-
gnatur tylko z relacjami unarnymi i binarnymi. Operatory domkniecia sa
wyrazane przez dodanie do sygnatury dodatkowych symboli relacyjnych,
ktére maja odpowiednia interpretacje. Przez dodanie domknigcia przechod-
niego do logiki rozumiemy, ze dla kazdej binarnej relacji £ mamy dostep do
relacji ET interpretowanej jako domkniecie przechodnie E.

Dla logik rozszerzonych o operatory domkniecia czesto sie rozwaza sygna-
tury z ograniczong liczbg relacji binarnych. Bez takich ograniczen problem
spelnialnosci czesto jest nierozstrzygalny. Rozwazmy logike FO? rozszerzo-
ng o operator domkniecia przechodniego. Juz z dwiema relacjami binar-
nymi problem spelnialnosci staje sie nierozstrzygalny. Wynika to z nieroz-
strzygalnosci FO? z dwiema relacjami domknietymi na relacje przechodnio-
sci [32, 28]. Przypadek kiedy jest tylko jedna relacja binarna jest problemem



otwartym, ale znane sa czesciowe pozytywne wyniki. Szwast i Tendera roz-
wazaja przypadek gdy jest tylko jedna relacja binarna, ktéra jest interpre-
towana jako relacja domknieta na relacje przechodniosci.

Twierdzenie 4 ([47]). Problem spelnialnosci dla FO? z jedng relacjq bi-
narng domknietg na relacje przechodniosci jest w 2-NEXPTIME.

Kieroniski i Michaliszyn uzyskali inny pozytywny wynik w [29]. Niech V2.,
oznacza fragment V*FO z tylko dwiema zmiennymi i jedna relacja binarna
wraz z jej domknieciem przechodnim.

Twierdzenie 5 ([29]). Problem spelnialnosci dla V. jest w 2-NEXPTIME.

Dodanie trzeciej zmiennej lub drugiej relacji binarnej wraz z jej domknie-
ciem przechodnim powoduje, ze problem staje sie nierozstrzygalny.

1.4 Datalog: UCQz operatorem punktu stalego

Podstawowe definicje. Datalog jest jezykiem uzyskanym przez dodanie
operatora punktu stalego do UCQ (dokladny opis mozna znalezé w [2) [10]).
Program datalogu P nad sygnatura S jest zbiorem regut postaci

head — body,

gdzie head jest atomem z S, a body jest koniunkcja atoméw z .S wypisanych
po przecinku. Symbole relacyjne uzywane w czesci head regut sa nazywane
predykatami intensjonalnymi. Sa to nowe predykaty, ktére program doda-
je do bazy danych. Jeden z predykatéow intensjonalnych jest wyrézniony,
nazywamy go docelowym predykatem. Przyjrzyjmy sie przyktadowemu pro-
gramowi P z dwiema regutami r1, ro:

r1: buys(X,Y) « likes(X,Y)

2
ro: buys(X,Y) « knows(X, Z),buys(Z,Y) 2)

Wejsciem dla tego programu jest baza danych z relacjami binarnymi /i-
kes i knows. W pierwszym kroku tylko regula r1 moze byé uzyta, dodaje
ona buys(X,Y) dla kazdej pary (X,Y), dla ktérej zachodzi likes(X,Y). W
kolejnych krokach program aplikuje druga — rekurencyjna — regute. Fakt
buys(X,Y) jest dodany do bazy danych jesli istnieje wierzcholek Z, taki ze
zachodzi knows(X, Z) i buys(Z,Y). Program ewaluuje tak dlugo az nie da
si¢ dodaé¢ zadnych nowych faktéw do bazy danych. Formuly z fragmentu
UCQ odpowiadaja programom bez rekurencji, zdefiniowanym przez reguty
takie jak rq, ktore sa aplikowane tylko w pierwszym kroku.

Program P z przyktadu powyzej ma tylko jeden predykat intensjonalny
buys. Wynikiem tego programu jest zbior wszystkich faktéw buys(X,Y"). Dla
kazdego programu Q i dla kazdej bazy danych D bedziemy oznaczaé przez
Q(D) zbiér wszystkich faktéw na temat docelowego predykatu uzyskanych
przez ewaluowanie programu Q na D.



Roéwnowaznosé i zawieranie sie programéw. Problemy rownowazno-
§ci i zawierania dla datalogu sa nierozstrzygalne [45]. Jedna z motywacji dla
studiowania tych probleméw pochodzi z typowych bazodanowych proble-
méw, takich jak minimalizacja i optymalizacja zapytan. Jednym ze sposo-
béw optymalizacji programoéw datalogu jest usuniecie rekurencji. Poniewaz
programy nierekurencyjne odpowiadaja fragmentowi UCQ, naturalne jest
redukowanie programéw datalogu do UCQ.

Twierdzenie 6 ([14]). Rownowaznosé danego programu datalogu i danego
zapytania UCQ, oraz zawieranie sie programu datalogu w danym zapytaniu
UCQ sq 3-EXPTIME-zupeine.

Dla datalogu problemy zawierania i réwnowaznosci wzajemnie redukuja
sie do siebie. Niech P i Q beda dwoma programami datalogu. Zeby sprawdzi¢
czy P i Q sa rOwnowazne wystarczy sprawdzi¢ zawieranie w obie strony.
Jedli jestedmy zainteresowani rownowaznosci programu datalogu i danego
UCQ to musimy dodatkowo umieé sprawdzaé zawieranie si¢ danego UCQ
w programie datalogu. Zawieranie w te strone jest zazwyczaj prostsze do
sprawdzenia, w szczegdlnosci zachodzi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 7 ([11,[17,44]). Problem zawierania si¢ danego UCQ w danym
programie datalogu jest EXPTIME-zupeiny.

Przypuéémy teraz, ze umiemy sprawdzaé¢ réwnowaznos¢ programow i
chcemy sprawdzi¢ czy P C Q. To pytanie mozna zredukowaé¢ do pytania czy
programy Q i Q V P sa réwnowazne. W tej redukcji korzystamy z tego, ze
datalog jest domkniety na operacje sumy. Ze wzgledu na te redukcje skupimy
sie gléwnie na problemie zawierania.

Ograniczono$é. Rozwazmy program datalogu P z docelowym predyka-
tem P. Przez P'(D) oznaczamy zbiér faktéw o P, ktére otrzymamy po 4
krokach programu P na bazie danych D. Wtedy oczywiscie

P(D) = |J P'(D).

i>0

Program P jest ograniczony jesli istnieje taka liczba n, ktora zalezy tylko od
P, taka ze dla kazdej bazy danych D zachodzi P(D) = P"(D). Intuicyjnie
to oznacza, ze glebokos¢ rekursji nie zalezy od wejsciowej bazy danych. Na
przyktad UCQ sa ograniczone i wystarczy wzia¢ n = 1.

Problem 4 (Ograniczono$é¢). Dia danego programu datalogu P rozstrzygnagd
czy P jest ograniczony.

Problem ograniczonosci jest nierozstrzygalny [21], wiec zaczeto badaé
rézne fragmenty datalogu. Wazne fragmenty to monadyczne programy data-
logu, dla ktérych predykaty intensjonalne sa unarne; oraz liniowe programy



datalogu, dla ktérych kazda reguta zawiera co najwyzej jeden intensjonalny
predykat. Przeanalizujmy program P zdefiniowany przez na stronie
Program P jest liniowy poniewaz r; odwotuje sie tylko raz do predykatu
buys, a ro w ogdle si¢ nie odwoluje do intensjonalnych predykatow. Z dru-
giej strony P nie jest monadyczny poniewaz predykat buys jest binarny. Dla
monadycznych programéw datalogu wszystkie rozwazane przez nas proble-
my staja sie rozstrzygalne.

Twierdzenie 8 ([16, B]). Problem zawierania dla monadycznych progra-
mow datalogu jest 2-EXPTIME-zupelny. Problem ograniczonosci jest w 3-
ExXPTIME. Przy dodatkowym zalozZeniu liniowo$ci problem zawierania jest
PSPACE-zupelny, a problem ograniczonosci jest w EXPSPACE.

2  Wyniki: FO? i V'FO z operatorem DTC

Zajmujemy sie pewna odmiana domkniecia przechodniego zwanego deter-
ministycznym domknieciem przechodnim (DTC). Niech E bedzie relacja bi-
narng. Oznaczamy przez E' C E deterministyczna czes$é E, czyli

(u,v) € E" jedli (u,v) € E i dla kazdego w jesli (u,w) € E to v = w.

Deterministyczne domkniecie przechodnie relacji E definiujemy jako do-
mkniecie przechodnie relacji E’. Bedziemy je oznaczaé przez E. Operator
DTC pozwala na wyrazenie wielu ciekawych wlasnoéci. Mozna wymusic¢, ze
relacja binarna jest liniowym porzadkiem, drzewem (z odwr6éconymi krawe-
dziami), lasem, lub funkcja czesSciowa.

Pokazemy jak w logice FO? z jedng relacja binarna E i jej deterministycz-
nym domknieciem przechodnim mozna wymusi¢ zeby model dla formuty byt
drzewem. Zacznijmy od wymuszenia unikatowego korzenia, z etykieta R.

Jz(R(z) ANVy(R(y) — = =y) ANVy-E(z,y)).

Nastepnie wymuszamy, ze pozostale elementy majg deterministycznag $ciezke
do korzenia:
Vay(R(z) A =R(y) — E(y, z)).

Latwo sprawdzié, ze modele ktore spelniaja te formuly mogg by¢ interpre-
towane jako drzewa z odwroconymi krawedziami. Konkretnie relacja E jest
interpretowana jako T, a E jako 1*. Takie drzewa mogg by¢ nieskoniczo-
ne, co wiecej wydaje sie problematyczne zeby wymusi¢ drzewo skonczone
bez jawnego zalozenia skoficzonosci modelu. Jesli dodamy drugi unikatowy
wierzcholek n z etykieta Ro i wymusimy, ze istnieje deterministyczna Sciez-
ka od n do wszystkich pozostalych wierzchotkéow to uzyskamy modele, ktore
mozna interpretowaé jako skonczone stowa.

W pracy [25] Immerman pokazal, Ze na uporzadkowanych strukturach
logika pierwszego rzedu rozszerzona o DTC jest réwnowazna LOGSPACE.



W [24], Gridel, Otto i Rosen udowodnili, ze FO? poszerzona o operator
DTC staje sie nierozstrzygalna. W [26], Immerman et al. pokazali fragment
FO poszerzony o DTC, dla ktérego problem spelnialnosci jest rozstrzygalny.

Twierdzenie 9 ([26]). Problem spetnialnosci dla V*FO z jedng relacja bi-
narng E i pozytywnymi wystgpieniami E jest NEXPTIME-zupeiny.

Pozostata czesé tej sekcji jest podzielona na dwie czesci. W pierwszej
przedstawimy wyniki w tej rozprawie dotyczace problemu spelnialnogci FO?
i V*FO rozszerzonych o operator DTC. W drugiej czeéci przedstawimy wy-
niki dotyczace FO? na drzewach. Mozna o tym myéleé¢ jako doglebniejszej
analizie specjalnego przypadku z pierwszej czesci. Przyklad z poczatku tej
sekcji pokazal, ze w FO? z DTC mozna wymusi¢ zeby model byl drzewem.

2.1 FO?iV‘FO z deterministycznym domknieciem przechod-
nim

Wyniki z rozprawy przedstawione w tej sekcji pochodza z [13]. Zacznij-
my od dokladniejszej analizy wynikéw z [24, 26]. Oznaczamy przez FO? +
DTC(Ey,. .., E) logike FO? z k relacjami binarnymi i ich deterministycz-
nymi domknieciami przechodnimi. Przez V™ + DTC(F, ..., E}) oznaczamy
uniwersalny fragment FO z m zmiennymi i k relacjami binarnymi oraz ich
deterministycznymi domknieciami przechodnimi.

Wiynik o nierozstrzygalnoéci FO? z operatorem DTC w [24] wymaga uzy-
cia wielu relacji binarnych. W [26] pokazano, ze problem spelnialnosci dla
logiki V* + DTC(E1, E5) jest nierozstrzygalny. Autorzy sugeruja, ze mozna
poprawié¢ te redukcje tak, zeby uzy¢ tylko dwoch zmiennych. Niestety nie
ma formalnego dowodu, a konstrukcja ktéra opisuja wydaje sie wymagaé
dodatkowych relacji binarnych. W tej rozprawie dowodzimy formalnie, ze
spelialnogé dla V2 + DTC(E1, Eo) jest nierozstrzygalna, korzystajac z re-
dukcji w pracach [34), B5]. Gléwny wynik tej czesci to, ze jesli ograniczymy
sie do jednej relacji binarnej w sygnaturze to spetnialnos¢ staje sie rozstrzy-
galna nawet dla pelnej logiki FOZ?.

Twierdzenie 10. Problem spelnialnosci FO? + DTC(E) jest EXPSPACE-
zupelny. Spetnialnosé V2 + DTC(E) jest NEXPTIME-zupelna.

Poréwnajmy logiki z Twierdzenia [10] oraz logike z Twierdzenia [9] Nasze
logiki maja ograniczona liczbe zmiennych do dwdch, ale za to pozwalaja
na negatywne uzycie operatora DTC, oraz w logice FO? + DTC(E) mozna
uzywaé kwantyfikatoréw w nieograniczony sposob.

Na koniec prezentujemy jeszcze kilka wynikéw dotyczacych V*FO z jed-
na binarng relacja i jej deterministycznym domknieciem przechodnim, ale z
wiecej niz dwiema zmiennymi. W [26] autorzy pokazuja, ze problem spelnial-
nosci dla V*FO z jedna relacja binarna i jej deterministycznym domknieciem
przechodnim jest nierozstrzygalny. Formula uzyta w redukcji jest z logiki



V5 + DTC(E). W tej rozprawie pokazujemy, ze mozna te redukcje poprawié
do formuly z V* + DTC(E). Zaskakujaco, zredukowanie liczby zmiennych
do trzech nie jest juz proste i zostawiamy to jako problem otwarty. Wynik
pokazujacy rozstrzygalnoéé spetnialnoéci dla V3 + DTC(FE) bylby zaskaku-
jacy, poniewaz zazwyczaj granica rozstrzygalnosci jest pomiedzy dwiema a
trzema zmiennymi.

2.2 FO? na drzewach

Wyniki z rozprawy przedstawione w tej sekcji pochodza z [7]. W tej sekcji
rozwazamy modele, ktore sg skoniczonymi drzewami lub skonczonymi stowa-
mi. Na takich strukturach czesto sie przyjmuje, ze kazdy wierzchotek musi
spelnia¢ doktadnie jeden predykat unarny, bedziemy nazywali to ograni-
czeniem unarnego alfabetu (UAR). Poniewaz rozwazamy takze struktury,
w ktorych w jednym wierzchotku moze by¢ spelnionych kilka predykatéw
unarnych, to bedziemy pisaé¢ stowa UAR oraz drzewa UAR zeby zaznaczy¢,
ze UAR jest zalozone.

Na stowach i drzewach spelnialno$é¢ jest rozstrzygalna nawet dla mo-
nadycznej logiki drugiego rzedu (MSO). Z drugiej strony Stockmeyer [46]
pokazal nieelementarne ograniczenie dolne nawet dla problemu spelnialno-
éci dla FO. Jedli chodzi o FO? to na stowach wyniki sa podobne jak na
og6lnych strukturach. Etessami et al. pokazali, ze problem spelnialnosci jest
NExpTIME-zupelny [I8]. Na strukturach takich jak stowa czesto si¢ rozwaza
fragmenty z ograniczona liczba binarnych relacji. W [18] autorzy pokazuja,
ze NEXPTIME jest gérnym ograniczeniem dla pelnej logiki FO?, to znaczy
z relacjami nastepnika succ i jego domkniecia przechodniego <. Dolne ogra-
niczenie NEXPTIME jest pokazane dla unarnego FO?, czyli dla fragmentu
bez relacji binarnych.

W tej rozprawie skupiamy si¢ na drzewach. Niech FO?[|, |, —, —7]
oznacza FO? z nastepujacymi relacjami binarnymi |, | ., —, —*, ktére inter-
pretujemy jako relacje dziecka, nastepnego brata i ich domknie¢ przechod-
nich. Dla kazdego podzbioru 7 C {|, |, —, ="} przez FO?[r] oznaczamy
logike z sygnatura, w ktérej relacje binarne sa ograniczone do 7. Marx i De
Rijke pokazali, ze FO?[|, |, —, —"] jest réwnowazna nawigacyjnemu frag-
mentowi XPath [37]. Z pracy Marxa [36] wynika, ze problem spelnialnosci dla
XPath jest EXpTIME-zupelny. Poniewaz ttumaczenie FO?[|, | ,, —, —*] na
XPath w [37] wymaga wyktadniczo wiekszej formuly, dostajemy gérne ogra-
niczenie 2-EXPTIME na zlozono$é problemu spelnialnosci dla FO? [, 1le,—, =]

W tej sekcji rozwazamy problem spelnialnosci dla nastepujacych frag-
mentéw i wariantéw FO?[|, |, —, —*]:

e petna logika: FO?[|, |, —, —*];

e ograniczenie binarnych relacji: FO?[r] dla 7 C {|, ],,—,—*};



e ograniczone modele: drzewa UAR,;
e ograniczenia kwantyfikatoréw: strzezony fragment.

W strzezonym fragmencie pozwalamy na uzycie kwantyfikatoréw tylko
jesli zmienne sg potlaczone relacjami binarnymi. Strzezony fragment logiki
FO? oznaczamy przez GF?. Wszystkie uniwersalne kwantyfikatory sa postaci

Yy (a(z,y) = o(z,y))

egzystencjalne kwantyfikatory majg postaé

Jy (a(z,y) A p(z,y)),

gdzie « jest atomowa relacja (wiecej szczegéléw mozna znalezé w [4]). Dla
strzezonych fragmentéw z ograniczong sygnaturg bedziemy uzywaé¢ podob-
nego oznaczenia jak w ogélnym przypadku, na przyktad GF?[|.] jest strze-
zonym fragmentem FO?[|,].

Pelna logika. Gléwnym wynikiem w tej sekcji jest ustalenie dokladnej
ztozonosci dla pelnej logiki, poprawiajac gérne ograniczenie 2-EXPTIME.

Twierdzenie 11. Spelnialnosé dla FO?[|, |, —,—*] na drzewach jest EXPSPACE-
zupetna; dolne ograniczenie zachodzi jué dla logiki GF2[]_].

W pozostalej czesci tej sekeji bedziemy analizowali jak rézne ograniczenia
wplywaja na ztozonosé¢ problemu spelnialnoéci. Oméwimy tylko najciekaw-
sze wyniki z relacja |, w sygnaturze. Pelne podsumowanie wynikéw znajduje
si¢ na Rysunku [I] na stronie

Drzewa UAR. Rozwazmy modele z zalozeniem UAR. Zauwazmy, ze UAR
mozna latwo wyrazi¢ w FO? w kazdej z sygnatur, ktére rozwazamy. W
szczegdlnosei nie trzeba uzywaé predykatéw binarnych. Stad wszystkie gor-
ne ograniczenia dla spelnialnoéci na ogdlnych drzewach przenosza sie na
drzewa UAR. Analogicznie wszystkie dolne ograniczenia dla spelnialnosci
na drzewach UAR przenosza sie na ogdlne drzewa. Weiss pokazal, ze pro-
blem spelnialnosci dla FOQ[succ] pozostaje NEXPTIME-zupelny dla stéw
UAR, ale dla FO?[<] zlozonos¢ spetnialnoéci staje si¢ NP-zupelny [48]. W
tej rozprawie pokazujemy, ze na drzewach zlozonos¢ tez spada, ale nie az
tak drastycznie.

Twierdzenie 12. Problem spelnialnosci dla FO?[|,] dla drzew UAR jest
NEXPTIME-zupetny.

Ponadto pokazujemy, ze jesli rozszerzymy FO?[|.], o ktéry$ z operato-
row |, —, —1 to zlozonoéé¢ spetnialnosci rosnie do EXPSPACE, nawet dla
strzezonych fragmentow.
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Strzezony fragment. W Twierdzeniu [12| spadek ztozonosci dla FO?[|,]
przez zalozenie UAR jest mniej drastyczny niz dla FO%[<] dla stéw. Zeby
uzyska¢ NEXPTIME-trudnosé formuta musi méwié o parach x, y takich, ze y
nie jest ani potomkiem ani przodkiem x. Dlatego zbadaliémy problem spet-
nialnosci dla strzezonego fragmentu. Z Twierdzenia 11| problem spelnialnodci
dla GF?[],] na drzewach (bez UAR) jest EXPSPACE-zupelny. Ograniczajac
sig do drzew UAR otrzymujemy podobny spadek ztozonosci jak w przypadku
stow.

Twierdzenie 13. Problem spetnialnosci dla GF?[],] na drzewach jest PSPACE-
zupetny.

S

EXPSPACE

Gl ) [t ] GF3[L, L]

NEXPTIME FOY (1]

EXPTIME

PSPACE GF3[1.]

Rysunek 1: Zlozonosci dla FO? na drzewach

Podsumowanie wynikéw Przypomnijmy, ze UAR mozna tatwo wymu-
si¢ dla FO? w kazdej z rozwazanych przez nas sygnatur. Oczywiscie dla
kazdego Ty, logika GF2[1y;,] jest fragmentem FO?[7;,] i dla kazdych 73, C
., FO?[1pin] jest fragmentem FOZ?[r, ], oraz GF?[;,] jest fragmentem
GFZ[Tézn]

Na Rysunku [I] prezentujemy wyniki w formie diagramu, w ktérym $ciezka
od logiki A do logiki B oznacza, ze logika A jest fragmentem logiki B, albo
logika A redukuje si¢ do logiki B przez ograniczenie UAR. Dolnym indeksem
"U’ oznaczamy, ze logika jest rozpatrywana na drzewach UAR. Dla kazdego
wariantu, ktéry jest minimalny w jednym z czterech regionéw ztozonosci
(PSPACE, EXPTIME, NEXPTIME, EXPSPACE) mamy odpowiednie dolne
ograniczenie, oraz dla kazdego maksymalnego fragmentu w swoim regionie
mamy odpowiednie gérne ograniczenie.
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Latwo sprawdzi¢, ze jest to pelna analiza, to znaczy kazdy z wariantéw
logik FO? / GF? znajduje sie gdzie$ pomiedzy dwiema logikami, dla ktérych
mamy gorne i dolne ograniczenia zlozonosci.

3 Wyniki: datalog na drzewach

W Sekcji przedstawiliSmy znane wyniki dotyczace datalogu na ogdélnych
strukturach. W tej sekcji skupimy sie na wynikach dotyczacych datalogu na
skonczonych drzewach. Rozumiemy przez to, ze w sygnaturze poza unarnymi
relacjami sa tylko relacje binarne dziecko | i potomek | .

Na drzewach nawet problem spelnialnosci jest nierozstrzygalny [1]. Zeby
uzyskaé¢ ten wynik potrzebne sa binarne predykaty intensjonalne. Dlatego
skupimy sie tylko na monadycznych programach datalogu.

Monadyczne programy datalogu. Gottlob i Koch pokazali, ze na drze-
wach datalog monadyczny jest réwnowazny MSO [22]. Z tego mozemy od
razy wywnioskowaé rozstrzygalno$é probleméw takich jak zawieranie i row-
nowaznos¢ programow datalogu. Dokladna zlozonoéé problemu zawierania
zostala pokaza w [20].

Twierdzenie 14 ([20]). Na drzewach problem zawierania datalogu mona-
dycznego jest EXPTIME-zupelny.

W tej rozprawie studiujemy datalog na drzewach z etykietami, ktore po-
chodza z nieskonczonego alfabetu. Rozszerzenie do nieskonczonego alfabetu
jest czesto badane w kontekscie jezykéw bazodanowych. Na przyktad XPath,
jezyk zapytan dla XMLa powszechnie uzywany w praktyce i obszernie ba-
dany [9 19 40}, 43]. Aby méc korzystaé¢ z tego rozszerzenia dodajemy do
sygnatury relacje binarng ~, ktoéra zachodzi pomiedzy wierzchotkami o tej
samej etykiecie. Zawsze kiedy pracujemy z nieskonczonym alfabetem zakla-
damy, ze ~ jest w sygnaturze. Z nieskonczonym alfabetem problem zawiera-
nia staje sie nierozstrzygalny, nawet dla ograniczonej klasy monadycznych
programow.

Twierdzenie 15 ([I]). Problem zawierania sie liniowych monadycznych
programow datalogu w UCQ jest nierozstrzygalny.

Pewne pozytywne wyniki udato sie uzyskaé dla ograniczonych modeli:
na drzewach o ograniczonej gltebokosci problem zawierania monadycznego
datalogu jest rozstrzygalny.

Zalozenie sp6jnosci. Niech r bedzie reguty dla jakiego$ programu data-
logu. Niech G, bedzie grafem, ktorego wierzchotkami sg zmienne uzyte w r,
a krawedzie sa pomiedzy X i Y jedli w body r jest formuta XY lub X |.Y.
Program P jest spojny jesli dla kazdej reguty r € P, graf G, jest spdjny.
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Wezesniejsze prace o datalogu na ogdlnych strukturach czesto zaktadaty
spéjnosé programéw [16, 21]. Praktyczny powdd jest taki, ze “praktyczne
programy” czesto sa spéjne i liniowe (cf. [0]). Zalozenie o spéjnosci wy-
daje sie tym bardziej naturalne jesli naszymi modelami sg drzewa, dlatego
zakladamy spojnoéé programow.

Do konca tej sekcji bedziemy pisaé w skrécie program datalogu majac
na my$li monadyczny i spéjny program datalogu. Bedziemy oznaczac te kla-
se przez Datalog(], |, ). Poniewaz programy nierekurencyjne odpowiadaja
UCQ, zaktadamy, ze UCQs tez sg spdjne. Modelami sa drzewa z etykietami,
ktére pochodza z nieskoniczonego alfabetu.

3.1 Zawieranie dla programoéw datalogu

Wyniki z rozprawy przedstawione w tej sekcji pochodza z [38, [39].

Przyjrzyjmy sie dokladniej Twierdzeniu[15] czyli nierozstrzygalnosci pro-
blemu zawierania linowych programéw datalogu w UCQ. W tym wyniku sa
dwa wazne zalozenia.

1. Redukcja wymaga obu relacji binarnych |, |,. Autorzy twierdza, ze
mozna ja poprawié tak zeby dziatata nawet bez | w sygnaturze. To
pozostawia otwarty problem dla programéw bez relacji | .

2. Redukcja jest przeprowadzona na stowach i opiera sie na tym, ze wierz-
chotki maja jednoznacznego nastepnika. Na drzewach to nie jest praw-
da, poniewaz dzieci nie musza by¢ jednoznaczne. Zeby ta redukcja
dziala na drzewach trzeba zmodyfikowaé programy, zeby szty w gore
drzew, poniewaz relacja rodzica juz jest jednoznaczna.

W ten spos6b otrzymujemy dwie naturalne drogi, zeby ograniczyé¢ pro-
gramy i liczy¢ na rozstrzygalnosé problemu zawierania. Pierwsza droga to
rozwazy¢ programy z sygnatura, w ktorej sa tylko dwie relacje binarne | i
~. Oznaczamy te klase programéw przez Datalog(]). Przez UCQ(]) ozna-
czamy odpowiadajaca klase programéw nierekurencyjnych. Druga droga to
rozwazyC programy znizkowe zdefiniowane przez reguly, ktérym nie wolno
i8¢ w gore drzewa. Formalnie, program P jest znizkowy jesli dla kazdej regu-
ty r € P, graf G, jest skierowanym drzewem, ktorego korzen jest zmienng
uzyta w head reguly r. Zauwazmy, ze programy znizkowe sa zawsze spdj-
ne. Aby oznaczy¢ ograniczenie do programéw znizkowych bedziemy uzywali
litery D, na przyktad D-Datalog(], |,) to programy znizkowe.

Nasze wyniki dotycza problemu zawierania dla programéw datalogu bez
potomka lub znizkowych. Najpierw zajmujemy sie przypadkiem drzew uran-
gowanych, to znaczy takich dla ktérych liczba dzieci jest ograniczona przez
pewna stata R (w szczegélnosci dla R = 1 sa to stowa). Na drzewach urango-
wanych problem zawierania pozostaje nierozstrzygalny dla programéw zniz-
kowych, ale jest rozstrzygalny dla programéw bez potomka. Nastepnie zaj-
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mujemy sie przypadkiem drzew nieurangowanych. Zaskakujaco, w tym przy-
padku wyniki sg odwrotne: zawieranie jest nierozstrzygalne dla programéw
bez potomka, ale rozstrzygalne dla programéw znizkowych. Sa to dosy¢ nie-
typowe wyniki, zazwycza]j ograniczanie sie do drzew urangowanych niewiele
zmienia ztozonoéé¢ problemu, albo nawet w ogdle jej nie zmienia. Tutaj w
obu przypadkach mamy réznice w kategorii rozstrzygalnosci.

Zawieranie dla drzew urangowanych. Pokazujemy, ze problem zawie-
rania jest nierozstrzygalny dla programoéw znizkowych. Ograniczajac sie do
programow bez potomka odzyskujemy rozstrzygalnosé.

Twierdzenie 16. Problem zawierania

1. na drzewach urangowanych i stowach jest nierozstrzygalny dla linio-
wych programdéw D-Datalog(], |, );

2. na stowach jest w EXPSPACE dla Datalog(]) i PSPACE-zupelny dla
liniowych programdw Datalog(|);

3. na urangowanych drzewach jest w 3-EXPTIME ¢ 2-EXPTIME-zupelny
dla liniowych programéw Datalog(]).

Dolne ograniczenia zachodzq nawet dla zawierania sie w UCQ (z odpowia-
dajacq sygnaturg).

W appendiksie [38] pokazujemy Twierdzenie z zupelnymi zlozono-
Sciami. Pokazujemy, ze zawieranie dla Datalog(|): na stowach jest PSPA-
CE-zupelne; na urangowanych drzewach jest 2-EXPTIME-zupelne. Inaczej
moéwiac, zalozenie liniowo$ci nie zmienia ztozonosci.

Zawieranie dla drzew nieurangowanych. Dosy¢ niespodziewanie na
nieurangowanych drzewach otrzymujemy nierozstrzygalnosé dla programéw
bez potomka.

Twierdzenie 17. Na nieurangowanych drzewach zawieranie sie programow
Datalog(]) w UCQ(!) jest nierozstrzygalne.

Twierdzenie [17] opiera sie na symulowaniu relacji |, i przepisaniu dowo-
du Twierdzenia Zeby symulowaé |, potrzebujemy méwi¢ o nieliniowych
programach. Ograniczajac programy do liniowych odzyskujemy rozstrzygal-
nosé.

Twierdzenie 18. Na nieurangowanych drzewach problem zawierania linio-
wych programéw Datalog(|) jest w 3-EXPTIME. Zawieranie si¢ liniowych
programdéw Datalog(]) w UCQ(]) jest 2-EXPTIME-zupelne.

Pozostal juz tylko problem zawierania dla programéw znizkowych.
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Twierdzenie 19. Na nieurangowanych drzewach problem zawierania dla
D-Datalog(], | ;) jest 2-EXPTIME-zupelny. Dla liniowych programdéw D-Datalog(|, | ;)
problem zawierania jest EXPSPACE-zupelne. W obu przypadkach ogranicze-

nie dolne zachodzi nawet dla problemu zawierania sie programéw w UCQ.

Na koniec podkreslimy znaczenie wynikéw dla programéw znizkowych.
Studiowanie tych programéw jest motywowane przez zapytania reqularnych
wzorcow drzewiastych (RTPQ), jest to niedawno przedstawiony formalizm
z obszaru ActiveXML [3], ktéry pokazujemy ze jest réwnowazny liniowym
programom znizkowym. Stad nasze wyniki dla programéw znizkowych dowo-
dzg rozstrzygalnoéci problemu zawierania dla RTPQ. Wczesniej znane byly
tylko czesciowe wyniki dla RTPQ z ograniczonym poréwnywaniem danych.

Podsumowanie naszych wynikéw znajduje sie w Tabeli

Drzewa nieurangowane Drzewa urangowane
liniowe nieliniowe liniowe /nieliniowe
D-Datalog(|, |,) | EXPSPACE 2-ExpPTIME | UNDEC.
Datalog(]) w 3-ExpPTIME | UNDEC. 2-ExXPTIME

Tabela 1: Ztozono$é¢ problemu zawierania dla réznych fragmentow datalogu.

Zapytania boolowskie i unarne. Na programy datalogu mozna patrzeé
jako na zapytania boolowskie lub unarne. Jesli program datalogu P jest
rozwazany jako zapytanie unarne to rozumiemy przez to, ze zwraca P (D).
Zapytania boolowskie zwracaja odpowiedz 'tak’ jesli P(D) jest niepusty i
'nie’” w przeciwnym razie. Stad problem zawierania dla unarnych zapytan
oznacza P(D) C Q(D) dla kazdej bazy danych D. Natomiast dla boolow-
skich zapytan oznacza P(D) # () = Q(D) # 0 dla wszystkich baz danych
D.

Wszystkie zaprezentowane wyniki do tej pory bytly dla boolowskich za-
pytan. Uzywajac znanych metod mozna zredukowa¢ problem unarnego za-
wierania do boolowskiego zawierania (niestety nie przez zwykle przepisanie
zapytan). Natomiast redukcja w druga strone wymaga relacji |, lub rekur-
sji (intuicyjnie poniewaz uzywajac |, lub rekursji mozna sie¢ przemiescié¢ z
kazdego wierzchotka X do dowolnego wierzchotka Y). To oznacza, ze jedyny
przypadek, dla ktérego mozemy liczy¢ na poprawienie wynikdéw to zawiera-
nie sie programéw w UCQ(]).

W Twierdzeniu 17| pokazaliSmy, ze zawieranie si¢ programéw Datalog(])
w UCQ(|) jest nierozstrzygalne, ale redukcja korzysta z zalozenia, ze zapy-
tania sa boolowskie. Intuicyjnie program UCQ(|) jest uzyty zeby znalezé
btedy w kodowaniu, ograniczajac sie do unarnych zapytan mozemy spraw-
dzaé¢ bledy tylko w bliskim otoczeniu wyrdznionego wierzchotka X. Dzigki
zmianie zapytan na unarne udato nam sie poprawi¢ wynik w Twierdzeniu
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Twierdzenie 20. Na nieurangowanych drzewach problem zawierania dla
lintowych programdéw Datalog(]) w UCQ(|) jest EXPSPACE-zupelny jesli
zapytania sq unarne.

Niestety dowdéd Twierdzenia nie uogdlnia sie to nieliniowych pro-
graméw. Problem rozstrzygalnoscei zawierania sie programéw Datalog(]) w
UCQ(]) dla unarnych zapytan pozostaje otwarty.

3.2 Ograniczonosé programéw datalogu

Wyniki z rozprawy przedstawione w tej sekcji pochodza z [39].

Ograniczonos$é i UCQ-definiowalno$é. Przypomnijmy, ze program da-
talogu P jest ograniczony jesli liczba krokéw potrzebnych do wydedukowania
wszystkich faktoéw jest ograniczona przez uniwersalna stala, ktora nie zale-
zy od wejéciowej bazy danych. Wazny przyklad takich programéw to UCQ.
Piszemy, ze program P jest UCQ-definiowalny jesli istnieje UCQ Q réwno-
wazne P. Jedli program P jest bez potomka, to wymagamy dodatkowo zeby
Q € UCQ()).

Latwo pokazaé, ze jesli program jest ograniczony to jest UCQ-definiowalny.
Implikacja w druga strone nie jest zawsze prawda. Dla programéw datalogu
(nawet bez zalozenia monadycznosci lub spéjnosci) na ogdlnych struktu-
rach wiadomo, ze program jest ograniczony wtedy i tylko wtedy gdy jest
UCQ-definiowalny [42]. Pokazujemy, ze jest to tez prawda dla programéw
Datalog(]) na drzewach.

Twierdzenie 21. Niech P € Datalog(|). Wtedy P jest ograniczony wtedy
i tylko wtedy gdy jest UCQ-definiowalny.

Dzieki Twierdzeniu [21] dla programéw bez potomka problem ograniczo-
nosci mozna przettumaczyé na problem UCQ-definiowalnosci.

Problem 5 (UCQ-definiowalno$é¢). Dla danego programu P rozstrzygngd
czy jest UCQ-definiowalny.

Twierdzenie pokazuje jak problem ograniczonosci jest powiazany z
problemem réwnowaznosci. Dla problemu réwnowaznoéci programu datalo-
gu i UCQ mamy dane zaréwno program datalogu jak i UCQ. Dla problemu
UCQ-definiowalnosci tylko program datalogu jest dany. W ogdlnoéci te pro-
blemy réznia sie, nawet jesli chodzi o rozstrzygalno$é. Przypomnijmy z Sek-
cji ze na ogolnych strukturach problem ograniczono$ci jest nierozstrzy-
galny [21], natomiast réwnowazno$é danemu UCQ jest rozstrzygalna [14].

Rozwazmy ponizszy program.

16



P(X) — X|Y,Q(Y)
P QX)) X]Y,Q(Y)
Q(X) « b(X)

Program P € Datalog(], |, ) nie jest ograniczony — znalezienie b w drzewie
moze zajaé¢ dowolnie wiele krokéw. Program P’, zdefiniowany przez

P P(X)«— X|.Y,b(Y),
jest UCQ réwnowaznym P. Te programy pokazuja, ze dla programéw Datalog(], |, )

UCQ-definiowalno$¢ nie implikuje ograniczonosci.

Zlozono$é problemu ograniczonosci. Pokazujemy, ze problem ograni-
czonosci dla linowego Datalog(|, |, ) jest nierozstrzygalna na stowach, drze-
wach urangowanych i nieurangowanych. Otrzymujemy pozytywne wyniki dla
programéw bez potomka na stowach i drzewach urangowanych.

Twierdzenie 22. Problem ograniczono$ci dla Datalog(]):
1. jest w PSPACE dla stow.
2. jest w 2-EXPTIME dla urangowanych drzew.

Pytanie o rozstrzygalnos¢ problemu ograniczonosci dla programéw bez
potomka na drzewach nieurangowanych pozostaje otwarte, nawet dla pro-
graméw liniowych.
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