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W swojej pracy naukowej zajmowatam sie zorientowanym kolorowaniem
zorientowanych graféw. Niezorientowany graf G to para (V(G), E(G)), gdzie
V(G) oznacza zbiér wierzchotkéow grafu G, natomiast E(G) C (V ¢ ) ozna-
cza zbiér krawedzi. Zorientowany graf @ to para (V(B),A(g)), gdzie
V(a) to zbiér wierzchotkéw, a A(g) C (V(a))2 jest zbiorem tukow. Zaj-
muje sie tylko zorientowanymi grafami bez petli i cykli dlugosci 2. Zoriento-
wane kolorowanie zostalo wprowadzone przez B. Courcelle w 1994 roku jako
narzedzie do kodowania orientacji grafu przy pomocy etykiet wierzchotkéw
[8]. Méwimy, ze zorientowany graf H koloruje graf G, jezeli istnieje ho-
momorfizm z G w ﬁ, czyli funkcja ¢ : V(a) — V(ﬁ), ktora zachowuje
tuki. Wierzchotki grafu ﬁ nazywamy wtedy kolorami, a graf H grafem
kolorujacym. Zorientowana liczba chromatyczna grafu G, oznaczana przez
7( ), to najmniejsza liczba wierzchotkéw w zorientowanym grafie H, ta-
kim, Ze istnieje homomorfizm z 8 w ﬁ Zorientowana liczba chromatyczna
niezorientowanego grafu G, oznaczana przez Y(G), to maksymalna zorien-
towana liczba chromatyczna po wszystkich orientacjach 8 grafu G, czyli po
wszystkich zorientowanych grafach, ktore powstaly z G przez nadanie kazdej
krawedzi zwrotu. Zorientowane kolorowanie bylo rozwazane dla réznych klas
graféw: graféw planarnych [27, 28, 42, 49], graféw zewnetrznie planarnych
[16, 40, 48, 49], graféw z ograniczonym stopniem [1, 14, 26, 29, 48, 51, 54],
k-drzew [48], graféw Halina [15, 23] i innych.

Ze zorientowanym kolorowaniem jest Sciesle powiazane oznakowane ko-
lorowanie. Oznakowany graf (ang. signed graph) to para (G, o), gdzie
G = (V(G), E(G)) jest nieskierowanym grafem, a o : E(G) — {+,—} to
funkcja przyporzadkowujaca kazdej krawedzi znak ”+” lub ”—”. Dwa ozna-
kowane grafy sg réwnowazne, jesli jeden z nich moze by¢ zamieniony w drugi
za pomocy ciggu operacji zmiany znakow. Pojedyncza operacja zmiany
znakéw, dla wybranego wierzchotka v € V(G), zamienia znaki wszytkich
krawedzi incydentnych z v. Poprzez |G, o] bedziemy oznaczaé klase réwno-
waznosci grafu oznakowanego (G, o). Kazdy element klasy [G, o] nazywamy
reprezentantem tej klasy. Kolorowanie graféw oznakowanych definiujemy
poprzez homomorfizm. Graf oznakowany [G, o] jest kolorowalny za pomoca
(Ga,02), jezeli istnieje reprezentant (G, o1) klasy [G, o] i odwzorowanie ¢



z V(G) w V(G2) zachowyjace znaki krawedzi. Oznakowana liczba chroma-
tyczna oznakowanego grafu [G, o] to najmniejsza liczba wierzchotkéw grafu
kolorujacego graf [G, o]. Oznakowana liczba chromatyczna xs(G) grafu G to
maksymalna liczba sposréd wszystkich oznakowanych liczb chromatycznych
wszystkich oznakowanych graféw powstatych na bazie G. Zwiazek pomieg-
dzy oznakowanymi grafami i ich kolorowaniem a klasycznymi problemami
zorientowanego kolorowania jest opisany przez Naserasr, Rollova, i Sopena
w [32]. Kolorowanie graféw oznakowanych oraz ich homomorfizmy bytlo roz-
wazane w ostatnich latach [9, 31, 32, 33, 34, 44, 52, 55]. Autorzy zwracaja
szczegllna uwage na grafy planarne oraz ich podklasy takie jak grafy pla-
narne z danym obwodem [39] czy kraty [3, 10]. Niektérzy (patrz Sen [44])
zauwazaja, ze wiekszos¢ wynikow dotyczacych zorientowanego kolorowania
ma podobng ”oznakowana wersje” i moze by¢ udowodnione takimi samymi
technikami, z niewielkimi modyfikacjami.

W rozprawie zajmuje sie zorientowanym kolorowaniem czterech klas gra-
fow: 2-wymiarowych krat, cylindrycznych krat, toroidalnych krat i silnych
krat. Dodatkowo rozwazam oznakowane kolorowanie 2-wymiarowych krat.
2-wymiarowa krata G(m,n) to iloczyn kartezjanski P, 0P, dwéch $ciezek o
m i n wierzchotkach, iloczyn kartezjanski cyklu C,, i éciezki o n wierzchot-
kach to krata cylindryczna, natomiast krata toroidalna to iloczyn kartezjan-
ski dwéch cykli. Silna krata G¥(m,n) to silny iloczyn dwéch éciezek o m i
n wierzchotkach.

Rysunek 1: (a) Krata G(2,3), (b) Silna krata G¥(2, 3).

1 Grafy kolorujace

Latwo mozna zauwazy¢, ze aby wykaza¢ dolne ograniczenia zorientowanej
liczby chromatycznej wystarczy rozwazac tylko kolorowania, w ktérych graf
kolorujacy H jest turniejem, czyli orientacjg grafu pelnego. Tabela 1 przed-
stawia liczby nieizomorficznych turniejéw do 10 wierzchotkéw (patrz [20]).
Waznym przyktadem graféw kolorujacych sa turnieje Paleya. Dla dowolnej

liczba wierzchotkéw | 1,2 |3 |4 | 5 | 6 7 8 9 10

liczba turniejow 1 [2]14]12] 56 | 456 | 6880 | 191536 | 9733056

Tablica 1: Liczba nieizmorficznych turniejéw

liczby pierwszej p, ktora przystaje do 3 modulo 4, turniej Paleya ?p to graf



o wierzcholkach z ciala Z,, w ktérym para (u,v) jest tukiem wtedy i tylko
wtedy, gdy réznica v — u = r? dla pewnego # 0.

Oznakowany graf Paleya SP,, dla p = 1 mod 4 to graf oznakowany ze
zbiorem wierzchotkéw V (SP,) = Z, oraz znakiem ” —” na krawedziach {u, v}
wtedy i tylko wtedy, gdy v — u = 72, dla pewnego r # 0.

2 Dolne ograniczenia

Niech G oznacza rodzine wszystkich orientacji 2-wymiarowych krat, a G,
oznacza rodzine wszystkich orientacji 2-wymiarowych krat z m wierszami.
Fertin, Raspaud oraz Roychowdhury [18] rozwazali zorientowane kolorowa-
nie rodziny dwu-wymiarowych zorientowanych krat. W swojej pracy poka-
zali, ze istnieje orientacja kraty G(4,5), ktéra wymaga 7 koloréw do zoriento-
wanego pokolorowania oraz, ze poprzez homomorfizm w turniej Paleya ?11
mozna pokolorowaé dowolna orientacje kazdej kraty. Na podstawie wielu
komputerowych eksperymentéw postawili dwie hipotezy:

Hipoteza 1 Dowolna orientacja dowolnej kraty moze byé pokolorowana za
pomocq siedmiu koloréw.

Hipoteza 2 Dowolna orientacja dowolnej kraty moze byé pokolorowana za
pomocg homomorfizmu w turniej Paleya T 7.

Szepietowski i Targan w swojej pracy [53] przedstawili pulapke dla ?7 -
orientacje kraty G(5,35), ktora nie jest kolorowalna przez T'7. Pokazali w
ten sposéb, ze Hipoteza 2 jest nieprawdziwa. Krata ta moze by¢ jednak po-
kolorowana poprzez homomorfizm w inny siedmio-wierzchotkowy graf, wiec
problem, czy Hipoteza 1 jest prawda ciagle byl otwarty.
We wspdlnej z Januszem Dybizbanskim pracy [11] pokazali$my, ze Hipoteza
1 jest nieprawdziwa. Przedstawiliémy putapki dla wszystkich 456 nieizo-
morficznych turniejow z siedmioma kolorami. Co ciekawe, dla wszystkich
poza jednym, nazwanym przez nas 17, znalezliSmy pulapki z 5 wierszami.
Dla T'7 udalo nam sie znalezé putapke z 7 wierszami. Podstawowym na-
rzedziem byly algorytmy wyznaczajace zbiory osiagalnych kolorowan ostat-
niej kolumny w kracie, oraz rodziny zbioréw osiagalnych kolorowan dla
rodziny krat. Dla danej orientacji kraty G(m,n) i grafu kolorujacego
, przez S (8, ﬁ) oznaczamy zbiér osiggalnych kolorowan na ostatniej ko-
lumnie G. Praez S(ﬁ) oznaczamy rodzine S(ﬁ) = {S(a, ﬁ) .4 e
G(m,n), dla m,n > 1}. Analogicznie, dla krat o okreslonej liczbie wier-
szy, definiujemy rodzine Sm(ﬁ) = {S(a,ﬁ) .G e G(m,n), dlan > 1}.
Zauwazmy, ze nie jest kolorowalna przez wtedy i tylko wtedy, gdy
S(G, H) =0, oraz, ze graf H koloruje wszystkie kraty z m wierszami wtedy
i tylko wtedy, gdy 0 ¢ Sm(ﬁ) Rozmiar rodziny Sm(ﬁ) zalezy od m i od



grafu kolorujacego ﬁ Jezeli ﬁ jest turniejem Paleya ?7, wtedy rodzina
S4(T' 7) ma tylko 132 elementy i nie zawiera zbioru pustego. Podobnie moz-
liwe bylo systematyczne przegladanie rodziny 85(?7), zeby znalezé zbiér
pusty. Dzieje sie tak dlatego, ze turniej T'7 ma duza grupe automorfizméw.
Sytuacja jest inna, gdy turniej kolorujacy nie ma duzej grupy symetrii. Na
przyktad, dla turnieju 17, ktéry powstal z T'7 przez odwrdcenie jednej
strzatki, udalo nam sie tylko wyznaczy¢ S3( T 7), ktéra ma 980 zbioréw i nie
zawiera zbioru pustego. Proby wyznaczenia rodziny S4(71'7) nie powiodly
sie, poniewaz zbiér znajdowanych osiaglanych zbioréw byt za duzy. W pracy
[11] zastosowaliSmy algorytm zachlanny, ktéry znalazt putapke dla kazdego

turnieju na siedmiu kolorach. Pokazalismy w ten sposéb, ze (Twierdzenie
3.1)

X(G) > 1.

Poniewaz kraty sa podgrafami cylindrycznych krat oraz toroidalnych krat,
dolne ogranicznie zorientowanej liczby chromatycznej 2- wymiarowych krat
wyznacza takze 8 jako dolna granice zorientowanej liczby chromatycznej ro-
dzin krat cylindrycznych i toroidalnych. Techniki uzyte do szukania putapek
dla turniejéw 7-wierzchotkowych nie sprawdzity sie, kiedy zastosowalismy je
do graféw kolorujacych z 8 wierzchotkami. PrébowaliSmy uzycia algorytméw
genetycznych. Niestety, mimo licznych préb, nie udato nam sie znalezé puta-
pek dla wszystkich 6880 nieizomorficznych turniejéw osSmiowierzchotkowych.
Nie udato nam sie takze pokazaé, ze istnieje graf z odmioma wierzchotkami,
ktory koloruje cala rodzing dwu-wymiarowych krat.

Niech G¥ oznacza rodzing wszystkich orientacji silnych krat, a G% ozna-
cza rodzine wszystkich orientacji silnych krat z m wierszami. Aravind, Na-
rayanan and Subramanian [2] pokazali, ze dowolna orientacje silnej kraty z
dwoma wierszami mozna pokolorowaé¢ poprzez homomorfizm w T'1; oraz, ze
istnieje orientacja silnej kraty G®(2, 5), ktéra wymaga 8 koloréw do zorien-
towanego pokolorowania. Wspodlnie z Januszem Dybizbanskim pokazaliSmy,
ze dla kazdego turnieju H z 10 wierzcholkami, istnieje orientacja G'™ silnej
kraty z dwoma wierszami z pustym zbiorem osiagalnych kolorowan. Znalez-
liSmy putapki z dwoma wierszami dla wszystkich 9733056 nieizomorficznych
turniejéw z 10 wierzchotkami, dzieki czemu udato sie wyznaczyé doktadna
wartosé zorientowanej liczby chromatycznej silnych krat z dwoma wierszami
(Twierdzenie 6.1):

X(65) =11,

oraz poprawi¢ dolne oszacowanie zorientowanej liczby chromatycznej dla
wszystkich silnych krat:
X(G®) > 11.

W pracy [13], wspélnie z Januszem Dybizbanskim i Andrzejem Szepie-
towskim, rozwazamy oznakowana liczbe chromatyczng krat. Pokazujemy, ze
istnieje oznakowana krata, dla ktorej nie istnieje oznakowanie kolorowanie



porzez homomorfizm w graf z czterema wierzchotkami. PokazaliSmy w ten
sposob, ze dolna granica oznakowanej liczby chromatycznej krat wynosi 5.
Dowdéd ten nie wymaga uzycia komputera.

3 Gorne ograniczenia

Sopena [50], pokazal, ze dowolna orientacje dowolnej silnej kraty da sie poko-
lorowadé przy uzyciu 126 koloréw. Kilku autoréw wykorzystuje grafy Trompa
aby wyznaczy¢ goérne ograniczenie zorientowanej liczby chromatycznej gra-
féw, patrz [14, 37, 38]. Graf Trompa ﬁ(?p) sklada si¢ z déwch izomor-
ficznych kopii turnieju Paleya z p wierzchotkami oraz dwéch dodatkowych
wierzchotkéw, patrz [38]. Pokazuje, ze dowolna orientacja silnej kraty moze
by¢ pokolorowana przy pomocy grafu Trompa z 88 wierzchotkami. Dowdd
ten nie wymaga uzycia komputera. Poprawiam w ten sposéb gorne ograni-
czenia zorientowanej liczby chromatycznej silnych krat (Twierdzenie 7.1):

N(G¥) < 88.

W podobny sposéb wykorzystuje grafy Trompa aby pokazaé ze dowolna
orientacja toroidalnej kraty moze by¢ pokolorowana przy pomocy 27 koloréw
(Twierdzenie 6.4). Nie wiadomo, czy isnieje graf kolorujacy H z 27 kolorami
ktory koloruje wszystkie orientacje toroidalnych krat.

W swoim dowodzie, ze istnieje homomorfizm z dowolnej orientacji kraty
w turniej Paleya 7'1;, Fertin, Raspaud oraz Roychowdhury wykorzystali
fakt, ze turniej Paleya 717 ma pewna wlasnosé. W swojej pracy zainte-
resowalam sie, czy istniejg inne wlasnosci graféw kolorujacych, ktére moga
by¢ uzyte do zorientowanego kolorowania. Ciekawy okazatl sie graf o dziesie-
ciu wierzchotkach H 1o, ktory powstal z 117 przez usuniecie jednego wierz-
chotka. Okazalo sig, ze istnieje zbiér S C {1,...,10}° o nastepujacej wia-
snosci:

(a) kazda krata z piecioma wierszami zlozona z jednej kolumny daje sie
pokolorowaé ciaggiem s € S,

(b) jezeli krata 8 o pieciu wierszach i n kolumnach daje sie pokoloro-
waé tak, ze ciag kolorowan ostatniej kolumny nalezy do S, to kazde
rozszerzenie kraty G o jedna kolumne daje sie pokolorowaé tak, zeby
kolorowanie nowej kolumny nalezato do S.

Zbioér S bedze nazywaé zbiorem domknigtym na rozszerzenia. Za pomoca
komputera wyznaczyltam zbior S dla krat o 6, 7, lub o§miu wierszach. Udato
sie w ten sposob poprawi¢ gérne oszacowanie zorientowanej liczby chroma-
tycznej 2-wymiarowych krat z odémioma wierszami (Twierdzenie 4.1):

X (Gs) < 10.

Za pomocg analogicznych pomystéw pokazatam, ze:



e kazda cylindryczna krata C,,[C,, m < 8, moze by¢ pokolorowana
za pomoca grafu Hi9p = T 17 — {0}. Granice osiagniete dla krat cy-
lindrycznych poprawiaja takze granice dla krat toroidalnych. Otrzy-
matam wiec: X (73) < 16 , ¥ (72) < 18, ¥ (T5) < 20, ¥ (Ts) < 22,
X (T7) < 24;

e kazda silna krata z czterema wierszami moze by¢ pokolorowana za
pomoca grafu promowanego ﬁ:;g = P(T9). Graf promowany (ang.
push-graph) sklada si¢ z dwéch izomorficznych kopii turnieju Paleya

p, batrz [25].

Ponadto pokazuje, ze:

e istnieje graf kolorujacy z 9 wierzchotkami, ktéry koloruje dowolna zo-
rientowana krate z piecioma wierszami,

e kazda silna krata z trzema wierszami moze by¢ pokolorowana za po-
maca turnieju Paleya ?19. Zaprojektowalismy algorytm, ktéry wy-
znacza zbiory osiggalnych kolorowan na ostatniej kolumnie dowolnej
orientacji dowolnej silnej kraty z 3 wierszami, jesli uzyjemy turnieju
Paleya T'19,

e kazda oznakowana krata z co najwyzej 7 wierszami moze by¢ pokolo-
rowana za pomoca oznakowanego grafu Paleya SPs.

To jest druga wersja mojej rozprawy. Dodatam:

e Rozdzial 6 po$wiecony zorientowanej liczbie chromatycznej cylindrycz-
nych i toroidalnych krat,

e Twierdzenie 7.1 dotyczace nowej granicy 88 dla zorientowanej liczby
chromatycznej rodziny silnych krat,

e Twierdzenie 7.6 dotyczace nowej granicy 38 dla zorientowanej liczby
chromatycznej rodziny silnych krat z cztrema wierszami,

e Rozdzial 8 poswiezcony oznakowanemu kolorowaniu krat.

Nowe wyniki zostaly opublikowane w [13] lub zostaly przyjete do publikacji
[35].
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