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W swojej pracy naukowej zajmowałam się zorientowanym kolorowaniem
zorientowanych grafów. Niezorientowany graf G to para (V (G), E(G)), gdzie
V (G) oznacza zbiór wierzchołków grafu G, natomiast E(G) ⊆

(
V (G)
2

)
ozna-

cza zbiór krawędzi. Zorientowany graf
−→
G to para (V (

−→
G), A(

−→
G)), gdzie

V (
−→
G) to zbiór wierzchołków, a A(

−→
G) ⊆ (V (

−→
G))2 jest zbiorem łuków. Zaj-

muję się tylko zorientowanymi grafami bez pętli i cykli długości 2. Zoriento-
wane kolorowanie zostało wprowadzone przez B. Courcelle w 1994 roku jako
narzędzie do kodowania orientacji grafu przy pomocy etykiet wierzchołków
[8]. Mówimy, że zorientowany graf

−→
H koloruje graf

−→
G , jeżeli istnieje ho-

momorfizm z
−→
G w

−→
H , czyli funkcja c : V (

−→
G) → V (

−→
H ), która zachowuje

łuki. Wierzchołki grafu
−→
H nazywamy wtedy kolorami, a graf

−→
H grafem

kolorującym. Zorientowana liczba chromatyczna grafu
−→
G , oznaczana przez

−→χ (
−→
G), to najmniejsza liczba wierzchołków w zorientowanym grafie

−→
H , ta-

kim, że istnieje homomorfizm z
−→
G w

−→
H . Zorientowana liczba chromatyczna

niezorientowanego grafu G, oznaczana przez −→χ (G), to maksymalna zorien-
towana liczba chromatyczna po wszystkich orientacjach

−→
G grafu G, czyli po

wszystkich zorientowanych grafach, które powstały z G przez nadanie każdej
krawędzi zwrotu. Zorientowane kolorowanie było rozważane dla różnych klas
grafów: grafów planarnych [27, 28, 42, 49], grafów zewnętrznie planarnych
[16, 40, 48, 49], grafów z ograniczonym stopniem [1, 14, 26, 29, 48, 51, 54],
k-drzew [48], grafów Halina [15, 23] i innych.

Ze zorientowanym kolorowaniem jest ścieśle powiązane oznakowane ko-
lorowanie. Oznakowany graf (ang. signed graph) to para (G, σ), gdzie
G = (V (G), E(G)) jest nieskierowanym grafem, a σ : E(G) → {+,−} to
funkcja przyporządkowująca każdej krawędzi znak ”+” lub ”−”. Dwa ozna-
kowane grafy są równoważne, jeśli jeden z nich może być zamieniony w drugi
za pomocą ciągu operacji zmiany znaków. Pojedyncza operacja zmiany
znaków, dla wybranego wierzchołka v ∈ V (G), zamienia znaki wszytkich
krawędzi incydentnych z v. Poprzez [G, σ] będziemy oznaczać klasę równo-
ważności grafu oznakowanego (G, σ). Każdy element klasy [G, σ] nazywamy
reprezentantem tej klasy. Kolorowanie grafów oznakowanych definiujemy
poprzez homomorfizm. Graf oznakowany [G, σ] jest kolorowalny za pomocą
(G2, σ2), jeżeli istnieje reprezentant (G, σ1) klasy [G, σ] i odwzorowanie φ
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z V (G) w V (G2) zachowyjące znaki krawędzi. Oznakowana liczba chroma-
tyczna oznakowanego grafu [G, σ] to najmniejsza liczba wierzchołków grafu
kolorującego graf [G, σ]. Oznakowana liczba chromatyczna χs(G) grafu G to
maksymalna liczba spośród wszystkich oznakowanych liczb chromatycznych
wszystkich oznakowanych grafów powstałych na bazie G. Związek pomię-
dzy oznakowanymi grafami i ich kolorowaniem a klasycznymi problemami
zorientowanego kolorowania jest opisany przez Naserasr, Rollovâ, i Sopena
w [32]. Kolorowanie grafów oznakowanych oraz ich homomorfizmy było roz-
ważane w ostatnich latach [9, 31, 32, 33, 34, 44, 52, 55]. Autorzy zwracaja
szczególną uwagę na grafy planarne oraz ich podklasy takie jak grafy pla-
narne z danym obwodem [39] czy kraty [3, 10]. Niektórzy (patrz Sen [44])
zauważają, że większość wyników dotyczących zorientowanego kolorowania
ma podobną ”oznakowaną wersję” i może być udowodnione takimi samymi
technikami, z niewielkimi modyfikacjami.

W rozprawie zajmuję się zorientowanym kolorowaniem czterech klas gra-
fów: 2-wymiarowych krat, cylindrycznych krat, toroidalnych krat i silnych
krat. Dodatkowo rozważam oznakowane kolorowanie 2-wymiarowych krat.
2-wymiarowa krata G(m,n) to iloczyn kartezjański Pm�Pn dwóch ścieżek o
m i n wierzchołkach, iloczyn kartezjański cyklu Cm i ścieżki o n wierzchoł-
kach to krata cylindryczna, natomiast krata toroidalna to iloczyn kartezjań-
ski dwóch cykli. Silna krata G�(m,n) to silny iloczyn dwóch ścieżek o m i
n wierzchołkach.

Rysunek 1: (a) Krata G(2, 3), (b) Silna krata G�(2, 3).

1 Grafy kolorujące

Łatwo można zauważyć, że aby wykazać dolne ograniczenia zorientowanej
liczby chromatycznej wystarczy rozważać tylko kolorowania, w których graf
kolorujący

−→
H jest turniejem, czyli orientacją grafu pełnego. Tabela 1 przed-

stawia liczby nieizomorficznych turniejów do 10 wierzchołków (patrz [20]).
Ważnym przykładem grafów kolorujących są turnieje Paleya. Dla dowolnej

liczba wierzchołków 1,2 3 4 5 6 7 8 9 10
liczba turniejów 1 2 4 12 56 456 6880 191536 9733056

Tablica 1: Liczba nieizmorficznych turniejów

liczby pierwszej p, która przystaje do 3 modulo 4, turniej Paleya
−→
T p to graf
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o wierzchołkach z ciała Zp, w którym para (u, v) jest łukiem wtedy i tylko
wtedy, gdy różnica v − u = r2 dla pewnego 6= 0.

Oznakowany graf Paleya SPp, dla p ≡ 1 mod 4 to graf oznakowany ze
zbiorem wierzchołków V (SPp) = Zp oraz znakiem ”−” na krawędziach {u, v}
wtedy i tylko wtedy, gdy v − u = r2, dla pewnego r 6= 0.

2 Dolne ograniczenia

Niech G oznacza rodzinę wszystkich orientacji 2-wymiarowych krat, a Gm
oznacza rodzinę wszystkich orientacji 2-wymiarowych krat z m wierszami.
Fertin, Raspaud oraz Roychowdhury [18] rozważali zorientowane kolorowa-
nie rodziny dwu-wymiarowych zorientowanych krat. W swojej pracy poka-
zali, że istnieje orientacja kraty G(4, 5), która wymaga 7 kolorów do zoriento-
wanego pokolorowania oraz, że poprzez homomorfizm w turniej Paleya

−→
T 11

można pokolorować dowolną orientację każdej kraty. Na podstawie wielu
komputerowych eksperymentów postawili dwie hipotezy:

Hipoteza 1 Dowolna orientacja dowolnej kraty może być pokolorowana za
pomocą siedmiu kolorów.

Hipoteza 2 Dowolna orientacja dowolnej kraty może być pokolorowana za
pomocą homomorfizmu w turniej Paleya

−→
T 7.

Szepietowski i Targan w swojej pracy [53] przedstawili pułapkę dla
−→
T 7 -

orientację kraty G(5, 35), która nie jest kolorowalna przez
−→
T 7. Pokazali w

ten sposób, że Hipoteza 2 jest nieprawdziwa. Krata ta może być jednak po-
kolorowana poprzez homomorfizm w inny siedmio-wierzchołkowy graf, więc
problem, czy Hipoteza 1 jest prawdą ciągle był otwarty.
We wspólnej z Januszem Dybizbańskim pracy [11] pokazaliśmy, że Hipoteza
1 jest nieprawdziwa. Przedstawiliśmy pułapki dla wszystkich 456 nieizo-
morficznych turniejów z siedmioma kolorami. Co ciekawe, dla wszystkich
poza jednym, nazwanym przez nas

←−
T 7, znaleźliśmy pułapki z 5 wierszami.

Dla
←−
T 7 udało nam się znaleźć pułapkę z 7 wierszami. Podstawowym na-

rzędziem były algorytmy wyznaczające zbiory osiągalnych kolorowań ostat-
niej kolumny w kracie, oraz rodziny zbiorów osiągalnych kolorowań dla
rodziny krat. Dla danej orientacji

−→
G kraty G(m,n) i grafu kolorującego

−→
H , przez S(

−→
G,
−→
H ) oznaczamy zbiór osiągalnych kolorowań na ostatniej ko-

lumnie
−→
G . Przez S(

−→
H ) oznaczamy rodzinę S(

−→
H ) = {S(

−→
G,
−→
H ) :

−→
G ∈

G(m,n), dla m,n ≥ 1}. Analogicznie, dla krat o określonej liczbie wier-
szy, definiujemy rodzinę Sm(

−→
H ) = {S(

−→
G,
−→
H ) :

−→
G ∈ G(m,n), dla n ≥ 1}.

Zauważmy, że
−→
G nie jest kolorowalna przez

−→
H wtedy i tylko wtedy, gdy

S(
−→
G,
−→
H ) = ∅, oraz, że graf

−→
H koloruje wszystkie kraty z m wierszami wtedy

i tylko wtedy, gdy ∅ /∈ Sm(
−→
H ). Rozmiar rodziny Sm(

−→
H ) zależy od m i od
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grafu kolorującego
−→
H . Jeżeli

−→
H jest turniejem Paleya

−→
T 7, wtedy rodzina

S4(
−→
T 7) ma tylko 132 elementy i nie zawiera zbioru pustego. Podobnie moż-

liwe było systematyczne przeglądanie rodziny S5(
−→
T 7), żeby znaleźć zbiór

pusty. Dzieje się tak dlatego, że turniej
−→
T 7 ma dużą grupę automorfizmów.

Sytuacja jest inna, gdy turniej kolorujący nie ma dużej grupy symetrii. Na
przykład, dla turnieju

←−
T 7, który powstał z

−→
T 7 przez odwrócenie jednej

strzałki, udało nam się tylko wyznaczyć S3(
←−
T 7), która ma 980 zbiorów i nie

zawiera zbioru pustego. Próby wyznaczenia rodziny S4(
←−
T 7) nie powiodły

się, ponieważ zbiór znajdowanych osiąglanych zbiorów był za duży. W pracy
[11] zastosowaliśmy algorytm zachłanny, który znalazł pułapkę dla każdego
turnieju na siedmiu kolorach. Pokazalismy w ten sposób, że (Twierdzenie
3.1)

−→χ (G) > 7.

Ponieważ kraty są podgrafami cylindrycznych krat oraz toroidalnych krat,
dolne ogranicznie zorientowanej liczby chromatycznej 2- wymiarowych krat
wyznacza także 8 jako dolną granicę zorientowanej liczby chromatycznej ro-
dzin krat cylindrycznych i toroidalnych. Techniki użyte do szukania pułapek
dla turniejów 7-wierzchołkowych nie sprawdziły się, kiedy zastosowaliśmy je
do grafów kolorujących z 8 wierzchołkami. Próbowaliśmy użycia algorytmów
genetycznych. Niestety, mimo licznych prób, nie udało nam się znaleźć puła-
pek dla wszystkich 6880 nieizomorficznych turniejów ośmiowierzchołkowych.
Nie udało nam się także pokazać, że istnieje graf z ośmioma wierzchołkami,
który koloruje całą rodzinę dwu-wymiarowych krat.

Niech G� oznacza rodzinę wszystkich orientacji silnych krat, a G�m ozna-
cza rodzinę wszystkich orientacji silnych krat z m wierszami. Aravind, Na-
rayanan and Subramanian [2] pokazali, że dowolną orientację silnej kraty z
dwoma wierszami można pokolorować poprzez homomorfizm w

−→
T 11 oraz, że

istnieje orientacja silnej kraty G�(2, 5), która wymaga 8 kolorów do zorien-
towanego pokolorowania. Wspólnie z Januszem Dybizbańskim pokazaliśmy,
że dla każdego turnieju

−→
H z 10 wierzchołkami, istnieje orientacja

−→
G� silnej

kraty z dwoma wierszami z pustym zbiorem osiągalnych kolorowań. Znaleź-
liśmy pułapki z dwoma wierszami dla wszystkich 9733056 nieizomorficznych
turniejów z 10 wierzchołkami, dzięki czemu udało się wyznaczyć dokładną
wartość zorientowanej liczby chromatycznej silnych krat z dwoma wierszami
(Twierdzenie 6.1):

−→χ (G�2 ) = 11,

oraz poprawić dolne oszacowanie zorientowanej liczby chromatycznej dla
wszystkich silnych krat:

−→χ (G�) ≥ 11.

W pracy [13], wspólnie z Januszem Dybizbańskim i Andrzejem Szepie-
towskim, rozważamy oznakowaną liczbę chromatyczną krat. Pokazujemy, że
istnieje oznakowana krata, dla której nie istnieje oznakowanie kolorowanie
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porzez homomorfizm w graf z czterema wierzchołkami. Pokazaliśmy w ten
sposób, że dolna granica oznakowanej liczby chromatycznej krat wynosi 5.
Dowód ten nie wymaga użycia komputera.

3 Górne ograniczenia

Sopena [50], pokazał, że dowolną orientację dowolnej silnej kraty da się poko-
lorować przy użyciu 126 kolorów. Kilku autorów wykorzystuje grafy Trompa
aby wyznaczyć górne ograniczenie zorientowanej liczby chromatycznej gra-
fów, patrz [14, 37, 38]. Graf Trompa

−→
Tr(
−→
T p) składa się z dówch izomor-

ficznych kopii turnieju Paleya z p wierzchołkami oraz dwóch dodatkowych
wierzchołków, patrz [38]. Pokazuję, że dowolna orientacja silnej kraty może
być pokolorowana przy pomocy grafu Trompa z 88 wierzchołkami. Dowód
ten nie wymaga użycia komputera. Poprawiam w ten sposób górne ograni-
czenia zorientowanej liczby chromatycznej silnych krat (Twierdzenie 7.1):

−→χ (G�) ≤ 88.

W podobny sposób wykorzystuję grafy Trompa aby pokazać że dowolna
orientacja toroidalnej kraty może być pokolorowana przy pomocy 27 kolorów
(Twierdzenie 6.4). Nie wiadomo, czy isnieje graf kolorujący

−→
H z 27 kolorami

który koloruje wszystkie orientacje toroidalnych krat.
W swoim dowodzie, że istnieje homomorfizm z dowolnej orientacji kraty

w turniej Paleya
−→
T 11, Fertin, Raspaud oraz Roychowdhury wykorzystali

fakt, że turniej Paleya
−→
T 11 ma pewną własność. W swojej pracy zainte-

resowałam się, czy istnieją inne własności grafów kolorujących, które mogą
być użyte do zorientowanego kolorowania. Ciekawy okazał się graf o dziesię-
ciu wierzchołkach

−→
H 10, który powstał z

−→
T 11 przez usunięcie jednego wierz-

chołka. Okazało się, że istnieje zbiór S ⊂ {1, . . . , 10}5 o następującej wła-
sności:

(a) każda krata z pięcioma wierszami złożona z jednej kolumny daje się
pokolorować ciągiem s ∈ S,

(b) jeżeli krata
−→
G o pięciu wierszach i n kolumnach daje się pokoloro-

wać tak, że ciąg kolorowań ostatniej kolumny należy do S, to każde
rozszerzenie kraty

−→
G o jedną kolumnę daje się pokolorować tak, żeby

kolorowanie nowej kolumny należało do S.

Zbiór S będzę nazywać zbiorem domkniętym na rozszerzenia. Za pomocą
komputera wyznaczyłam zbiór S dla krat o 6, 7, lub ośmiu wierszach. Udało
się w ten sposób poprawić górne oszacowanie zorientowanej liczby chroma-
tycznej 2-wymiarowych krat z ośmioma wierszami (Twierdzenie 4.1):

−→χ (G8) ≤ 10.

Za pomocą analogicznych pomysłów pokazałam, że:
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• każda cylindryczna krata Cm�Cn, m < 8, może być pokolorowana
za pomocą grafu

−→
H 10 =

−→
T 11 − {0}. Granice osiągnięte dla krat cy-

lindrycznych poprawiają także granice dla krat toroidalnych. Otrzy-
małam więc: −→χ (T3) ≤ 16 , −→χ (T4) ≤ 18, −→χ (T5) ≤ 20, −→χ (T6) ≤ 22,
−→χ (T7) ≤ 24;

• każda silna krata z czterema wierszami może być pokolorowana za
pomocą grafu promowanego

−→
H 38 =

−→
P (
−→
T 19). Graf promowany (ang.

push-graph) składa się z dwóch izomorficznych kopii turnieju Paleya
−→
T p, patrz [25].

Ponadto pokazuję, że:

• istnieje graf kolorujący z 9 wierzchołkami, który koloruje dowolną zo-
rientowana kratę z pięcioma wierszami,

• każda silna krata z trzema wierszami może być pokolorowana za po-
mącą turnieju Paleya

−→
T 19. Zaprojektowaliśmy algorytm, który wy-

znacza zbiory osiągalnych kolorowań na ostatniej kolumnie dowolnej
orientacji dowolnej silnej kraty z 3 wierszami, jeśli użyjemy turnieju
Paleya

−→
T 19,

• każda oznakowana krata z co najwyżej 7 wierszami może być pokolo-
rowana za pomocą oznakowanego grafu Paleya SP5.

To jest druga wersja mojej rozprawy. Dodałam:

• Rozdział 6 poświęcony zorientowanej liczbie chromatycznej cylindrycz-
nych i toroidalnych krat,

• Twierdzenie 7.1 dotyczące nowej granicy 88 dla zorientowanej liczby
chromatycznej rodziny silnych krat,

• Twierdzenie 7.6 dotyczące nowej granicy 38 dla zorientowanej liczby
chromatycznej rodziny silnych krat z cztrema wierszami,

• Rozdział 8 poświęzcony oznakowanemu kolorowaniu krat.

Nowe wyniki zostały opublikowane w [13] lub zostały przyjęte do publikacji
[35].
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