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Ponizsza rozprawa sktada sie z dwoch czesci. Obie z nich badaja geometryczne wlasnosci miar
wystepujacych w skonczenie wymiarowych uktadach dynamicznych, gtéwnie z punktu widzenia
teorii wymiaru.

Czeé¢ pierwsza dotyczy probabilistycznych aspektow twierdzenia Takensa o zanurzaniu, zaj-
mujacego sie zagadnieniem rekonstrukeji uktadu dynamicznego z ciaggu pomiaréw wykonanych za
pomoca jednowymiarowej obserwabli. Klasyczne wyniki z tej dziedziny (zob. np. [18, 21I]) orze-
kaja, ze dla typowej obserwabli, dowolny stan poczatkowy ukladu jest jednoznacznie wyznaczony
przez ciag pomiaréow, o ile ich ilo$¢ przekracza dwukrotnie wymiar przestrzeni fazowej. Glowny
wynik tej czedci rozprawy (Twierdzenie ponizej) stwierdza, ze w kontekscie probabilistycznym
liczba pomiaréw moze by¢ dwukrotnie zmniejszona, tzn. prawie kazdy stan poczatkowy ukladu
jest wyznaczony jednoznacznie, o ile ilos¢ pomiaréw jest wieksza od wymiaru Hausdorffa prze-
strzeni fazowej. Powyzszy wynik wspiera hipotezy Shroera, Sauera, Otta oraz Yorka z 1998 roku
[19] oraz dowodzi [19, Conjecture 1] dla miar ergodycznych (Twierdzenie [1.3). Przedstawiamy takze
niedynamiczng wersje probabilistycznego twierdzenia o zanurzaniu (Twierdzenie oraz szereg
przyktadéw ilustrujacych powyzsze wyniki. Ta czeéé rozprawy jest w wiekszosci oparta o preprint
wspOlny z Krzysztofem Baranskim oraz Yonatanem Gutmanem [3].

W drugiej czesci rozprawy rozwazamy rodzine stacjonarnych miar probabilistycznych dla pew-
nych losowych uktadéw dynamicznych na odcinku jednostkowym oraz badamy ich wlasnosci geo-
metryczne. Rozwazane miary moga by¢ traktowane jako miary stacjonarne dla procesu Markowa
na odcinku, otrzymanego przez losowe iterowanie dwéch kawatkami afinicznych homeomorfizméw
odcinka. Uklady tej postaci nazywamy ukladami Alsedy—Misiurewicza (albo AM-uktadami), po-
niewaz badania nad nimi rozpoczeli Alseda oraz Misiurewicz w pracy [2]. Postawili w niej réwniez
hipoteze, ze typowe miary stacjonarne dla takich uktadéw sa singularne wzgledem miary Lebes-
gue’a. Gléwnym celem naszej pracy jest scharakteryzowanie parametréw posiadajacych te wlasnosé.
Naszym gléwnym wynikiem jest znalezienie pewnych zbioréw parametréw dla ktérych odpowiednie
miary sg singularne, co dowodzi hipotezy dla tych zbioréw. Przedstawiamy dwa rézne podejscia do
dowodzenia singularnoéci (Twierdzenia oraz 2.2)). Wyliczamy wymiar Hausdorffa miary stacjo-
narnej dla pewnych parametréw. Przedstawiamy réwniez kilka dodatkowych wynikéw dotyczacych
AM-ukladéw. Ta czesé rozprawy jest w wiekszosci oparta o publikacje wspdlng z Krzysztofem
Baranskim [4].

1 Probabilistyczne twierdzenie Takensa

Wyobrazmy sobie doswiadczalnika obserwujacego uktad fizyczny modelowany przez ukiad dyna-
miczny z czasem dyskretnym (X,7T), gdzie T : X — X jest odwzorowaniem opisujacym ewolucje
ukladu w jednostce czasu, a przestrzen fazowa X jest podzbiorem przestrzeni euklidesowej RY.
Czesto zdarza sie, ze dla ustalonego punktu x € X, zamiast ciagu rzeczywistych pomiaréw pierw-
szych k stanéw ukladu z, Tz, ..., T" 1z, doéwiadczalnik ma dostep jedynie do k wartosci pomiardw
h(z),h(Tx), ..., h(T*'z) wykonanych za pomoca jednowymiarowej obserwabli h : X — R. Na-
turalne jest zatem pytanie, do jakiego stopnia wyjsciowy uktad (X,T) moze byé odtworzony na
podstawie ciagu takich pomiaréw oraz jaka jest najmniejsza liczba k gwarantujaca wiarygodna
rekonstrukecje. Powyzsze pytania pojawily sie w literaturze fizycznej (zob. np. [15, [19]) i zainspi-
rowaly szereg wynikéw matematycznych, znanych jako twierdzenia typu Takensa o zanurzaniu.
Orzekaja one, ze odtworzenie uktadu (X, T") jest mozliwe dla pewnych obserwabli A, o ile pomiary
h(z), (Tx),...,h(T* 12) sa znane dla wszystkich x € X oraz wystarczajaco duzego k. Matema-
tycznie oznacza to, ze tzw. delay-coordinate map X > x — (h(z), M(Tz),...,h(T* 12)) € R¥ jest
roznowartosciowe.



Twierdzenia typu Takensa sa uznawane za wyniki teoretyczne, ktore uzasadniajg prawidlowos$é
procedur wykorzystywanych w praktyce przez eksperymentalistéw (zob. np. [I1], [16]). Zostaly one
udowodnione w kilku kategoriach (np. [I8, 21I], zob. takze [I7]). Zauwazmy, ze nie mozna ocze-
kiwa¢ wiarygodnej rekonstrukcji uktadu na podstawie pomiaréw wykonanych za pomocg a priori
ustalonej obserwabli h, gdyz moze ona nie rozréznia¢ wystarczajaco stanéw ukladu (np. gdy h jest
stala). Nalezy zatem zakladaé, co wydaje sie¢ realistyczne, ze do$wiadczalnik jest w stanie zaburzaé
ustalong obserwable. Pierwszym wynikiem otrzymanym w tym kierunku jest slynne twierdzenie
Takensa o zanurzaniu dla gladkich odwzorowan na rozmaitosciach |21, Theorem 1]. Stwierdza ono,
ze dla danej C?-rozmaitoéci M oraz typowej pary zlozonej z C?-dyfeomorfizmu T : M — M i
C?-odwzorowania h : M — R, odpowiadajace im odwzorowanie delay-coordinate map ¢ : M — R,
o(z) = (h(x), h(Tx),..., W(TF 1z)) jest C?-zanurzeniem (czyli réznowartoéciows immersja), o ile
k > 2dim(M). Z uwagi na ich silne zwiazki z wykorzystywanymi w praktyce procedurami rekon-
strukcji, twierdzenie Takensa spotkalo sie z zainteresowaniem fizykéw matematycznych (zob. np.
[18, [19]). Przedstawmy jeszcze rozszerzenie powyzszego twierdzenia autorstwa Sauera, Yorka oraz
Casdagliego [18]. Jest ono sformutowane w terminach gérnego wymiaru pudetkowego dimp (wigcej
szczegblow na temat teorii wymiaru mozna znalezé np. w [§]), za$ zaburzenie jest wielomianem
stopnia 2k. Ponizsze sformulowanie pochodzi z [17].

Twierdzenie 1.1 ([I7, Theorem 14.5]). Niech X C RY bedzie zbiorem zwartym oraz niech T :
X — X bedzie lipschitzowskie, réznowartosciowe oraz aperiodyczne (tzn. bez punktéw okresowych).
Niech k € N bedzie takie, ze k > 2dimp X. Niech h : RN — R bedzie funkcjq lipschitzowskq, zas
hi,... hy : RN — R bazq przestrzeni rzeczywistych wielomiandw N zmiennych stopnia co najwyzej
2k. Dla o = (1, ..., m) € R™ oznaczmy przez hy : RN — R odwzorowanie

ha(z) = h(z) + ) ajhj().
j=1

Wéwczas dla prawie kazdego w sensie miary Lebesque’a o = (au, ..., uy) € R™, odwzorowanie
oL X — R¥, oL (x) = (ho(2), ha(Tx),. ..  ho(TF 1))
jest roznowartosciowe na X.

Zauwazmy, ze Twierdzenie mozna stosowaé¢ do dowolnego zwartego zbioru X C R, nie-
koniecznie bedacego rozmaitoscia. Jest to pozadana wlasnosé, gdyz pozwala rozwazaé zbiory o
skomplikowanej geometrii, takie jak fraktalne atraktory wystepujace w dynamice chaotycznej. Co
wiecej, gorny wymiar pudetkowy X moze by¢ mniejszy od wymiaru dowolnej rozmaitosci zawieraja-
cej X, wiec Twierdzenie [I.T] moze wymaga¢ mniejszej iloSci pomiaréw niz jego gladki odpowiednik
z [21].

Na ogét doswiadczalnik moze przeprowadzic¢ tylko skoficzenie wiele pomiaréw h(z;), . . ., h(kalxj)
dla pewnych punktéw z; € X, j =1,...,1. Wydaje si¢ realistyczne zalozenie, ze istnieje (posredni
lub bezposredni) proces losowy okreslajacy ktére stany poczatkowe x; sa dostepne w eksperymen-
cie. W ponizszej pracy jesteSmy zainteresowani problemem odtwarzana ukladu w obecnodci takiego
procesu, wzgledem tego procesu. Méwiac matematycznie, ustalamy miare probabilistyczng p na X
i badamy czy delay-coordinate map ¢Z jest réznowartosciowe prawie wszedzie wzgledem u (tj. czy
istnieje podzbiér zbioru X pelnej miary p, taki ze ¢L jest réznowartosciowe na tym podzbiorze).
Poniewaz w tej sytuacji mozemy pominaé zbiory miary zero, zasadne jest pytanie, czy minimalna
liczba pomiaréw gwarantujaca rekonstrukcje uktadu moze by¢ mniejsza niz 2dim X. Nasz gtowny
wynik dowodzi, ze tak wlasnie jest i liczba pomiaréw moze by¢ zredukowana dwukrotnie dla dowol-
nej (borelowskiej) miary probabilistycznej. Ponizsze twierdzenie jest uproszczona wersja naszego
glownego wyniku. Jest ono sformutowane w terminach wymiaru Hausdorffa miary probabilistycz-
nej, zdefiniowanego jako

dimg (p) = inf{dimg(A) : A jest borelowski oraz pu(A) =1},

gdzie dimy(A) oznacza wymiar Hausdorffa zbioru A.



Twierdzenie 1.2 (Probabilistyczne twierdzenie Takensa o zanurzaniu). Niech X C RV
bedzie zbiorem borelowskim, p borelowskq miarg probabilistyczng na X, zas T : X — X odwzo-
rowaniem roznowarto$ciowym, lipschitzowskim oraz aperiodycznym. Ustalmy k € N takie, ze k >
dimg (i). Niech h : RN — R bedzie funkcjq lokalnie lipschitzowskq oraz niech hy, ..., hy : RY — R
bedzie bazg przestrzeni rzeczywistych wielomianéw N zmiennych stopnia co najwyzej 2k — 1. Dla
a=(ag,...,0n) € R™ oznaczmy przez hy, : RN — R odwzorowanie

ho(z) = h(z) + ) ajhj().
j=1

Wéwczas dla prawie kazdego w sensie miary Lebesgue’a o = (o, ..., ) € R™, istnieje zbior
borelowski X, C X pelnej miary p, taki zZe odwzorowanie delay-coordinate map

¢>§ : X - RF, qbaT(J:) = (ha(x),ha(Tx),...,ha(Tk_lx))

jest roznowartosciowe na X,. Jesli miara p jest dodatkowo T-niezmiennicza, to zbiory X, mozna
wybrad tak, aby byly T-niezmiennicze, tzn. T(X,) C X,.

Przypomnijmy, ze dla dowolnego zbioru borelowskiego X oraz borelowskiej miary probabili-
stycznej p na X zachodzi

dimH(u) <dimg X <dimg X < EB X. (1)

Poniewaz nieréwnosci w moga by¢ ostre, to wykorzystanie wymiaru Hausdorffa zamiast wymia-
réw pudetkowych moze dodatkowo zmniejszy¢ liczbe wymaganych pomiaréw. Istnieja w szczegol-
noéci zbiory zwarte X C RY takie, ze dimy X = 0 oraz dimp X = N, wiec Twierdzenie moze
znaczaco zmniejszy¢ liczbe pomiaréw w stosunku do Twierdzenia (w kontekscie probabilistycz-
nym), gdyz wiadomo, ze gornego wymiaru pudetkowego nie mozna zastapi¢ wymiarem Hausdorffa
w Twierdzeniu [L.1]

Skomentujmy teraz znaczenie T-niezmienniczosci zbioréw X, w przypadku gdy zakltadamy, ze
p jest T-niezmiennicza. Z uwagi na réznowartoéciowosé odwzorowania ¢ w Twierdzeniu natu-
ralne jest rozwazanie modelu uktadu (X, T') zanurzonego R¥, tj. uktadu dynamicznego o przestrzeni
fazowej L (X, ) oraz dynamice ¢ oT o (¢L)~L. Jednakze, aby ¢ 0T o(4L)~! bylo dobrze okreslone
na ¢L(X,), zbiér X, musi byé T-niezmienniczy. Nie mozna tego zagwarantowaé¢ w ogélnosci, ale
zachodzi to jesli miara p jest T-niezmiennicza.

W rozprawie dowodzimy rozszerzonej wersji Twierdzenia Zalozenie k > dim(u) moze byé
ostabione do p L H* (tutaj H* oznacza k-wymiarowa miare Hausdorffa), za$ oprécz obserwa-
bli lipschitzowskich h, mozna rozpatrywaé funkcje B-holderowskie na zbiorach ograniczonych dla
odpowiedniego 3 € (0, 1]. Co wiecej, twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnej borelowskiej miary
o-skonczonej p na X. Zalozenie o aperiodycznoéci T nie jest kluczowe w Twierdzeniach oraz
[1.2]- wystarczy zakladaé ze zbiory punktéw okresowych maja odpowiednio maly wymiar.

Zagadnienie wyznaczania minimalnej liczby pomiaréw niezbednej dla odtwarzania uktadu byto
rozwazane w literaturze fizycznej. W pracy [15] autorzy przeanalizowali algorytm, ktéry mozna
traktowaé jak probe wyznaczenia tej liczby w kontekscie probabilistycznym. Nasza praca dostarcza
Scistych wynikéw w tym kierunku. Co wiecej, mozliwos¢é dwukrotnego zmniejszenia liczby pomia-
row w sytuacji losowej jest przewidziana w hipotezie Shroera, Sauera, Otta oraz Yorka z pracy
[19] (towarzyszy jej hipoteza dotyczaca tempa zbieznosci prawdopodobiefistwa btedu do zera). Po-
wyzsze hipotezy sa przywolywane jako uzasadnienie zmniejszania iloSci pomiaréw potrzebnych do
wiarygodnego zrekonstruowania ukltadu (zob. np. [16]). Pomimo ze w tym samym duchu, Twierdze-
nie nie dowodzi formalnie powyzszych hipotez, gdyz w [19] autorzy przyjmuja inne zalozenia i
ktada inne wymagania na proces rekonstrukcji. W rozprawie wykorzystujemy nasze wyniki, razem
z teoria topologicznych miar warunkowych (zob. [20]), aby udowodnié¢ [19, Conjecture 1] dla nie-
zmienniczych miar ergodycznych. Zamiast $cistych sformutowan powyzszych hipotez, prezentujemy
wzmocnienie Twierdzenia [I.2] gwaratnujace dodatkowe wlasnodci zdefiniowanego prawie wszedzie
odwzorowania odwrotnego (¢1)~! oraz implikujace [19, Conjecture 1] dla miar ergodycznych.



Twierdzenie 1.3. Zalozmy, ze X, u, T : X — X, h: X — R oraz k € N spelniajg zatoZenia
Twierdzenia [1.3. Zalézmy dodatkowo, ze X jest zbiorem zwartym. Wowczas dla prawie kazdego
w sensie miary Lebesque’a o € R™ istnieje zbior Xo C X pelnej miary p taki, ze ¢ = ¢L jest
roznowartosciowe na X, oraz dla dowolnego x € X4, cigg miar warunkowych

(na zbiorach ¢~ (B(¢p(z),e) = {y € X : ||¢p(z) — ¢(y)|| < €}) 2biega do 5, w topologii *-stabej gdy
e \\ 0. W konsekwencji, hipoteza [19, Conjecture 1] zachodzi dla ergodycznych miar niezmienni-
czych.

Twierdzenia typu Takensa moga by¢ postrzegane jako dynamiczne wersje twierdzern o zanu-
rzaniu, ktore orzekaja kiedy zbidr skonczenie wymiarowy moze byé¢ zanurzony (tzn. odwzorowany
réznowartosciowo) w przestrzen euklidesowa. Istotnie, przy zalozeniach Twierdzenia odwzoro-
wanie delay-coordinate map ¢. jest zanurzeniem zbioru X w R¥ dla typowego . Twierdzenia o
zanurzaniu byly intensywnie badane w kilku kategoriach przez wielu autoréw ([I7] zawiera szcze-
gélowe oméwienie). Niedawno, Alberti, Boleskei, De Lellis, Koliander oraz Riegler [I] udowodnili
probabilistyczne twierdzenie o zanurzaniu dla zmodyfikowanego dolnego wymiaru pudetkowego
miary. JesteSmy w stanie wzmocnié¢ ich wynik rozwazajac wymiar Hausdorffa. Ponizej przedsta-
wiamy uproszczong wersje naszego wyniku, ktéra mozna traktowaé jako niedynamiczny odpowied-
nik Twierdzenia [1.2| oraz probabilistyczna wersje twierdzenia Mafniégo o liniowych zanurzeniach
[13].

Twierdzenie 1.4 (Probabilistyczne twierdzenie o zanurzaniu). Niech X C RN bedzie zbio-
rem borelowskim oraz niech p bedzie borelowskq miarg probabilistyczng na X. Niech k € N bedzie
takie, ze k > dimg(p) oraz niech ¢ : RN — RF bedzie odzworowaniem lipschitzowskim. Woéwczas
dla prawie kazdego w sensie miary Lebesque’a odwzorowania liniowego L : RN — R¥ istnieje zbior
borelowskr X1, C X pelnej miary u, taki ze ¢, = ¢ + L jest réznowartosciowe na Xr,.

Przedstawiamy rowniez szereg przykladéw. Konstruujemy miare probabilistyczna dimpg p <
dim »,p pt, co pokazuje, ze Twierdzenie jest wzmocnieniem wezesniejszego wyniku z [1]. Przed-
stawiamy przyklady pokazujace ze w ogblnosci warunek k& > dimp(p) w Twierdzeniu nie moze
zostaé zastapiony przez k > dimg (1) oraz ze liniowe zaburzenia obserwabli nie sa wystarczajace aby
uzyska¢ twierdzenie Takensa. Przyktad Kana z [I8, Appendix| pokazuje, ze warunek k£ > 2dimy X
nie jest wystarczajacy dla istnienia przeksztalcenia liniowego w R¥, ktére jest réznowartosciowe
na X, wiec wymiar Hausdorffa nie jest wlasciwy dla deterministycznego twierdzenia o zanurzaniu.
Poniewaz w kontekscie probabilistycznym mozna pracowaé z wymiarem Hausdorffa, rozwazamy
zbiér X C R? podobny do rozpatrywanego przez Kana, ktéry nie moze byé zanurzony liniowo w
R, ale po wyposazeniu w naturalng miare, prawie kazde odwzorowanie liniowe L : R? — R jest
réznowartosciowe na zbiorze pelnej miary. Wskazujemy wprost odpowiednie odwzorowania oraz
zbiory réznowartosciowosci.

Przedstawione powyzej wyniki (oraz ich rozszerzenia) sa zaprezentowane w Rozdziale 3 roz-
prawy. Pochodza z pracy [3] wspélnej z Krzysztofem Baranskim oraz Yonatan Gutmanem, za
wyjatkiem Twierdzenia ktére jest czescia pracy w toku z tymi samymi wspotautorami.

2 Singularne miary stacjonarne dla losowych kawaltkami afinicz-
nych homeomorfizméw odcinka
W drugiej czedci rozprawy badamy rodzine losowych uktadéw dynamicznych, sktadajacych sie z par

kawatkami afinicznych homeomorfizméw odcinka, ktére nazywamy ukiadami Alsedy—Misiurewicza,
lub AM-ukladami. Zostaly one wprowadzone i badane przez Alsede oraz Misiurewicza w pracy [2].



AM-ukladem nazywamy uklad {f_, fi} skla- a
dajacy sie z rosnacych homeomorfizméw odcinka
[0, 1] postaci (zob. rysunek z prawej strony)
dlaz € [0,2] T
a_x axre|Ur_
f-(x) =
1-b_-(1—2) dlaze (z_,1]
by b
bix, dla z € |0,z _ p
fole) =4 0.4
1—ay(l—2), dlazxée (ry,1] £
gdzie 0 < a- <1 <b_,0<ay <1< by oraz : !
b_—1 1—a
L= b_—a_>’ Ty = b+—;+'
a_—
bf+ .f._

Traktujemy { f_, f+} jako uklad losowy z zadanymi prawdopodobienstwami p_, p, gdzie px > 0
oraz p_ + p4+ = 1. Formalnie oznacza to, ze {f_, f1} definiuje produkt skosny

Frioy x[0,1] = 23 x[0,1],  F(i,z) = (0(i), fio(2)),

gdzie i = (ip)nen, zas o jest przesunieciem na przestrzeni E; zlozonej z nieskonczonych, jednostron-
nych ciagéw symboli {—, +}, z miara Bernoulliego (produktowa) dla wektora (p_, p4 ). Jestedmy jed-
nak gléwnie zainteresowani zachowaniem ukladu na przestrzeni fazowej [0, 1] i badaniem rozkladu
trajektorii punktu x € [0, 1] przy iteracjach {f_, fi}, tj. {fi,0- - -ofi, (x)}22, dlaiy,ia,... € {—, +}.

Zauwazmy, ze na przedziatach (0, min(x_, x4 )) oraz (max(z_,z4),1), uklad {f_, f+} jest réw-
nowazny (po logarytmicznej zmianie wspéirzednych), odpowiednio, dwém (na ogdl réznym i nie-
symetrycznym) jednowymiarowym spacerom losowym, sklejonym w ciagly sposéb. To sprawia, ze
powyzsze uktady sg interesujace z probabilistycznego punktu widzenia i sadzimy, ze moga stuzy¢
jako modele dla wielu zachowan stochastycznych wystepujacych w losowej dynamice jednowymia-
rowej.

Zachowanie AM-ukladu zalezy od wartoéci brzegowych wykiadnikéow Lyapunova, tj.

A(0) =p-In fL(0) +pyInfi(0),  A(1) =p-_InfL(1)+pylnfi(1).

Dla przyktadu, jesli A(0), A(1) sa ujemne, to konce odcinka [0,1] sa przyciagajace w Sredniej,
wiec typowa trajektoria zbiega do jednego z nich, co moze powodowaé istnienie wymieszanych
(intermingled) basendw przyciggania dla produktu sko$nego F* (zob. np. [9]). W tej rozprawie
zaktadamy, ze A(0), A(1) sa dodatnie. Wéwczas dla prawie kazdego ciagu i = (i), € X5, dowolne
dwie trajektorie i zbiegaja do siebie, czyli |f;, o+ o fi,(x) — fi, o0 fi,(y)] — 0 gdy n — oo
dla z,y € (0,1). Powyzszy fenomen jest nazywany synchronizacjg. Gléwnym obiektem naszych
zainteresowan sg miary stacjonarne dla powyzszych uktadoéw, tj. borelowskie miary probabilistyczne
9 na [0, 1] spelniajace

I(A) = p_I(f=1(A)) + p+I(f1' (A)) dla dowolnego zbioru borelowskiego A C [0,1].

W jezyku probabilistycznym, sa to rozklady stacjonarne dla procesu Markowa na odcinku jed-
nostkowym, powstajacym przez iterowanie odwzorowan f_ oraz fi wybieranych losowo zgodnie
z wektorem losowym (p_,p), w sposéb niezalezny od poprzednich krokéw. Miary punktowe dg
oraz 91 we wspoOlnych punktach stalych 0 oraz 1 sg miarami stacjonarnymi. Okazuje sie, ze jezeli
oba wykladniki A(0) oraz A(1) sa $cisle dodatnie, to istnieje jedyna miara stacjonarna p na [0, 1]
taka, ze pu({0,1}) = 0 (zob. [9]). W pozostalej czesci tekstu, p bedzie zawsze oznaczaé powyz-
sza jedyna miare stacjonarng bez atoméw w koncach odcinka (zauwazmy, ze nie uwzgledniamy w
notacji zaleznosci p od parametréw). W rozprawie badamy wtasnosci miar u, ktére nazywamy mia-
rami stacjonarnymi dla AM -uktadow. Miara p jest zawsze albo singularna albo absolutnie ciagta



wzgledem miary Lebesgue’a i naszym gléwnym celem jest okreslenie, ktéry przypadek zachodzi w
zaleznosci od parametréw a—,a4,b_, by, p_,py.

W pracy [2], Alseda oraz Misiurewicz wykorzystali wlasnosci miary p do badania produktu
sko$nego stowarzyszonego z danym ukladem. W ramach swoich badan pokazali, ze dla pewnych
parametréw, miara stacjonarna pu dla AM-ukladu jest rowna mierze Lebesgue’a oraz postawili
hipoteze, ze p jest singularna dla typowych parametréw. W rozprawie charakteryzujemy para-
metry dla ktérych miara stacjonarna jest réwna mierze Lebesgue’a. Naszym gléwnym wynikiem
jest potwierdzenie hipotezy dla pewnych zbioréw parametréw. Skupiamy si¢ na przypadku syme-
trycznym, tzn. zakladamy a_ = a4y oraz b_ = by. Uzywamy dwoch réznych strategii wykazy-
wania singularnosci. Pierwsza z nich dotyczy ukladéw posiadajacych rezonans, tzn. spelniajacych
In f/(0)/In f~(0) = In f, (1)/1In f' (1) € Q. Pokazujemy, ze dla pewnych parametréw rezonanso-
wych, miara p jest singularna oraz skupiona na minimalnym zbiorze wyjatkowym (exceptional),
ktory jest zbiorem Cantora o wymiarze mniejszym od 1. Doktadniej, dowodzimy nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 2.1. Niech {f_, f1+} bedzie AM -ukladem. Zalézmy, Ze
1. A(0) > 0 oraz A(1) > 0,
2. {f—, f+} jest symetryczny, czylia_ = ay =a € (0,1) orazb_ =by =b € (1,00),
3. {f=, f+} posiada (k : l)-rezonans dla pewnych wzglednie pierwszych k,l € N, k > 1, tj.

In £1.(0)/In £7.0) = £ (1)/ I (1) = .

4. Zachodzi nierownosé p < n, gdzie
I —1/k ! —1/k
p=(FLO)" = (£ O) = (FLanY = (fL )~ HF,
za$n € (1/2,1) jest jedynym rozwigzaniem réwnania n* — 2nF+1 £ 2n — 1 =0.
Wéwczas jedyna miara stacjonarna p (bez atoméw w 0,1) jest singularna oraz

1
%81 1,
log p

dim g (supp p) =

gdzie supp p oznacza nosnik topologiczny 1. Co wiecej, supp p jest nigdziegestym zbiorem doskona-
tym.

Podajemy réwniez dynamiczna charakteryzacje zbioru supp(u) oraz opisujemy jego strukture
geometryczna jako przeliczalna sume rozltacznych zbioréw samopodobnych (self-similar). Okazuje
sie, ze nalezy rozpatrywaé¢ osobno dwa przypadki, w zaleznosci od wartosci parametru rezonanso-
wego In f} (0)/1In f7 (0). W przypadku In f (0)/In f’ (0) € Z (czyli I = 1 w Twierdzeniu2.1)), zbiory
samopodobne skladajace sie na supp(u) sa atraktorami skonczonych iterowanych uktadéw funkceyj-
nych, za$ w przypadku In f} (0)/In f(0) ¢ Z (czyli I > 1), odpowiednie zbiory samopodobne sa
atraktorami nieskonczonych iterowanych ukladéw funkcyjnych, a dynamika na supp(u) jest duzo
bardziej skomplikowana. W obu przypadkach dowdd jest oparty na bezposredniej konstrukceji zbio-
réw minimalnych oraz badaniu ich kombinatoryki. W przypadku In f} (0)/In f’ (0) € Z jestesmy
w stanie wyliczy¢ wymiar Hausdorffa u. Dodatkowo, przedstawiamy ciekawy przyktad AM-ukladu
posiadajacego rezonans, z singularng miara stacjonarng o wymiarze Hausdorffa mniejszym od 1 i
nos$niku topologicznym réwnym [0, 1]. Pokazujemy takze, ze rozwazane uklady o tym samym typie
rezonansu sg topologicznie sprzezone.

Drugie podejscie pozwala nam rozwazac¢ takze przypadki nierezonansowe. Ponizsze twierdzenie
jest drugim gléwnym wynikiem tej czesci rozprawy.

Twierdzenie 2.2. Istnieje niepusty i otwarty zbior parametréw (a,b) € (0,1) x (1,00) takich, ze

miara stacjonarna p dla symetrycznego AM -uktadu o parametrach a— = ay =a and b_ =by =b
z wektorem probabilistycznym (p—,p4) = (%, %) jest singularna oraz dimg(p) < 1.



Dowdd jest oparty na nieréwnosci (zob. [12, Theorem 1))

H((p-,p+))

dimpr ) < == )

gdzie H((p—,p+)) := —p—logp_ — p4 log py+ jest entropia wektora probabilistycznego (p—, py), zas
x(n) == [ (p=log f.(x) + p+log f\(z))du(z) jest wykladnikiem Lyapunova miary stacjonarnej p.
[0,1]

W celu udowodnienia — Z(2—P+))

x (1)
oczekiwanego czas powrotu do przedzialu [z_,z;] oraz zastosowanie lematu Kaca. Warto pod-

kresli¢, ze podejécie wykorzystane w dowodzie Twierdzenia [2.1] nie moze by¢ uzyte do wykazania
singularnosci w przypadku nierezonansowym, gdyz wéwczas supp(p) = [0, 1].

Okreslanie czy miara stacjonarna jest absolutnie ciggla badz singularna jest znanym zagadnie-
niem, w szczegélnosci w kontekscie grup gltadkich dyfeomorfizméw dzialajacych na okregu (zob.
np. [14, Question 18]). Wspomnijmy tutaj tylko prace [6, [10] w kierunku hipotezy Y. Guivarc’ha,
V. Kaimanovicha oraz F. Ledrappiera (zob. [6, Conjecture 1.21]) przewidujacej, ze dla skoncze-
nie generowanej podgrupy PSL(2,R) dzialajacej w gladki sposéb na okregu, miara stacjonarna
jest singularna. Innym przykladem tego typu badan sa prace poswiecone splotom Bernoulliego,
czyli miarom stacjonarnym dla ukladu {fi, fo} na odcinku [0, 1], zadanego przez fi(z) = Az,
fo(x) = Az +1—Xdla X € (0,1). Wiadomo, ze parametry A\ > 1/2 dla ktérych odpowiadajaca
miara jest singularna tworza zbiér wymiaru Hausdorffa zero, zas jedynymi znanymi “singularnymi”
parametrami sa odwrotnosci liczb Pisot. Dlugoletnim problemem otwartym jest pytanie, czy sa to
jedyne przyktady singularnych splotéw Bernoulliego. Pomimo bardzo prostej postaci uktadu i wielu
wynikéw w tym kierunku, pelna odpowiedZ wciaz nie jest znana i inspiruje aktywne badania w tej
dziedzinie (zob. np. [22] dla wyczerpujacego przegladu zagadnienia). W ostatnim czasie, rosnace
zainteresowanie dynamika losowg doprowadzito do intensywnych badan nad ukladami losowymi
zadanymi przez grupy lub potgrupy jednowymiarowych odwzorowan niegladkich, na przyktad ho-
meomorfizméw okregu lub odcinka (zob. np. [2, [5, 9]).

Inne podejécie do wykazywania typowej singularnosci miar stacjonarnych dla ukladéw na od-
cinku z dodatnimi brzegowymi wykladnikami Lyapunova zostalo obrane w niedawnej pracy [5].
Autorzy rozpatruja duzo ogdlniejsza rodzine ukladéw, zlozona ze wszystkich uktadéw {f1,..., fin}
(wraz z wektorami probabilistycznymi (p1,...,pm)) skladajacych sie z zachowujacych orientacje
homeomorfizméw odcinka bedacych klasy C' w otoczeniach punktéw koficowych, spelniajacych
A(0), A(1) > 0 oraz takich, ze dla dowolnego = € (0,1) istnieja i,5 € {1,...,m} spelniajace
fi(z) <z < fj(x). Dowodza, ze dla typowego w sensie topologicznym ukladu z powyzszej rodziny,
odpowiadajaca miara stacjonarna jest singularna. Nie implikuje to jednak typowej singularnosci
dla AM-ukladéw, gdyz tworza one zbidr pierwszej kategorii w tej rodzinie.

Zgodnie z nasza wiedza, Twierdzenia [2.1| oraz sg pierwszymi podanymi wprost przyktadami
bezatomowych stacjonarnych miar singularnych dla nierozszerzajacych ukladéw losowych gene-
rowanych przez kawalkami afiniczne homeomorfizmy okregu tego typu (zauwazmy, ze AM-uklad
moze by¢ traktowany jako para homeomorfizméw okregéw z jednym wspélnym punktem stalym).
Fakt ze powyzsze odwzorowania sg kawatkami afiniczne jest ciekawy, poniewaz uklady tego typu
sa intensywnie badane oraz stanowia model dla gladkich odwzorowan (zob. np. [14, Questions 12
and 16]).

Zauwazmy, ze we wspomnianym powyzej przypadku rezonansowym, nosnik miary stacjonarna
jest minimalnym zbiorem wyjatkowym (czyli niezmienniczym zbiorem Cantora na ktérym uklad
jest minimalny), podczas gdy w przypadku nierezonansowym, nosnik jest réwny pelnemu odcinkowi
[0, 1]. Wlasnosci minimalnych zbioréw wyjatkowych sa klasycznym przedmiotem badan, szczegblnie
w kontekscie grup dyfeomorfizméw, zob. np. [7]. Nasza praca bada ich wlasnosci dla ukladéw
kawatkami afinicznych.

Przedstawione powyzej wyniki (oraz ich rozszerzenia) sa zaprezentowane w Rozdziale 4 roz-
prawy. Pochodza z publikacji [4] wspdlnej z Krzysztofem Baranskim, za wyjatkiem Twierdzenia
[2:2] ktore jest czedcia pracy w toku z tym samym wspélautorem.

< 1, szacujemy wykladnik Lyapunova x(u) poprzez szacowanie
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