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Niech(Q2, F,P) bedzie przestrzenia probabilistycznd,/ ) pewna dyskretna
filtracja. Niech(N, )2, bedzie martyngatem adaptowanym do tej filtracjiea)
bedzie ciagiem jego réznic, tzn. niech

eo =0p.n.,e, =N, —N,_1, p.n,n > 1.

Pierwszym gtebokim wynikiem z teorii martyngatéw jest tzw. nier6@maksy-
malna, udowodniona przez J. L. Dooba. Mowi ona, iz dla kazdeg® mamy

E|N,
gdzie N* oznacza funkcje maksymalna martyngéhi, ), tzn. N* = sup,, | N,,|.

Jako bezpsredni wniosek z nieco silniejszej wersji tego faktu Doob otrzymat
nierdbwnat miedzyp-tymi momentami martyngatu i jego funkcji maksymalnej:

p

(E(N*)P)/P < 1(supE|Nn]p)1/p, 1 <p< oo,
co wiece), sta}a%'%1 jest optymalna.

W latach sz&tdziesiatych D. L. Burkholder rozpoczat badanie nieré®aio
martyngatowych, w szczegolaoi poréwnywat momenty martyngatu z momen-
tami nawiasu kwadratowego, sktego nawiasu kwadratowego oraz momentami
transformaty martyngatowej. Definicja tych obiektéw jest nastepujaéti.(Jé,)
jest martyngatem o ciagu roznje, ), to jego nawias kwadratowy (funkcje kwadra-
towa) (S,,(N)) definiujemy wzorem

Su(N) = | D le2 n=0,1,2,...,
k=0
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natomiast skeny nawias kwadratowis,,(N')) okreSlamy nastapujaco:

sp(N) = J ZE(\ekP\fk,l), n=0,1,2,...,

k=0

Ponadto,v-transformata martyngat(V,,) nazywamyF, -martyngat()/,,) dany
wzorem

Mn:ZUkek, n=0,1,2,...,
k=0

gdzie (v,,) jest prognozowalnym ciagiem zmiennych losowych, tznjest stata
p.n., a dla dowolnega > 1 zmiennaw,, jestF,,_;-mierzalna.

Burkholder zatozyt dodatkowo, i,| < 1 dlak > 0i udowodnit, ze dla
1 < p < o ([5]) zachodzi nieréwngt

(E’Mn|p>1/p S <p* - 1)(]E|Nn|p)1/p’ n = 07 L 27 ct (1)

gdzie p* = max{p,p%l} (takie nieréwn@ci bedziemy nazywanieréowndaci-
ami silnego typu). Udowodnit on takze, iz dla= 1 nie da sie poréwratych
wielkosci, ale za to wykazat, iz zachodzi nieco stabszy fakt, mianowicie, iz trans-
formata jest operatorem stabego tyfu1), tzn. dla kazdego > 0 ma miejsce
nierébwnac

tP(|M,| > t) <2E|N,|, n=0,1,2,... (2)

(takie nieréwnéci bedziemy nazywali nieréwsoiami stabego typu). Uzyskat
takze analogiczne nieréwaoi dla nawiasu kwadratowego oraz skego nawiasu
kwadratowego.

W latach osiemdziesiatych Burkholder zauwazyt, iz wszystkie jego wyniki
(ktére do tej pory dotyczytly jednego martyngatu) daja sie rozszamayprzypadek
dwoch martyngatow M,,), (N,,), adaptowanych do tej samej filtra¢jF,,), jesli
tylko o ciagach rézni¢d,, ), (e,,) zatozt, iz spetniaja waruneld,,| < |e,| p.n. dla
kazdegon > 0 (sa to tzw. martyngaly podporzadkowane, czasem mowi sie, ze
martyngat(XV,,) silnie dominuje martyngat)/,,)). Scislej, udowodnit, iz dla ta-
kich martyngatéw zachodza nierowsm (1) i (2), co wiecej, okazuije sig, ze state
p* — 1 oraz2 sa optymalne. D& tatwo uogolnia sig je do nieréwagoi dla catek
stochastycznych. Warto tez dadaz Burkholder rozszerzyt wieks&o swoich
nierdwndaci na przypadek martyngatow o wastdach w przestrzeniach Hilberta,
co pozwolito, dzigki prostemu pomystowi, uzygkiany dowod nieréwngci miedzy
momentami martyngatu i jego funkcji kwadratowej, sprowadzajac ja do nierSevno
miedzy momentami martyngatow silnie dominowanych.

Jak pdzniej zauwazono, z cyklu prac Burkholdera wylania sie pewna bardzo
ogodlna metoda dowodzenia nierov@ed dotyczacych martyngatowiVz,,), (IV,)
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takich, ze(N,,) w pewien sposob ,dominuje(’M,,) (przyktad martyngatéw pod-
porzadkowanych pokazuje, skad bierze sie stowo ,dominacja”). Przyktadami
innych rodzajow dominacji sa np. stycAtomartyngatéw (dla kazdego >

1 rozktady zmiennychd,, e, pod warunkiem?, _; pokrywaja sige), styczrsd

i warunkowa niezalezr&d (martyngaty(M,,) i (N,,) sa styczne, a ponadto dla

n > 1 rozktadyd,, e, pod warunkiem?,,_; sa niezalezne), dominacja w sensie
wariancji martyngatéw gaussowskich (definicja nizej) i in.. Metoda Burkholdera
polega na skonstruowaniu pewnej funkcji dwéch zmiennych, posiadajacej pewne
specjalne wtasrgzi.

W pracy zajmujemy si€F,, )-martyngatam{M,,), (N,,) o wartcsciach w przestrzeni-
ach HilbertaH, C, przyjmujacymi prawie na pewno waga w pewnych &rod-
kowych podprzestrzeniach. Ponadto przyjmujemylMze= 0 p.n., Ny = 0 p.n..
Rozwazamy nastepujacy typ dominaciji.

Definicja 1. Powiemy, ze martyngdtV,,) stabo (wypukle) dominuje martyngat
(M,,), jesli dla dowolnej niemalejacej funkcji wypukigj: R, — R, in > 1
zachodzi nierownosc

E(¢(ldn])|Fn-1) < E((|en])| Fn-1) p-N.

Jak tatwo zauwazy, pojecie stabej dominacji jest uogdlnieniem silnej domi-
nacji oraz styczngci martyngatéw. Warto tu podgewien przyktad.

Definicja 2. Niech (G,) bedzie taka filtracja, ze dla > 1 zachodzi warunek
Foor € G, C F,, a(N,) bedzieF,-martyngatem. DefiniujemySeedniony
martyngat(NY) zadajac ciag(d,,) jego réznic wzorend, = 0 p.n. orazd, =
E(en|Gn) p.n.

Dost tatwo sprawd4i, ze martynga¢ N9) jest stabo dominowany prz€aV,,).
Wszystkie otrzymane wyniki beda sie wiec stosowatym przypadku.

W pracy badamy za pomoca metody Burkholdera nier&enstabego i sil-
nego typu dla martyngatow/,,), (NV,,) j.w.; dowodzimy, ze dla kazdego> 0
zachodzi nieréwn&

tP(M* > t) < 2v/2sup E|N,,|.

Jest to nowy wynik, nierébwrsd ta nie byta znana z zadna stata Pokazujemy
takze, ze optymalna stata w powyzszej nieréagigest nie mniejsza nik + /2.
Ponadto wykazujemy, ze di@z,), (N, ) jak wyzej,1 < p < oo, ma miejsce
nieréwnast

(E|M,|P)/? < C,(E|N,|P)"/?, n=0,1,2,...,

gdzieC, jest pewna statg)), < 1.48p dlap > 2 orazC, < p%l dlal <p < 2.
Nieréwndsci tego typu byly juz znane, otrzymano je jednak innymi metodami i
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uzyskane optymalne statg, przy p — oo w najlepszym przypadku byty rzedu
p? (patrz [23]). Z drugiej strony, na mocy wynikéw Burkholdera, optymalne state
w tych nierbwnéciach szacuja sie z dotu przgz— 1.

Dalej uogélniamy otrzymana nierowsomiedzyp-tymi momentami na nieréwrso
miedzy normami Orlicza stabo dominowanych martyngatéw. Pokazujemy, ze dla
martyngatow( M,,), (N,,) jak wyzej oraz rosnacej funkcji wypukiéj spetniajacej
pewne dodatkowe zatozenia zachodzi nieré$no

|Mn]le < Col[Nalle,

gdzieCy jest pewna stafa, zalezna tylko od funkgji Warto doda, ze do tej pory
metoda Burkholdera nie byta stosowana w przestrzeniach Orlicza.

Okazuje sige, ze zatozenie stabej dominacji mozna ostabbpuszczajac w
definicji tej dominac;ji tylko niektore funkcje wypukte, a powyzsze nierégeio
wciaz maja miejsce, i to z tymi samymi statymi. Pozwala to nam na uzyskanie
nowych wynikéw dotyczacych nastepujacych martyngatow.

Definicja 3. Powiemy, ze martynga#/,, jest gaussowski, §i dla kazdego, > 1
rozktadd,, pod warunkiens,,_; jest gaussowski.

Dla martyngatow gaussowski¢t/,, ), (N, ) rozwazamy nastepujacy typ dom-
inacji.
Definicja 4. Powiemy, ze martyngatV,,) dominuje martyngatM,,) w sensie
warianciji, jesli dla kazdego: > 1 zachodzi nieréwr&t
E(ldn|2|fn—1) < E(|€n|2|~7:n—1) p.n.

Dowodzimy, ze jéli (M,), (N,) sa martyngatami gaussowskimi takimi, ze
(N,,) dominuje(M,,) w sensie wariancji, to zachodza nierévged

tP(|M,| > t) < 8E|N,|, n=10,1,2,...,
oraz, dlal < p < oo,
(E[M,[P)/P < Ky (BING[P)?, n=0,1,2,...

dla pewnych statychis,, K, < ]% dlal <p <2, K, < 3pdlap > 2. Jestto
catkowicie nowy wynik, do tej pory rozwazano jedynie takie pary martyngatow
gaussowskich, ze dla > 1 faczny rozktad rézni¢d,, e,,) pod warunkiemr,,_;
jest gaussowski.

Uzyskujemy takze nastepujacy nowy rezultat. Ustapmy 2 i niech (M,,),
(N,) beda takimi martyngatami o wadoiach w przestrzeniach Hilberta, ze dla

kazdegan > 1 zachodza nieréwrsei

E(|dnf*[Fa-1) < Elen]?|Famr), PN,
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E(|dp|?| Fn-1) < E(|en|P|Fn-1) p.n.

(jest to nowy typ dominaciji; wiaze sie ona z nieré\Bo@ Rosenthala). Wéwczas
zachodzi nieréwnst

(E|M,|P)"/? < 3p(E|N,|")'/P, n=10,1,2, ...

References

[1] R. BafiuelosMartingale transforms and related singular integralBrans.
Amer. Math. Soc. 293 (1986), 547-563.

[2] R. BafuelosA sharp good\ inequality with an application to Riesz trans-
forms Mich. Math. J. 35 (1988), 117-125.

[3] R. Bafuelos, G. Wandg;harp inequalities for martingales with applications
to the Beurling-Ahlfors and Riesz transformatipbsike Math. J. 80 (1995),
575-600.

[4] J. BourgainSome remarks on Banach spaces in which martingale difference
sequences are uncondition@lrk. Mat. 21 (1983), 163-168.

[5] D. L. Burkholder, Martingale TransformsAnn. Math. Statist. 37 (1966),
1494-1504.

[6] D. L. Burkholder, Distribution function inequalities for martingaleg\nn.
Prob. 1 (1973), 19-42.

[7] D. L. Burkholder, Exit times of Brownian motion, harmonic majorization
and Hardy spacesAdvances in Math. 26 (1977), 182-205.

[8] D. L. Burkholder,A sharp inequality for martingale transform&nn. Prob.
7 (1979), 858-863.

[9] D. L. Burkholder,A geometrical characterization of Banach spaces in which
martingale difference sequences are unconditipiain. Prob. 9 (1981a),
997-1011.

[10] D. L. Burkholder, Martingale transforms and the geometry of Banach
spacesProceedings of the Third International Conference on Probability in
Banach Spaces, Tufts University, 1980, Lecture Notes in Mathematics 860
(1981b), 35-50.



[11] D. L. Burkholder,A nonlinear partial differential equation and the uncondi-
tional constant of the Haar system ii¥, Bull. Amer. Math. Soc. 7 (1982),
591-595.

[12] D. L. Burkholder,A geometric condition that implies the existence of certain
singular integrals of Banach-space-valued functiof@@onference on Har-
monic Analysis in Honor of Antoni Zygmund (Chicago, 1981)", wydawcy:
William Beckner, Alberto P. Calderdn, Robert Fefferman and Peter W. Jones,
Wadsworth, Belmont, California, 1983, pp. 270-286.

[13] D. L. Burkholder,Boundary value problems and sharp inequalities for mar-
tingale transformsAnn. Prob. 12 (1984), 647-702.

[14] D. L. Burkholder,An elementary proof of an inequality of R. E. A. C. Paley
Bull. London Math. Soc. 17 (1985), 474-478.

[15] D. L. Burkholder,An extension of a classical martingale inequalifiyrob-
ability Theory and Harmonic Analysis”, wydawcy: J. A. Chao and W. A.
Woyczynski. Marcel Dekker, New York, (1986a), pp.21-30.

[16] D. L. Burkholder, Martingales and Fourier analysis in Banach spaces
C.I.LM.E. Lectures, Varenna (Como), Italy, 1985, Lecture Notes in Mathe-
matics 1206 (1986b), 61-108.

[17] D. L. Burkholder,A sharp and strict.? inequality for stochastic integrals
Ann. Prob. 15 (1987), 268-273.

[18] D. L. Burkholder,A proof of Petczyhski’s conjecture for the Haar system
Studia Math. 91 (1988a), 79-83.

[19] D. L. Burkholder, Sharp inequalities for martingales and stochastic inte-
grals, Colloque Paul Lévy, Palaiseau, 1987, Astérisque 157-158 (1988b),
75-94.

[20] D. L. Burkholder,Differential subordination of harmonic functions and mar-
tingales Proceedings of the Seminar on Harmonic Analysis and Partial Dif-
ferential Equations, El Escorial, 1987, Lecture Notes in Mathematics 1384
(1989a), 1-23.

[21] D. L. Burkholder,On the number of escapes of a martingale and its geomet-
rical significance ,,Almost Everywhere Convergence”, wydawcy: Gerald A.
Edgar i Louis Sucheston. Academic Press, New York, (1989b), pp. 159-178.

[22] D. L. Burkholder, R. F. GundyExtrapolation and interpolation of quasi-
linear operators on martingale#\cta. Math. 124 (1970), 249-304.

6



[23] P. HitczenkoComparison of moments for tangent variahlésobab. Theory
and Rel. Fields, 78 (1988), 223-230.

[24] S. Kwapieh, Isomorphic characterizations of inner product spaces by or-
thogonal series with vector valued coefficiei@tuidia Math. 44 (1972), 583-
595.

[25] S. Kwapie, W. A. Woyczyhski, Tangent sequences of random variables:
basic inequalities and their applicationgAlmost Everywhere Conver-
gence”, wydawcy: Gerald A. Edgar i Louis Sucheston. Academic Press,
New York, 1989, pp.237-265.

[26] S. Kwapigh, W. A. Woyczyhski, Random Series and Stochastic Integral:
Single and Multiple1992 Birkhauser

[27] T. R. McConnell,Decoupling and stochastic integration in UMD Banach
space Prob. Math. Stat. 10 (1989), 283-295.

[28] J. Marcinkiewicz,Quelques théorémes sur les séries orthogonatas.
Soc. Polon. Math. 16 (1937), 84-96.

[29] G. Pisier, Un exemple concernant la super-réflexiyitén ,Séminaire
Maurey-Schwartz, 1974-75", Ecole Polytechnique, Paris, 1975a.

[30] G. PisierMartingales with values in uniformly convex spadssael J. Math.
20 (1975b), 326-350.

[31] G. Wang,Some sharp inequalities for conditionally symmetric martingales
rozprawa doktorska, University of lllinois, Urbana , Illinois, 1989.

[32] G. Wang, Sharp square-function inequalities for conditionally symmetric
martingales Trans. Amer. Math. Soc. 328 (1991b), 393-4109.

[33] G. Wang,Sharp maximal inequalities for conditionally symmetric martin-
gales and Brownian motigriProc. Amer. Math. Soc. 112 (1991), 579-586.

[34] G. Wang,Sharp inequalities for the conditional square function of a martin-
gale, Ann. Probab. 19 (1991), 1679-1688.



