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Niech(Ω,F ,P) będzie przestrzenią probabilistyczną, a(Fn) pewną dyskretną
filtracją. Niech(Nn)∞n=0 będzie martyngałem adaptowanym do tej filtracji, a(en)
będzie ciągiem jego różnic, tzn. niech

e0 = 0 p.n.,en = Nn −Nn−1, p.n.,n ≥ 1.

Pierwszym głębokim wynikiem z teorii martyngałów jest tzw. nierówność maksy-
malna, udowodniona przez J. L. Dooba. Mówi ona, iż dla każdegot > 0 mamy

P(N∗ ≥ t) ≤ supn E|Nn|
t

,

gdzieN∗ oznacza funkcję maksymalną martyngału(Nn), tzn. N∗ = supn |Nn|.
Jako bezpósredni wniosek z nieco silniejszej wersji tego faktu Doob otrzymał
nierównósć międzyp-tymi momentami martyngału i jego funkcji maksymalnej:

(E(N∗)p)1/p ≤ p

p− 1
(sup

n
E|Nn|p)1/p, 1 < p < ∞,

co więcej, stała p
p−1

jest optymalna.
W latach szésćdziesiątych D. L. Burkholder rozpoczął badanie nierówności

martyngałowych, w szczególności porównywał momenty martyngału z momen-
tami nawiasu kwadratowego, skośnego nawiasu kwadratowego oraz momentami
transformaty martyngałowej. Definicja tych obiektów jest następująca. Jeśli (Nn)
jest martyngałem o ciągu różnic(en), to jego nawias kwadratowy (funkcję kwadra-
tową)(Sn(N)) definiujemy wzorem

Sn(N) =

√√√√
n∑

k=0

|ek|2, n = 0, 1, 2, . . . ,
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natomiast skósny nawias kwadratowy(sn(N)) okréslamy nastąpująco:

sn(N) =

√√√√
n∑

k=0

E(|ek|2|Fk−1), n = 0, 1, 2, . . . ,

Ponadto,v-transformatą martyngału(Nn) nazywamyFn-martyngał(Mn) dany
wzorem

Mn =
n∑

k=0

vkek, n = 0, 1, 2, . . . ,

gdzie(vn) jest prognozowalnym ciągiem zmiennych losowych, tzn.v0 jest stała
p.n., a dla dowolnegon ≥ 1 zmiennavn jestFn−1-mierzalna.

Burkholder założył dodatkowo, iż|vk| ≤ 1 dla k ≥ 0 i udowodnił, że dla
1 < p < ∞ ([5]) zachodzi nierównósć

(E|Mn|p)1/p ≤ (p∗ − 1)(E|Nn|p)1/p, n = 0, 1, 2, . . . , (1)

gdzie p∗ = max{p, p
p−1
} (takie nierównósci będziemy nazywác nierównósci-

ami silnego typu). Udowodnił on także, iż dlap = 1 nie da się porównác tych
wielkości, ale za to wykazał, iż zachodzi nieco słabszy fakt, mianowicie, iż trans-
formata jest operatorem słabego typu(1, 1), tzn. dla każdegot > 0 ma miejsce
nierównósć

tP(|Mn| ≥ t) ≤ 2E|Nn|, n = 0, 1, 2, . . . (2)

(takie nierównósci będziemy nazywali nierównościami słabego typu). Uzyskał
także analogiczne nierówności dla nawiasu kwadratowego oraz skośnego nawiasu
kwadratowego.

W latach osiemdziesiątych Burkholder zauważył, iż wszystkie jego wyniki
(które do tej pory dotyczyły jednego martyngału) dają się rozszerzyć na przypadek
dwóch martyngałów(Mn), (Nn), adaptowanych do tej samej filtracji(Fn), jeśli
tylko o ciągach różnic(dn), (en) założýc, iż spełniają warunek|dn| ≤ |en| p.n. dla
każdegon ≥ 0 (są to tzw. martyngały podporządkowane, czasem mówi się, że
martyngał(Nn) silnie dominuje martyngał(Mn)). Ścíslej, udowodnił, iż dla ta-
kich martyngałów zachodzą nierówności (1) i (2), co więcej, okazuje się, że stałe
p∗ − 1 oraz2 są optymalne. Dósć łatwo uogólnia się je do nierówności dla całek
stochastycznych. Warto też dodać, iż Burkholder rozszerzył większość swoich
nierównósci na przypadek martyngałów o wartościach w przestrzeniach Hilberta,
co pozwoliło, dzięki prostemu pomysłowi, uzyskać inny dowód nierównósci między
momentami martyngału i jego funkcji kwadratowej, sprowadzając ją do nierówności
między momentami martyngałów silnie dominowanych.

Jak później zauważono, z cyklu prac Burkholdera wyłania się pewna bardzo
ogólna metoda dowodzenia nierówności dotyczących martyngałów(Mn), (Nn)
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takich, że(Nn) w pewien sposób „dominuje”(Mn) (przykład martyngałów pod-
porządkowanych pokazuje, skąd bierze się słowo „dominacja”). Przykładami
innych rodzajów dominacji są np. styczność martyngałów (dla każdegon ≥
1 rozkłady zmiennychdn, en pod warunkiemFn−1 pokrywają się), stycznósć
i warunkowa niezależność (martyngały(Mn) i (Nn) są styczne, a ponadto dla
n ≥ 1 rozkładydn, en pod warunkiemFn−1 są niezależne), dominacja w sensie
wariancji martyngałów gaussowskich (definicja niżej) i in.. Metoda Burkholdera
polega na skonstruowaniu pewnej funkcji dwóch zmiennych, posiadającej pewne
specjalne własnósci.

W pracy zajmujemy się(Fn)-martyngałami(Mn), (Nn) o wartósciach w przestrzeni-
ach HilbertaH, K, przyjmującymi prawie na pewno wartości w pewnych ósrod-
kowych podprzestrzeniach. Ponadto przyjmujemy, żeM0 = 0 p.n.,N0 = 0 p.n..
Rozważamy następujący typ dominacji.

Definicja 1. Powiemy, że martyngał(Nn) słabo (wypukle) dominuje martyngał
(Mn), jeśli dla dowolnej niemalejącej funkcji wypukłejφ : R+ → R+ i n ≥ 1
zachodzi nierówność

E(φ(|dn|)|Fn−1) ≤ E(φ(|en|)|Fn−1) p.n..

Jak łatwo zauważýc, pojęcie słabej dominacji jest uogólnieniem silnej domi-
nacji oraz stycznósci martyngałów. Warto tu podać pewien przykład.

Definicja 2. Niech (Gn) będzie taką filtracją, że dlan ≥ 1 zachodzi warunek
Fn−1 ⊆ Gn ⊆ Fn, a (Nn) będzieFn-martyngałem. Definiujemy uśredniony
martyngał(NG

n ) zadając ciąg(dn) jego różnic wzoremd0 = 0 p.n. orazdn =
E(en|Gn) p.n.

Dość łatwo sprawdzíc, że martyngał(NG
n ) jest słabo dominowany przez(Nn).

Wszystkie otrzymane wyniki będą się więc stosować w tym przypadku.
W pracy badamy za pomocą metody Burkholdera nierówności słabego i sil-

nego typu dla martyngałów(Mn), (Nn) j.w.; dowodzimy, że dla każdegot > 0
zachodzi nierównósć

tP(M∗ ≥ t) ≤ 2
√

2 sup
n
E|Nn|.

Jest to nowy wynik, nierównósć ta nie była znana z żadną stałąC. Pokazujemy
także, że optymalna stała w powyższej nierówności jest nie mniejsza niż1 +

√
2.

Ponadto wykazujemy, że dla(Mn), (Nn) jak wyżej, 1 < p < ∞, ma miejsce
nierównósć

(E|Mn|p)1/p ≤ Cp(E|Nn|p)1/p, n = 0, 1, 2, . . . ,

gdzieCp jest pewną stałą,Cp < 1.48p dla p ≥ 2 orazCp < 3
p−1

dla 1 < p < 2.
Nierównósci tego typu były już znane, otrzymano je jednak innymi metodami i
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uzyskane optymalne stałeCp przy p → ∞ w najlepszym przypadku były rzędu
p2 (patrz [23]). Z drugiej strony, na mocy wyników Burkholdera, optymalne stałe
w tych nierównósciach szacują się z dołu przezp∗ − 1.

Dalej uogólniamy otrzymaną nierówność międzyp-tymi momentami na nierówność
między normami Orlicza słabo dominowanych martyngałów. Pokazujemy, że dla
martyngałów(Mn), (Nn) jak wyżej oraz rosnącej funkcji wypukłejΦ spełniającej
pewne dodatkowe założenia zachodzi nierówność

||Mn||Φ ≤ CΦ||Nn||Φ,

gdzieCΦ jest pewną stałą, zależną tylko od funkcjiΦ. Warto dodác, że do tej pory
metoda Burkholdera nie była stosowana w przestrzeniach Orlicza.

Okazuje się, że założenie słabej dominacji można osłabić, dopuszczając w
definicji tej dominacji tylko niektóre funkcje wypukłe, a powyższe nierówności
wciąż mają miejsce, i to z tymi samymi stałymi. Pozwala to nam na uzyskanie
nowych wyników dotyczących następujących martyngałów.

Definicja 3. Powiemy, że martyngałMn jest gaussowski, jeśli dla każdegon ≥ 1
rozkładdn pod warunkiemFn−1 jest gaussowski.

Dla martyngałów gaussowskich(Mn), (Nn) rozważamy następujący typ dom-
inacji.

Definicja 4. Powiemy, że martyngał(Nn) dominuje martyngał(Mn) w sensie
wariancji, jésli dla każdegon ≥ 1 zachodzi nierównósć

E(|dn|2|Fn−1) ≤ E(|en|2|Fn−1) p.n..

Dowodzimy, że jésli (Mn), (Nn) są martyngałami gaussowskimi takimi, że
(Nn) dominuje(Mn) w sensie wariancji, to zachodzą nierówności

tP(|Mn| ≥ t) ≤ 8E|Nn|, n = 0, 1, 2, . . . ,

oraz, dla1 < p < ∞,

(E|Mn|p)1/p ≤ Kp(E|Nn|p)1/p, n = 0, 1, 2, . . .

dla pewnych stałychKp, Kp ≤ 7
p−1

dla 1 < p < 2, Kp < 3p dla p ≥ 2. Jest to
całkowicie nowy wynik, do tej pory rozważano jedynie takie pary martyngałów
gaussowskich, że dlan ≥ 1 łączny rozkład różnic(dn, en) pod warunkiemFn−1

jest gaussowski.
Uzyskujemy także następujący nowy rezultat. Ustalmyp > 2 i niech (Mn),

(Nn) będą takimi martyngałami o wartościach w przestrzeniach Hilberta, że dla
każdegon ≥ 1 zachodzą nierówności

E(|dn|2|Fn−1) ≤ E(|en|2|Fn−1), p.n.
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E(|dn|p|Fn−1) ≤ E(|en|p|Fn−1) p.n.

(jest to nowy typ dominacji; wiąże się ona z nierównością Rosenthala). Wówczas
zachodzi nierównósć

(E|Mn|p)1/p ≤ 3p(E|Nn|p)1/p, n = 0, 1, 2, . . . .
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[25] S. Kwapién, W. A. Woyczýnski, Tangent sequences of random variables:
basic inequalities and their applications, „Almost Everywhere Conver-
gence”, wydawcy: Gerald A. Edgar i Louis Sucheston. Academic Press,
New York, 1989, pp.237-265.
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