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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Zofii Miskiewicz pt. ,Stochastic volatility in selected models of
financial markets”

Rozprawa doktorska Zofii Miskiewicz dotyczy wiasnosci proceséw stochastycznych rozwazanych w
modelach stochastycznej zmiennosci i wykorzystywanych w matematyce finansowej do modelowania
cen akcji i wyceny instrumentéw pochodnych.

Rozprawa doktorska sktada sie z czterech rozdziatéw. Rozdziat | zawiera wstegp do rozprawy, w ktérym
Autorka przedstawia gtéwne rezultaty swojej pracy oraz zagadnienie zmiennosci implikowanej w
matematyce finansowej. W Rozdziale Il Autorka opisuje, znane w literaturze, numeryczne techniki
transformaty Fouriera i aproksymacji gestosci w oparciu o momentu, ktore sg wykorzystywane w
kolejnych rozdziatach pracy w przyktadach numerycznych. Rozdziaty Il i IV zawierajg gtéwne wyniki
rozprawy doktorskiej.

Rozdziat Il powstat w oparciu o wspdlny artykut Doktorantki z prof. Jakubowskim i dr. Wisniewolskim.
Artykut zostat opublikowanym w Lithuanian Mathematical Journal. W rozdziale 3.2.1 Autorka, wraz ze
wspétautorami, wyznacza momenty rzedu o wartosci procesu Stein-Steina w momencie t. Momenty
zostaty wyznaczone trzema réznymi technikami, w zaleznosci od parametrow procesu, poniewaz
autorzy korzystajg z réznych wtasnosci procesdw, z ktdrych moina skorzystac tylko przy odpowiedniej
kombinacji parametréw procesu Stein-Steina. Otrzymane wyniki sg oryginalne. Nastepnie, w rozdziale
3.2.2 autorzy wyznaczajg transformate Mellina wartosci procesu Stein-Steina w momencie t, co
réwnowazne jest z zadaniem wyznaczenia funkcji charakterystycznej dla logarytmu procesu Stein-
Steina. Problem byt juz wczesniej rozwazany w literaturze w pracy Schoebel i Zhu (autorzy s Swiadomi
tej pracy). Dowdd autoréw (Miskiewicz, Jakubowski, Wisniewolski) jest analogiczny jak w pracy
Schoebel i Zhu, z tg réznica, ze autorzy doktadnie definiujg zbidr argumentéw funkcji i parametréw
modelu Stein-Steina, przy ktérych funkcja charakterystyczna moze by¢ wyznaczona (przy zastosowanej
technice dowodu). Jest to wazne uzupetnienie wynikéw z pracy Schoebel i Zhu. Rozdziat 1l koriczg
przyktady numeryczne (rozdziat 3.3), w ktérych Autorka pokazuje jak zastosowaé wyprowadzone
formuty matematyczne przy wycenie opcji. Autorka demonstruje umiejetno$¢ zastosowania
transformaty Fouriera i funkcji charakterystycznej w praktycznych problemach z matematyki
finansowej. Dodatkowo, Autorka wyprowadza wzor typu Blacka-Scholesa na potrzeby wyceny opcji
potegowych — analogiczny wzdr pojawia sie w pracy Schoebela i Zhu do wyceny opcji call (stosujemy
tutaj ogblng reprezentacje z matematyki finansowej wykorzystujgcg technike zamiany miary i
odwrotno$¢ funkcji charakterystycznej do wyznaczenia prawdopodobienstw).

Rozdziat IV zostat przygotowany na podstawie samodzielnego artykutu Doktorantki, ktory zostat
opublikowany w Stochastic Analysis and Applications. W rozdziale 4.2 Autorka wprowadza zmiane
czasu opartg o fanicuch Markowa (proces Markowa w czasie cigglym o skonczonej liczbie standw).
Podobne zagadnienie zmiany czasu rozwazane byto np. w pracy Kruhnera i Schnurra dla proceséw
Levy’ego (Autorka cytuje te prace). Autorka rozwaza jednak tancuchy Markowa i dopuszcza
niejednorodne w czasie funkcje g generujgce zmiany czasu. Pokazuje, ze réwnanie zmiany czasu (4.2.1)
ma doktadnie jedno rozwigzane, ktére jest momentem stopu, konstruuje to rozwigzanie i wyznacza
macierz intensywnosci przejscia dla taricucha Markowa po zmianie czasu (odpowiednik Twierdzenia
3.3 z pracy Kruhnera i Schnurra). Aparat matematyczny oraz koricowe wyniki dla taicuchéw Markowa
sg oryginalne i inne niz w pracy Kruhnera i Schnurra. W rozdziale 4.3. Autorka bada zgodno$¢ dla
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tancuchdéw Markowa po zmianie czasu, pokazuje, kiedy zgodny taricuch Markowa po zmianie czasu jest
zgodny, i kiedy mozna otrzymac zgodny taricuch Markowa stosujac zmiane czasu do procesu, ktéry nie
jest zgodnym fancuchem Markowa (wprowadza pojecie quasi-Markov consistent). W mojej opinii ten
fragment pracy nie powinien sie znalez¢ w rozprawie doktorskiej poniewaz dotyczy innych zagadnien,
ktére nie sg zwigzane z gtdéwnym tematem doktoratu. W rozdziale 4.4 Autorka przedstawia nowe
matematyczne rezultaty wigzgce przetgcznikowe procesy dyfuzji z procesami dyfuzji po zmianie czasu.
Doktorantka pokazuje, ze proces dyfuzji po zmianie czasu, gdzie zmiana czasu oparta jest o faricuch
Markowa, prowadzi nas do szczegdlnego typu przetgcznikowego procesu dyfuzji. Dodatkowo,
jednowymiarowe sktadowe wielowymiarowego przetgcznikowego procesu dyfuzji (o pewnej
szczegodlnej postaci) mozna przedstawié jako procesy dyfuzji po zmianie czasu. Rozdziat IV konczy
przyktad numeryczny. Autorka demonstruje wycene opcji w dyfuzyjnym modelu przetgcznikowym,
gdzie symulacje przeprowadzane sg w modelu dyfuzyjnym przez zmiane czasu.

Konkluzja:

Jezeli chodzi o strone matematyczng rozprawy, nie mam istotnych zastrzezen. Rozprawa jest rowniez
dobrze napisana. W obu aspektach, matematycznym i stylistycznym, mam jednak (subiektywne)
wrazenie, e pewne fragmenty mogtyby byc¢ lepiej opisane lub pewne elementy moglyby by¢
doktadniej przeanalizowane z matematycznego i finansowego punktu widzenia (szczegdfowe uwagi
zamieszczam ponizej).

Podsufnowujac, moim zdaniem, praca zawiera bardzo ciekawe i nowe elementy z teorii procesow
stochastycznych, ktére mozna rowniez wykorzysta¢ w matematyce finansowej. Rozprawa doktorska
zawiera oryginalne rozwigzanie problemu naukowego. Autorka wykazata sie ogdlng wiedzg
teoretyczng oraz umiejetnoscig prowadzenia samodzielnej pracy naukowej. Uwazam, ze warunki
okreslone w art. 13 ust. 1 Ustawy z dn. 14 marca 2003 o stopniach naukowych i tytule naukowym
zostaty spetnione. Wnosze o dopuszczenie do publicznej obrony.

Szczegétowe uwagi:

Ponizej zatagczam moje uwagi, ktére nie wplywajg na pozytywna konkluzje, ktéra przedstawitem
powyzej. Chciatbym podkresli¢, ze nie oczekuje, ze uwagi wskazane ponizej zostang wprowadzone do
rozprawy, i nie wnioskuje o poprawienie rozprawy doktorskiej. Mam jednak nadzieje, ze zgtoszone
przeze mnie uwagi bedzie mozna omoéwi¢ w trakcie obrony.

Rozdziat I:

e Autorka pisze, ze model Stein-Steina moze budzi¢ kontrowersje poniewaz zmiennos¢ moze
przyja¢ wartosci ujemne i twierdzi, ze nalezy wybra¢ parametry w modelu, przy ktérych
prawdopodobienstwo ujemnych wartosci zmniennosci jest zaniedbywalne. Problem jest
jednak bardziej ztozony i zostat omdwiony w rozdziale 3 w pracy Schoebel i Zhu,

e Jedngz motywacji do rozwazania modelu Stein-Steina i modeli przetgcznikowych w rozprawie
byto zjawisko zmiennosci implikowanej, jej skosnos¢ i usmiech. Autorka omawia zjawisko
zmiennosci implikowanej w swojej rozprawie, ale juz nie omawia jakie charakterystyki
zmiennosci implikowanej s3 mozliwe do uzyskania stosujgc model Stein-Steina i modele
przetgcznikowe. W szczegdlnosci, nie wspomina jakie korzysci otrzymamy z wigczenia
wspotczynnika korelacji w modelu Stein-Steina. W ostatnich latach, szczegélne
zainteresowanie w literaturze matematyki finansowej budzg modele oparte na utamkowym
ruchu Browna. Autorka powinna wspomnie¢ w swojej pracy o modelu rough Stein-Stein i jego
wiasnosciach w kontekscie modelowanie zmiennosci implikowanej. Spodziewatbym sie
wiekszego przegladu literatury w zakresie analizowanych modeli i zjawiska implikowanej



zmiennosci oraz przedstawienia zebranych informacji przez Doktorantke w jej rozprawie
(skoro jest to rozprawa (takze) z matematyki finansowej).

Rozdziat l:

e Opis techniki aproksymacji gestosci w rozdziale 2.2 jest bardzo staby. Autorka powinna
dokfadnie przedstawié, jak dziata metoda aproksymacji gestosci w oparciu o momenty, gdy
wybierzemy momenty catkowite, i gdy wybierzemy momenty utamkowe.

Rozdziat lli:

e Nie jest dla mnie jasne jaki jest wktad Autorki w artykut we wspétautorstwie z prof.
Jakubowskim i dr. Wisniewolskim. Do rozprawy nie zostato zataczone o$wiadczenie o udziatach
autoréw w artykule. Prositbym o informacje w trakcie obrony,

e Autorka rozwaza proces zmiennosci powracajacy do zera, réwnanie (3.2.2), jest to szczegdlny
przypadek modelu Stein-Steina. Przypuszczam (prosze o potwierdzenie), ze wyniki fatwo
rozszerzyé na ogoélny przypadek,

e Nas. 27 Autorka twierdzi, ze proces ceny akcji S jest lokalnym martyngatem. Przypuszczam
(prosze o potwierdzenie), ze proces jest martyngatem (czesciowo jest to juz udowodnione w
Twierdzeniu 3.2.1, nastepnie mozna wykorzystaé wyniki z ksigzki Karatzas, Shreve nt.
eksponenty stochastycznej lub Grigelionis, Mackericius , Finiteness of moments of a stochastic

" exponential”),

e Przypuszczam, ze dowolny moment procesu ceny akcji S w dowolnym momencie czasu jest
skoniczony (wykorzystujemy Grigelionis, Mackericius, , Finiteness of moments of a stochastic
exponential” jak w punkcie powyzej). Jezeli tak, wyniki w rozdziale 3.2. nie sg kompletne,
poniewaz znajdziemy kombinacje parametréw modelu ceny akcji i czasu t, ktéra nie spetnia
zatozen zadnego z trzech twierdzen. Prositbym o komentarz. Z punktu widzenia matematyki
finansowej, warto dowiedzie sie jakie wartosci parametréw modelu Stein-Steina pojawiajg
sie najczesciej w praktyce i czy przedstawione twierdzenia pokrywaja te parametry,

e Funkcja charakterystyczna w Twierdzeniu 3.2.8 zostata wyznaczona dla pewnego przedziatu
wspotczynnikéw korelacji p. Jednoczesnie, Schoebel i Zhu nie natozyli zadnych ograniczen na
wspotezynnik korelacji. Jak rozumiem, zatozenia w Twierdzeniu 3.2.8 sg wynikiem zatozen
pozwalajgcych zastosowad formute Feynmana-Kaca z ksigzki [41]. Czy stosowane byty inne
twierdzenie, o innych zatozeniach niz w [41], ktére pozwalajg zastosowaé formute Feynmana-
Kaca? Schoebel i Zhu stosuja inne twierdzenie Feynmana-Kaca w swoim artykule. Prositbym o
komentarz,

e Schoebel i Zhu twierdza, Zze zastosowanie formuty z zespolonym logarytmem jest trudne
numerycznie. Autorka nie porusza tego tematu w przyktadzie numerycznym. Czy autorka nie
miata probleméw numerycznych w implementacji formuty do wyceny opcji?

e Autorka twierdzi, ze formuta (3.3.2) nie zalezy od R ,as long as it lives in the right interval”.
Autorka nie komentuje wyboru R w swoich przyktadach numerycznych. Czy dla kazdego R
spetnione bedg zatozenia Twierdzenia 3.2.87?

o W przyktadach numerycznych brakuje mi rozwazan nad metodami numerycznymi. Oczywiscie
rozumiem, ze s3 to ,tylko” przyktady numeryczne ilustrujgce wzory matematyczne, jednak
wydaje mi sie, ze nalezato doktadniej przyjrze¢ sie metodom obliczeniowym (lub je lepiej
opisac). Na dwie kwestie juz zwrdcitem uwage powyzej (logarytm zespolony i parametr R). Po
trzecie, stosujgc metode wyceny z aproksymacjag funkcji gestosci, trzeba policzy¢ catke, aby
otrzymac cene opcji, co wymaga dyskretyzacji catki - Autorka nie wspomina w rozprawie jak
podeszta do tego problemu. Dodatkowo, nie jest takze dla mnie jasne, ktére momenty
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utamkowe zostaty wybrane do aproksymacji funkcji gestosci, ile tych momentéw byto i jak
dokfadna byta to aproksymacja (przypuszczam, ze mozna oceni¢ btad aproksymacji np.
wykorzystujgc odwrotng transformate Fouriera),

Autorka przedstawia w przyktadzie numerycznym wyniki aproksymacji cen opcji przy pomocy
trzech metod numerycznych, poréwnuje je i wyciaga pewne konkluzje, ale nie wiemy, ktéra
metoda daje cene najblizszg prawdziwej cenie, nie wiemy wiec, ktéra z metod jest najlepsza.
Z mojego doéwiadczenia, najczescie]j jako prawdziwg cene traktuje sig cene otrzymang metoda
Monte Carlo przy duzej liczbie powtdrzen symulacji.

Rozdziat IV:

Wydaje mi sie, ze rozdziat 4.2 ma potencjat do rozszerzenia przy minimalnych zmianach w
dowodach i zatozeniach. Mozna chyba zatozyé, ze taricuch Markowa jest niejednorodny i ma
intensywnodci zalezne od dodatkowego procesu stochastycznego, co pozwolitoby na
mozliwo$¢ bezposredniegp modelowania zaleznosci pomiedzy jednowymiarowymi
komponentami taricucha Markowa. Oczywiscie Autorka dopuszcza zalezne komponenty
tanicucha Markowa w swojej definicji zmiany czasu, ale, wedtug mojej wiedzy, powyiszy
schemat ze stochastycznymi intensywnosciami jest czesto uzywany w matematyce finansowej
do modelowania zaleznoéci pomiedzy tarcuchami. Funkcja g.tez mogtaby zaleze¢ od
dodatkowego procesu stochastycznego. Wydaje sie, ze ten dodatkowy proces stochastyczny
- nie musi by¢ niezalezny od dyfuzyjnego procesu ceny akcji przy konstrukcji zmiany czasu, i jako
dodatkowy proces mozna bytoby nawet wybraé dyfuzyjny proces ceny akcji. Chciatbym
wspomnieé, ze literaturze rozwazane sg modele przetacznikowe z efektem zwrotnym: np.
Elliot, Siu, Badescu, On pricing and hedging options in regime switching models with feedback
effect. Autorka zamieszcza takze informacje o takich procesach w Remark 4.4.2. Prositbym o
komentarz czy powyisze rozszerzenia sa mozliwe. Nie prosze o przeprowadzenie nowych
dowoddw, pytam o intuicje Doktorantki,

Dyfuzyjny model przetacznikowy (4.4.5) ma bardzo szczegdlng postaé, stad moje
zainteresowanie na ile zaproponowang metode zmiany czasu mozna rozszerzy¢, aby dostac
troche bardziej ogdlng posta¢ procesu ceny akcji w modelu przetgcznikowym. Wydaje sie to
by¢ szczegdlnie wazne w sytuacji wielowymiarowej. Zastosowanie jednej zmiany czasu do
wszystkich komponentéw wielowymiarowego dyfuzyjnego procesu cen akcji, moze zbyt
mocno skorelowaé procesy cen akcji, z drugiej strony zastosowanie niezaleznych od siebie
zmian czaséw do komponentdéw moze nie pozwoli¢ na modelowanie zaleznosci cen akcji w
wystarczajgcym stopniu (podobny problem co w klasycznym problemie zmiany czasu dla
dyfuzji przy pomocy subordynatoréw),

Chociaz nie wptywa to na definicje catki stochastycznej, wolatbym oznaczenie e(t—) w
rownaniu (4.4.2),

W Remark 4.4.5 Autorka wspomina, ze mozna wyznaczy¢ funkcje charakterystyczng logarytmu
ceny akcji w modelu ze zmiang czasu wykorzystujac funkcje charakterystyczng zmiany czasu
(przy niezaleznosci zmiany czasu i ceny akcji). Uwazam, ze ten komentarz nalezato bardziej
rozwing¢ w rozprawie, poniewaz zagadnienie wyceny opcji w oparciu o funkcje
charakterystyczne jest elementem rozwazan w Rozdziale Ill. Prositbym o informacje czy w
zaproponowanym Ww rozprawie modelu zmiany czasu, moiemy wyznaczy¢ funkcje
charakterystyczng? Czy mozna wyznaczy¢ momenty procesu ceny i zastosowac aproksymacje
gestosci w oparciu 0 momenty? Czy to jest skomplikowane?

Na s. 49 napisano: ,Such a representation is desirable in many financial applications”.
Prositbym o przyktady, moim zdaniem jedyne zastosowanie to sytuacja, gdy wyceniamy opcje
opartg o jeden komponent modelu ceny akcji (i wtedy przedstawione rozwigzanie jest



naturalne bo patrzymy na rozktady brzegowe wielowymiarowego procesu cen akcji). W innych
zastosowaniach, moim zdaniem, struktura zaleznosci miedzy komponentami bedzie odgrywata
role i nie chcemy wyodrebnia¢ jednowymiarowych komponentéw z wielowymiarowego
procesu cen akcji,

W przyktadzie numerycznym do generowanie trajektorii ceny akcji wykorzystano technike
zmiany czasu. Nie widze jednak korzysci z takiej metody symulacji w poréwnaniu ze
schematem Eulera bezposrednio zastosowanym do przetgcznikowego modelu dyfuzji.
Prositbym o komentarz,

Autorka nie podata btedéw estymacji stosujac metody symulacji Monte Carlo. Stosujgc metody
symulacji warto podac btedy i przedziaty ufnosci, aby oceni¢ precyzje szacunkéw.



