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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Ziemowita Kostany

Rozprawa mgr. Kostany dotyczy tematyki na styku teorii mnogosci i teorii modeli, a w
szczegoOlnosci dotyka zagadnien dotyczacych teorii Fraissego oraz forcingu. Teoria Fraissego
zostala rozwinigta w latach 50-tych XX wieku, a w ostatnich latach stata si¢ do§¢ popularna,
migdzy innymi dzigki centralnej roli, jaka odegrala w tzw. teorii KPT (Kechrisa, Pestova 1
Todorcevica) wigzacej dynamike pewnych grup nieskonczenie-wymiarowych oraz strukturalng
teori¢ Ramseya. Obecnie badanie wlasnosci kombinatorycznych klas Fraissego stanowi jedng z
bardziej aktywnych dziedzin na styku kombinatoryki i logiki matematycznej. Tematyka
rozprawy dotyczy zwigzkow teorii Fraissego z forcingiem, a konkretnie zastosowania elementow
klas Fraissego jako warunkow w forcingu. Wyniki te dotycza zaré6wno wykazywania
niesprzeczno$ci pewnych stwierdzen z ZFC, jak i1 badania wilasno$ci takich poj¢¢ forcingu.
Glowne wyniki dotyczace niesprzecznosci uzyskane przez mgr. Kostane stanowig kontynuacje
badan Avrahama i Shelaha z lat 80 XX wieku.

Trzy pierwsze rozdzialy rozprawy stanowig wprowadzenie i przeglad klasycznych lub
znanych wynikow. Rozdzial 2 skupia si¢ na klasycznej teorii Fraissego, z licznymi przyktadami
oraz dowodem glownego twierdzenia tej teorii, czyli charakteryzacji przeliczalnych modeli
jednorodnych jako granic klas Fraissego. Rozdziat 3 dotyczy struktur nieprzeliczalnych. Tu
doktorant analizuje rézne przyklady modeli nasyconych, a w szczegélnosci przeliczalnie
nasycone liniowe porzadki. W tej czegsci rozprawy pojawiaja si¢ tez wyniki wtasne doktoranta,
np. nowe przyktady pierwszych przeliczalnie nasyconych liniowych porzadkach (przeliczalnie
nasycony model M jest nazywany pierwszym, jesli kazdy przeliczalnie nasycony model tej
samej teorii zawiera kopi¢ M). Uzywajac analizy takich porzadkow przez pojecie I-wymiaru,
doktorant podaje réwniez nowy dowdd twierdzenia Harzheima charakteryzujacego pierwsze
przeliczalnie nasycone liniowe porzadki.
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Gtowne wyniki doktoratu znajduja si¢ w dwoéch ostatnich rozdziatach. Rozdzial 4
poswiecony jest badaniu poj¢¢ forcingu Fn(K,S,lambda), gdzie warunkami sg struktury z danej
klasy Fraissego K, ktérych uniwersum jest zawarte w ustalonym zbiorze S oraz ma moc
niewicksza niz ustalona liczba kardynalna lambda. Tego typu pojecia forcingu stanowig
uogoélnienie klasycznego forcingu Cohena i majg wiele jego wilasnosci. Jednak, w przypadku
nieprzeliczalnego zbioru S, autor dowodzi dos¢ zaskakujgcej wlasnosci powyzszego forcingu
(dla klasy K porzadkow liniowych), a mianowicie ze struktura dodawana w rozszerzeniu
forcingowym jest sztywna (tzn. nie dopuszcza nietrywialnych automorfizmow). Jest to wynik
wyjasniajacy tez pewne niejasnosci obecne w literaturze. Mianowicie w artykule Golshaniego
([19] w bibliografii rozprawy) pojawiajg si¢ stwierdzenia mowigce, ze struktura dodawana w
rozszerzeniu forcingowym jest zawsze jednorodna (tzn izomorfizmy struktur z klasy Fraissego
mozna rozszerza¢ do automorfizmow struktury generycznej). Rozdziatl 4.2 rozprawy pokazuje,
ze te stwierdzenia z [19] nie sg prawdziwe w do$¢ silnym sensie (struktura jest sztywna).

Ostatni rozdzial zawiera dowod glownego twierdzenia rozprawy. Autor dowodzi, ze
niesprzeczne z aksjomtem Martina jest nastepujace stwierdzenie: istnieje nieprzeliczalna
osrodkowa wymierna przestrzen metryczna, na ktorej kazda czgsciowa funkcja
roznowartosciowa jest izometrig po ograniczeniu do pewnego zbioru nieprzeliczalnego.
Stwierdzenie to jest motywowane analogicznym stwierdzeniem klasycznego wyniku Avrahama i
Shelaha z lat 80 dotyczacego istnienia porzadku liniowego (a doktadniej podzbioru prostej
rzeczywistej), na ktorym kazda cze$ciowa funkcja roznowarto$ciowa jest niemalejaca po
ograniczeniu do pewnego zbioru nieprzeliczalnego. W dowodzie doktorant bada tzw.
przestrzenie ,,prostokatne” i dowodzi, ze pojecie forcingu, ktéore wprowadza w poprzednim
rozdziale dla klasy Fraissego przestrzeni metrycznych, dodaje przestrzen prostokatng. a
nastepnie pokazuje, jak z tej wlasnosci wynika (przy dodatkowych zalozeniach), ze kazda
funkcja réznowarto$ciowa jest izometrig po obcigciu do pewnego zbioru nieprzeliczalnego.

Dwa ostatnie rozdzialy zawieraja wiele pomocniczych wynikow, o ktorych nie
wspominam, jednak chce pokresli¢, ze dowody sa zaawansowane technicznie i wymagaja
dobrego zrozumienia metody forcingu, a w szczegdinosci technik stosowanych w pracy
Avrahama i1 Shelaha. Warto zauwazy¢, ze w dowodach autor wprowadza szereg nowych
wlasnosci, ktore nie byly badane wczesniej w literaturze, a ktore sg wykorzystywane w
dowodach w niniejszej rozprawie.

Wyniki rozprawy sa zawarte w trzech samodzielnych artykutach ([29], [30], [31], W
numeracji z bibliografii rozprawy), z ktérych jeden jest opublikowany w Archive for
Mathematical Logic, a dwa sg zlozone na arxiv. Rozprawa jako cato$¢ jest spdjna tematycznie i
dobrze napisana. W zasadzie nie znalaztem powaznych literowek.

Mam jedynie uwage dotyczaca cytowania pracy Golshaniego [19], do ktorej rozprawa
dostarcza kontrprzyktadow. W rozprawie znalazlem tylko dwa miejsca, w ktorych doktorant
cytuje prace [19]. Na stronie 29 rozprawy znajduje sie uwaga mowigca, ze praca [19]
jest ,unfortunately not free of significant mistakes”. Sformutowanie to brzmi dos¢
enigmatycznie 1 nie wyjasnia, jakie doktadnie btedy wkradly si¢ do tej pracy. Sugerowatbym
uscisli¢ powyzsza uwagg.



Uwazam, ze na podstawie przedstawionej rozprawy doktorskiej, pan Ziemowit Kostana
w pelni zastuguje na nadanie stopnia doktora i wnioskuje o dopuszczenie go do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.
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