Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Tomasza Mandziuka “Limits of
saturated ideals of points with applications to secant varieties”

Uogdlnieniem klasycznego schematu Hilberta Hilby x parametryzujacego podschematy
X 7 zadanym wielomianem Hilberta H jest, rozwazany w pracy, schemat Hilberta z
wielogradacja Hﬂbs[ parametryzujacy podschematy X z zadang funkecjg Hilberta h.
W rozprawie przede Wszystkun rozwazany jest przypadek X = P" oraz funkcji b = hyp
odpowiadajacej r punktom w potozeniu ogdlnym. W schemacie Hilb T]PZ,] mozna wyrdznié
zbiér domknietych punktéw odpowiadajacych wysyconym ideatom r réznych punktow.
Domkniecie tego zbioru (w Hilbg’[gn]), oznaczane przez Slip, ,,, stanowi gtéwny przedmiot
badan.

Praca sktada sie z pieciu rozdzialéw. Rozdzial pierwszy zawiera wstep oraz zaprezen-
towanie i podsumowanie najwazniejszych wynikow.

W rozdziale drugim doktorant przedstawia material niezbedny do zrozumienia wy-
powiedzi twierdzen i dowodéw w kolejnych, gléwnych rozdziatach. W wigkszosci polega
to na przytoczeniu twierdzen i dowodéw z prac naukowych (ktére doktorant cytuje we
wladciwy sposob), niemniej w rozprawie doktorskiej — z zalozenia pelnigcej nieco inng
funkcje, niz artykut naukowy — obecno$é takiego rozdziatu jest zrozumiala. Nie widze
wugkszego sensu w przytaczaniu zawartosci tego rozdzialu w recenzji, natomiast warto
zauwazyc ze ten rozdzial zdecydowanie utatwia czytanie pracy, wymagal od doktoranta
znagomosm wielu pozycji literatury, jest bardzo dobrze zredagowany Odnotowaé tez na-
lezy, ze niektére dowody, cho¢ “standardowe”, trudno namierzy¢ w literaturze (w1adomo
ze pewne fakty zachodza i specjaliéci dobrze Wledz@, jak przeprowadzi¢ dowdd, niemnie]
w pracach naukowych zwykle nie pojawiajg si¢ te dowody — bywaja pozostawione jako
éwiczenie). Spisanie dowoddw tego rodzaju podwyzsza jako$é rozprawy doktorskie;j.

Rozdzial trzeci, zatytulowany “Criteria for projective space”, jest, w mojej opinii, gtow-
nym rozdziatem pracy doktorskiej. Zawiera on oryginalne wyniki w postaci czeSciowego
rozwigzania, dobrze umotywowanego i postawionego problemu badawczego. Przeprowa-
dzone rozumowania nie budzg watpliwoéci, wymagaja zaawansowanych metod algebry 1
geometrn algebraicznej oraz dobrej znajomosci literatury, zilustrowane sa dobrze dobra-
nymi przyktadami. W mojej opinii, wyniki tego rozdziatu wystarczatyby do uzasadnienia,
ze mgr Mandziuk zashuguje na stopief doktora nauk matematycznych.

Przechodzac do konkretéw, naturalnym problemem badawczym jest pytanie, czy za-
dany ideat jednorodny I C C[zo,...,,] opisuje schemat bedacy granica schematow r
zwyklych punktéw, czyli czy punkt [I] nalezy do sktadowej Slip,,, schematu Hilberta z
wielogradacja. Zwiazek z apolarnoécig 1 wyliczaniem rangi (zwyklej, brzegowej, kaktu-
sowej) pewnych podprzestrzeni zostal wyjasniony w rozdziatach drugim i piatym. Dok-
torant prezentuje kilka kryteriéw, ktére pozwalajg wykluczy¢ lub potwierdzi¢ nalezenie
[I] do sktadowej Slip,, ,,. Ponizsze oméwienie w zadnym razie nie wyczerpuje zawartosci
rozdziatu 3 (niektére wyniki pomijam).

Twierdzenie 1 (Proposition 3.1). Niech I bedzie jednorodnym idealem o funkcji Hilberta
hrn. Definiujemy e := min{a € Z : hyn(a) = r}, niech d > e + 2. Jesli dimg Homg(Z +
M2, 8/(I + M%) < rn, to [I] ¢ Slip,.,.

Kolejne kryterium zostato w pracy zaprezentowane w bardziej ogélnej formie (dla sche-
matu Hilberta z wielogradacja parametryzujacego idealy z funkejg Hilberta h odpowia-
dajaca pewnemu schematowi diugosci r). W przypadku Slip,. ,, miatoby ono postac:
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Twierdzenie 2 (Theorem 3.5). Niech I oraz e bedzie zdefiniowane jak wyzej. Jesli [I] €
Slip,. ,, to Hg/x(d) > r - dimg Sx_1 dla wszystkich dodatnich k oraz d > ke + k.

Dla ideatéw niewysyconych podane jest nastepujace kryterium:

Twierdzenie 3. Dla idealu niewysyconego I niech d bedzie takie, ze Iy # sat(l)q. Niech
J = sat(I) N M¢, niech K = I N M¢<. Jesls

(1) odwzorowanie Homg(J, S/J)y — Homg(K,S/J)y jest surjektywne,

(2) [J] € Hilb% jest punktem gladkim, dla funkcsi Hilberta h idealu J,

(8) odwzorowanie Homg(K, S/ K)oy — Homg(K,S/J)o jest surjektywne,

to [I] ¢ Slip,.,.

Kolejne kryterium (dla plaszczyzny rzutowej) uwazam za jeden z naciekawszych wy-
nikéw w pracy. Réwniez dowdd, wykorzystujgcy geometryczne wlasnoéci pewnego pod-
zbioru schematu Hilberta z gradacjg (nierozktadalnosé, wymiar) oraz pewien specjalnie
dobrany punkt schematu Hilberta uwazam za interesujacy (mimo, ze trudny). Natural-
nym zagadnieniem badawczym bytaby préba znalezienia krétszego dowodu (oryginalny
liczy ok. 4 stron), ktéry jednocze$nie wyjaénia, co tak naprawde wymusza nalezenie do
Slip, , (z mozliwo$cig uogélnienia). Kryterium (ktérego dodatkows zaleta jest to, ze tatwo
moze by¢ testowane w programie komputerowym) wyglada nastepujgco:

Twierdzenie 4 (Theorem 3.12). Niech I bedzie ideatern o “generycznej” funkcji Hilber-
ta. Jesli funkcja Hilberta ideatu sat(l) réini sie od “generyczne;” funkecji Hilberta w co
najwyzej jednym stopniu, to [I] € Slip, ,.

Kolejne kryteria rozstrzygaja przynaleznoéé do Slip,, w przypadku 7 < 6. Dla r =
1,2,3 wiadomo, ze Slip, , jest catym schematem Hilberta z gradacja. W ponizszych twier-
dzeniach opuszczam oczywiste zalozenie, ze ideal I ma “generyczng” funkcje Hilberta dla
r punktéw.

Twierdzenie 5 (Proposition 3.77). [I] € Slip,,, wtedy ¢ tylko wtedy, gdy sat*(I)s C I,.
Twierdzenie 6 (Proposition 3.89). [I] € Slips , wtedy 4 tylko wtedy, gdy sat*(I); C Is.

Twierdzenie 7 (Proposition 3.105). [I] € Slipg, wtedy 4 tylko wtedy, gdy zachodzi jedno
z ponizszych.:
(1) I jest wysycony,
(2) I ma funkcje Hilberta (1,3,5,6,6,...),
(3) I ma funkcje Hilberta (1,3,4,5,6,6,...) oraz (t-sat(I))s C I3, gdzie t jest wspdl-
nym dzielnikiem (stopnia 1) dwdch generatoréw sat(I) stopnia 2,
(4) I ma funkcje Hilberta (1,2,3,4,5,6,6,...) oraz (sat(I¢gr1) - sat(l))g C Iy.

Moim zdaniem w pracy powinien sie pojawié¢ (wprost przytoczony i opisany) przyktad
ideatu w Uf \ Ug'. Wyjasnialoby to “znikniecie” narzucajacego sie warunku sat?(I), C I.

Na koniec warto zauwazy¢, ze ta cze$ pracy jest znacznie rozbudowang wersjg artykutu
(umieszczonego na arxiv) “Identifying limits of ideals of points in the case of projecti-
ve space”, ktérego autorem (jedynym!) jest doktorant. Podsumowujge te czesé recenzji,
uwazam, ze podana lista kryteriéw jest istotnym, oryginalnym wkladem doktoranta w
teorie schematow Hilberta i ich zastosowan.

W rozdziale czwartym doktorant zajmuje sie schematem Slip w przypadku rozmaitoéci
torycznych. Ogélna teoria zostaje zastosowana do iloczynu przestrzeni rzutowych. W
tym rozdziale mozna wyrézni¢ dwa wyniki. Pierwszym z nich jest kryterium uogdlniajace
Proposition 3.1 (jedno z poprzednich kryteriéw):
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Twierdzenie 8 (Theorem 4.25). Niech X = P™ x ... x P™, niech M, oznacza ide-
at maksymalny pierdcienia odpowiadajgcego i-tej skiadowej (rozpatrywany w pierscieniu
wspdirzednych X ). Jesli [1] € Slip, x, to

dimc Homg(x) (1 + M2, S[X]/(I + M2)) > v+ 4 )
dla wszystkichi=1,... k.

Drugi wynik dotyczy rozkladalnosci schematu Hilberta z wielogradacja — pokazano,
ha,x

ze nawet dla r = 2 schematy Hilb s[x] 5@ rozkladalne w przypadku X bedgcym iloczynem
P! x P! oraz dla powierzchni Hirzebrucha.

W rozdziale pigtym autor pokazuje zastosowanie wynikéw (kryteriéw przynaleznodci
do sktadowe] Slip) do wyliczania rang pewnych wielomianéw. Nie bede przytaczal ani
‘'omawial wynikow, natomiast warto zauwazy¢, ze rozmaite rodzaje rang (zwykta, brzego-
wa, kaktusowa) sg intensywnie badane i metody, opracowane przez doktoranta, sa tuta;]
pomocne. Rozdzial ten zawiera czeSciowo wyniki otrzymane i opublikowane przez dokto-
ranta wspdlnie z dwoma wspdlautorami, natomiast nieistotna bylaby préba rozréznienia,
jaki byl wktad doktoranta — pozostale czesci pracy, w szczegdlnosei rozdziatl 3, w zu-
pelnodci wystarcza do stwierdzenia, ze sa w pracy zawarte oryginalne wyniki osiggniete
przez doktoranta. Rozdziat pigty jest naturalnym podsumowaniem pracy, ze wskazaniem
zastosowan i odniesien do nieco innej klasy probemoéw.

Konkluzja

Przedstawiona rozprawa spetnia, z nadmiarem, wszelkie ustawowe i zwyczajowe wy-
magania stawiane rozprawom doktorskim. Doktorant udowodnil, ze swobodnie stosuje
zaawansowane metody algebry przemiennej i geometrii algebraicznej (co wypelnia usta-
wowe kryterium zaprezentowania wiedzy teoretycznej kandydata) i przy ich pomocy po-
trafi rozwigzaé oryginalny problem badawczy przynaleznoéci do sktadowej Slip — co
spelnia ustawowe kryterium umiejetnosci prowadzenia samodzielnych badan jak i uza-
sadnia, ze prezentowana rozprawa jest rozprawg w rozumieniu Ustawy. Pewne fragmenty
pracy juz zostaly opublikowane badz sg zawarte w preprincie, jednakze rozprawa nie jest
zestawieniem juz opublikowanych prac, lecz znacznym rozwinieciem pewnych wezesniej-
szych wynikéw doktoranta. W mojej opinii podnosi to range rozprawy (doktorant osiaga
wyniki, ktore nadaja si¢ do publikacji) i dobrze rokuje na przysztosé. W szczegdlnosci
uwazam, ze gtéwna cze$¢ nowych wynikdéw powinna zostaé zredagowana i opublikowana
w formie artykuléw naukowych w dobrych czasopismach.

Rozprawa jest bardzo starannie zredagowana, uklad rozdzialéw jest czytelny, nie znala-
ztem praktycznie zadnych bledéw (jedynie na stronie 44 uzyte zostato stowo “necessary”
zamiast “sufficient”, ale jest to najwyrazniej omylka redakcyjna, a nie brak zrozumienia
rdznicy miedzy warunkiem koniecznym a wystarczajacym). Na uwage zastuguje bogata
literatura.

Z uwagl na zaprezentowane w rozprawie ciekawe, oryginalne i trudne wyniki, wyko-
rzystanie bardzo szerokich i zaawansowanych metod dowodowych i staranng redakcje
(mogaca stanowié¢ wzér) wnioskuje o wyrdznienie rozprawy.
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