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Niech S bedzie pierscieniem wielomianéw n + 1 zmiennych z gradacja
zadana przez grupe abelowa A. Dla funkcji h: A — N Haiman i Sturmfels
zdefiniowali schemat Hilb%, nazywany schematem Hiberta z wielogradacja,
parametryzujgcy idealy jednorodne pierscienia S, dla ktorych funkcjg Hilber-
ta pierscienia ilorazowego jest h. Schematy te w naturalny sposéb uogolniaja
schematy Hilberta skonstruowane przez Grothendiecka, ktére parametryzuja
domkniete podschematy przestrzeni rzutowe;j.

Szczegdlna uwaga w omawianej rozprawie poswiecona jest sytuacji, gdy
w pierdcieniu S rozwazamy (tradycyjna) gradacje liczbami catkowitymi zada-
ng przez stopnie wielomianéw (innymi stowy S jest pierscieniem wspotrzed-
nych przestrzeni rzutowej) oraz hy.,: Z — N jest funkeja Hilberta r punktéw
w polozeniu ogdlnym, t].

hymla) := min{dim 8, r}.

W tym przypadku schemat Hilbgf’" posiada wyrdzniong sktadowa nieprzy-
wiedlng oznaczang Slip,,,, bedaca domknieciem zbioru punktéw odpowia-
dajacych idealom radykalnym. Na szczegdlna role tej sktadowej wskazuje
lemat o brzegowej apolarnosci autorstwa Buczynskiej i (promotora dokto-
ratu) Buczynskiego méwiacy, ze ranga brzegowa wielomianu jest réwna co
najwyzej r wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ideal, ktory jest abiegunowy do



F'itaki, ze odpowiadajgcy mu punkt w schemacie Hilbg'"’“ nalezy do Slip,. ,,.
Przypomnijmy, Ze znajdowanie rangi brzegowej wielomianu jest klasycznym
i nietrywialnym problemem geometrii algebraicznej, zatem powyzszy lemat
w naturalny sposob stanowi motywacja dla poszukiwan efektywnego opisu
zbioru Slip,. ,. Poszukiwaniu takich kryteriéw w powyzszej sytuacji (oraz w
bardziej ogdlnej sytuacji pierscieni Coxa gladkich rzutowych rozmaitosci to-
rycznych) po$wigcona jest recenzowana rozprawa.

Rozprawa sklada sie z pieciu rozdziatéw. Rozdzial pierwszy ma charakter
wstepny, w rozdziale drugim zawarty jest opis faktéw i narzedzi z algebry
przemiennej i geometrii algebraicznej, ktére potem wykorzystywane sg w
dalszej czesci pracy.

Rozdzial trzeci, bedacy najobszerniejsza czescig rozprawy, zawiera wyniki
dotyczace pierScienia wspolrzednych przestrzeni rzutowej. W szczegdlnosci
w rozdziale tym udowodnione sa trzy kryteria konieczne na to, aby punkt
opowiadajacy ideatowi I nalezal Slip, ,:

e pierwsze kryterium (Proposition 3.1) korzysta z opisu przestrzeni stycz-
nej do schematéw Hilb} (ktéra jest postaci Homg(I, S/I),) oraz zna-
jomosci wymiaru sktadowej Slip, ,, (wynoszacego r - n);

e drugie kryterium (Theorem 3.5) bazuje na analizie funkcji Hilberta
poteg ideatow radykalnych;

e trzecie kryterium (Theorem 3.40), majace najbardziej techniczny cha-
rakter, wiaze sie z badaniem dla ideatu I ideatéw I Nm? i TNm¢, gdzie
m jest ideatem zlozonym z elementéw stopnia dodatniego w S, d jest
(odpowiednio dobrana) liczba naturalng, a I jest nasyceniem ideatu I.

Rozdziat trzeci zawiera tez jedno kryterium wystarczajgce na to, aby punkt
opowiadajacy ideatowi I nalezat Slip,, (Theorem 3.12), méwigce, ze jesli
n < 2 oraz ideal I r67ni sie od swojego nasycenia I w co najwyzej jednym
stopniu, to odpowiedni punkt nalezy do Slip,. .

Waszystkie powyzsze kryteria sg ilustrowane przyktadami, wskazujgcymi
na mozliwoé¢ ich zastosowania w konkretnych sytuacjach, jak réwniez na
ograniczenia ich stosowalnosci. W szczegdlnosei, rozdzial trzeci zawiera cha-
rakteryzacje wszystkich ideatéw odpowiadajacych punktom nalezgcym do
Slip,.,, dla 7 < 6.

Rozdziat czwarty rozszerza badania schematéw Hilberta z wielograda-
cjg na przypadek S bedacego pierscieniem Coxa gtadkiej rozmaitosci torycz-
nej X, a A grupa Picarda rozmaitosci X. Odpowiednie schematy oznaczane
sg w tej sytuacji Hilbﬁg"x i Slip, x. Ten przypadek jest rzecz jasna trudniejszy



niz przypadek przestrzeni rzutowych, co za tym idzie wyniki sg skromniej-
sze. Najwazniejszym z nich jest Twierdzenie 4.15, ktore opisuje zachowanie
sktadowej Slip, x przy ,dobrych” morfizmach torycznych.

Rozdzial piaty dotyczy zagadnien motywowanych wspomnianym wcze-
$niej lematem o apolarnosci oraz ogélnie badaniem (réznego rodzaju) rang
wielomianow. W pierwszym podrozdziale wyniki rozdzialu trzeciego wyko-
rzystane sg do uzyskania opisu dzikich wielomianéw malej rangi brzegowej.
Druga czes¢ rozdziatlu pigtego dotyczy zagadnienia rozrozniania punktow
nalezacych do (powiazanych z problematykq rang wielomianéw) rozmaito-
sci siecznych i kaktusowych, nie nawigzuje jednak w sposdb bezposredni do
schematéw Hilberta z wielogradacja stanowigcych gléwny punkt ciezaru roz-
prawy.

Za najbardziej znaczace sposrdod powyzszych wynikéw uwazam te doty-
czace schematow Hilberta z wielogradacjg dla przestrzeni rzutowych. Mimo iz
nie daja one peinej charakteryzacji punktow nalezacych do sktadowej Slip, ,
(co prawdopodobnie moze by¢ problemem bardzo trudnym), nie mniej zna-
czgco poszerzajy wiedze na ten temat. Ponadto udowodnienie tych wynikdw
wymagalo (zwlaszcza w przypadku Twierdzenia 3.40) uzycia réznorodnych
1 nietrywialnych metod z algebry przemiennej i geometrii algebraicznej, w
tym teorii deformacji. Swoboda z jaka Autor postuguje sie tymi metodami
jest niewgtpliwie dowodem dojrzatosci matematycznej mgr. Mandziuka.

Rozprawa jest starannie zredagowana, mimo swej obszernosci (129 stron)
zawiera stosunkowo niewiele usterek (ktorych rzecz jasna nie udalo sie unik-
ngc¢). Pewnym utrudnieniem dla Czytelnika nie zajmujacego badanymi pro-
blemami moze by¢ jedynie pomijanie podstawowych definicji, ktére Autor
przyjmuje, jak sadze, za powszechnie znane.

Podsumowujac, checialbym stwierdzié¢, ze w mojej ocenie przedstawiona
rozprawa spelnia wymogi, zaréwno ustawowe jak 1 zwyczajowe, stawiane
rozprawom doktorskim i wnoszg o dopuszczenie mgr. Tomasza Mandziuka
do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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