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Rozprawa doktorska mgr. Tomasza Galgzki dotyczy nieréwnodéci martyngatowych
z optymalnymi stalymi i mieéci sie w obszarze analizy harmonicznej. Badania do-
tyczace oszacowan norm martyngalow prowadzone byly juz w polowie XX wieku,
m.in. przez Dooba i Kolmogorowa, za$ technika wykorzystywana w omawianej roz-
prawie — metoda funkcji Bellmana — ma swoje zrédio gléwnie w niewiele poZniej-
szych pracach Burkholdera. Od tego czasu dziedzina ta jest aktywnie rozwijana
przez licznych matematykéw. W ostatnich dwéch dekadach niekwestionowanym
liderem badan w tym kierunku jest promotor przewodu doktorskiego mgr. Tomasza
Galgzki, dr hab. Adam Osekowski,

Przedstawiona do recenzji rozprawa doktorska ma forme klasycznej dysertacii
i liczy 75+viii stron tekstu. Sklada sie z rozdzialu wstepnego i czterech rozdzia-
16w gtéwnych, prezentujacych poszczegodlne tezy rozprawy. Choé poruszane w nich
zagadnienia sq Scisle ze sobg zwiazane, rozdzialy te sa w duzej mierze niezalezne
od siebie. Calo$¢ uzupeliona Jest liczacym 49 pozycji spisem literatury. Jedynie
wyniki rozdziatu drugiego ukazaty sie w publikacji naukowe]j (w cenionym czasopi-
$mie Bull. London Math. Soc. ; W rozprawie artykul ten opisany jest kwalifikatorem
to appear, ale ukazal sie on w wydaniu z sierpnia 2021 roku). Nie ulega jednak wa-
pliwosci, Ze pozostale tezy rozprawy réwnie? zostana zawarte w artykulach nauko-
wych. Wszystkie wyniki opisane w rozprawie zostaly uzyskane wraz z promotorem,
a wyniki rozdzialu drugiego réwniez z Rodrigiem Bafiuelosem z Purdue University
w USA.

Mgr Tomasz Galazka jest oprécz tego wspétautorem trzech artykutéw naukowych
(opublikowanych w cenionych czasopismach Linear Algebra Appl., Illinois J. Math.
oraz Proc. Amer. Math. Soc.). Drugim autorem tych prac jest promotor, w jednym
przypadku wspotautorem jest Yahui Zuo z Central South University w Chinach.

W dalszej czesci recenzji krétko przedstawie gléwne tezy rozprawy, maojg ocene
Jjej rangi naukowej, ocene sposobu prezentacji uzyskanych wynikéw i konkluzje.
Juz w tym miejscu chcialbym jednak podkresli¢, ze omawiana rozprawe doktorska,
uwazam za znakomita,

Gléwne tezy rozprawy

Wprowadzenie. Jednym z podstawowych pojeé¢ analizy harmonicznej jest trans-
formata Hilberta. Jeszcze w latach dwudziestych XX w. M. Riesz udowodnil, ze
Jest ona operatorem ograniczonym na przestrzeniach L?. Doktadnag wartosé normy
operatorowej transformaty Hilberta na I? wyznaczyt jednak dopiero Pichorides w
1972 r. Pokrewne zagadnienia badane byly pdéiniej przez wielu autoréw, m.in. ze
wzgledu na liczne zastosowania w innych obszarach matematyki.
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W dowodzeniu oszacowar norm transformat Hilberta i Riesza oraz pokrewnych
operatoréw catki singularnej nadzwyczaj skuteczne okazaly sie metody martynga-
towe, wprowadzone przez Burkholdera jeszcze w latach sze$édziesigtych XX w.

Samo wyznaczanie najlepszej statej w omawianych tu nieréwnosciach ma czasem
charakter niemal sportowy, bez istotnych zastosowan w innych dziatach matema-
tyki (wyjatkiem byty chyba wylacznie zwiazki z odwzorowaniami kwazikonforem-
nymi). Mimo to, moim zdaniem, badania nad optymalnymi stalymi sg warto$ciowe:
pozwalajg one lepiej zrozumieé strukture dowodzonych oszacowal, a opracowane
w tym celu metody dowodowe znajduja zastosowania w innych zagadnieniach ana-
lizy harmoniczne;j.

Nalezy tez podkredlié, ze $4 to badania wymagajace unikatowych zdolnosci anali-
tycznych. W najwiekszym skrécie 0szacowania norm operatoréw calki singularnej

EY.)P < CE|X,pP,

gdzie X, 1Y, sa martyngatami startujacymi z zera, spelniajacy warunek rézniczko-
wego podporzadkowania:

[Y; = Y] < [Xi — X, ).

Analogiczng nieréwnoéé mosna sformulowad dla martyngatéw z czasem cigglym, a
takze w wersji z normg stabej przestrzeni I#> po lewej stronie.

Aby udowodnié¢ nieréwnogé Burkholdera, ,wystarczy” skonstruowad funkcje
U(z,y) o nastepujacych wlasnosciach:

-~ U(0,0) < 0;
— Ulz,y) 2 [yl — C2|al;
— U(X,,Y,) jest nadmartyngatem.

Burkholder odkryl, ze funkgja:

7e9) =51 - 1) = 6 = 2l 1+

ma wszystkie zadane wlasnosci i wobec tego nieréwnos$é Burkholdera zachodzi zZe
stalg C, = p* — 1, gdzie P* = max{p, 1{—1}. Aby uzasadnié, ze stala ta Jest optymalna,
mozna podaé odpowiednie pary martyngaléw X, i Y,, dowodzace, 2e nieréwnosé z
zadng stalg C, < p* — 1 nie Jjest prawdziwa.

W dowodach oszacowan stanowiacych gléwne wyniki Oomawianej rozprawy
ogolna idea jest dosé podobna do tej zarysowanej powyzej, ale potrzebne sg bardzo
istotne modyfikacje. W kazdym przypadku wymagana jest inna funkcja specjalna
U, czesto o duzo bardziej skomplikowanej postaci. W rozdziale 2.5 TrOZprawy przy-
stepnie zarysowano metody wykorzystywane Przy wyznaczaniu jawnych wzoréw na
potrzebna funkcje specjaing U.
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Klasyczna nieré6wnosé Burkholdera, Naszkicowany wyzej dowdd nieréwnosci
Burkholdera pochodzi whasnie od Burkholdera. Niedawno Nazarov, Treil i Volberg
przedstawili inny dowéd, wykorzystujacy dualnoéé i inng funkcje specjalng /. Do-
wdd ten nie pozwalal Jednak uzyskaé najmniejszej mozliwej stalej C,. Bafuelos
1 promotor ocenianej Tozprawy uzyskali analogiczny dowéd z optymalng stata, ale
wyKkorzystana przez nich Czteroargumentowa funkcja specjalna U byla nader skom-
plikowana. W rozdziale drugim rozprawy przedstawiono dowdd z optymalna stalqg
i prostsza, dwuargumentowsa, funkcja specjalna U. Wynik ten — w kilkn roznych
sformutowaniach — jest treScia twierdzen 2.1-2.5.

Rezultatem rozdziahy drugiego rozprawy jest wiec nowy dowdd klasycznego wy-
niku. Mozna ten rozdziat traktowac jako tagodne wprowadzenie do kolejnych czedci
rozprawy, ale juz tu widaé matematyczny kunszt autora: wykorzystana tu funkcja
specjalna U jest dana w uwiklany sposéb i jej odgadniecie wymagato szeregu dzia-
tan (opisanych w rozdziale 2.5).

Transformaty martyngatowe z nieegraniczonymi mneznikami., Jednym z naj-
wazniejszych sposobéw uzyskiwania martyngaléw rézniczkowo podporzadkowa-
nych jest transformata martyngatowa. W przypadku dyskretnym martyngat Y, jest
transformata martyngatu X,,, jesli

Yi =Y = H(X; - X,_)),

gdzie H, jest ciagiem przewidywalnym (tj. H; jest mierzalna wzgledem o-ciata F;_,).
Jesli |H;| € 12 prawdopodobiefistwem jeden, to martyngat V), jest rdzniczkowo
podporzadkowany martyngatowi Xa.

Rozdzial 3 rozprawy przedstawia nieréwnoéci z optymalnymi stalymi w przy-
padku, gdy ciag H, nie jest ograniczony, ale H* = sup, |H,| ma skoficzony moment
rzedu r. Jesli L = 1+1t0

I¥ally < Cogrll Xallall Hly,

gdzie, jak zwykle, | X{, = (E|X [?)/?. Wyniki tego rozdziahi, zebrane w twierdze-
niach 3.1-3.3, podajg optymalne wartosci stalych Cpgr 1, podobnie jak rezultaty
omawiane w kolgjnych rozdziatach, 83 oryginalne. W dowodach oszacowati wyko-
rzystano znane wczesniej funkcje specjalne, ale brak rézniczkowego podporzad-
kowania wprowadza dodatkowe komplikacje. Z kolei dowéd optymalnosci statych
wymaga skonstruowania nieoczywistych przyltadéw transformat martyngatowych.

Transformaty Riesza na zwartych grupach Liego. Nieréwno$é Burkholdera
(dla martyngatéw z czasem ciaglym) pociaga za sobg oszacowania norm Klasycz-
nych transformat Hilberta i Riesza na przestrzeniach LP. W przypadku przestrzeni
euklidesowej transformaty te nie 58 operatorami ograniczonymi z L? do L7 lub 4
jeslip # q. Jednak na grupach o skoriczonej mierze (np. na okregu lub na torusach)
transformaty te przeksztalcaja LP w L9 oraz L%, jedli tylko p > ¢.

Rozdzial czwarty omawianej rozprawy doktorskiej poswiecony jest wyznaczeniu
hormy operatorowej transformat Hilberta i Riesza z przestrzeni L? w przestrzen
LE®, czyli optymalnym oszacowaniom slabego typu miedzy przestrzeniami I* o
réznych wyktadnikach. Potrzebna nieréwnosé martyngatowa jest trescia twierdze-
nia 4.7. Gléwny rezultat Zaprezentowany jest wpierw w twierdzeniu 4.1 dla trans-
formaty Hilberta na okregu, a pézniej w twierdzeniu 4.9 dla transformat Riesza na
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ogélnych zwartych grupach Liego. Pokrewny wynik dla dwéch rodzajoéw transfor-
mat Riesza na sferze jest trescig twierdzenia 4.11.

Holomorficzna nieréwnosé Feffermana. Fefferman wykazal, ze przestrzen
BMO funkcji o ograniczonych srednich oscylacjach jest przesirzenia dualng do
przestrzeni Hardy’'ego H!. W szczegolnosci wynika stad, ze:

[ 7

dla pewnej stalej C. W rozdziale 5 omawianej rozprawy doktorskiej podana jest
optymalna warto§é ¢ = /22 1 w przypadku, gdy funkcje f i g 88 warto$ciami
brzegowymi funkgji holomorficznych w dysku jednostkowym (czyli w kontekscie
zespolonych przestrzeni Hardy’ego).

Dowod tego wyniku, stanowigcego tre$¢ twierdzenia 5.1, z pozoru jest po-

< Cllf izl gl saro

statej C = +/e2 + 1.

Ocena rangi naukowej uzyskanych wynikow

Liego), analizy harmonicznej (caiki singularne, brzesirzenie Hardy'ego i BMO) i
analizy zespolonej (zespolone przestrzenie Hardy’ego, funkgje pluriharmoniczne).

W ocenianej rozprawie nie znalazlem istotnych matematycznych usterek. Jedyny
— drobny i latwy do haprawienia — blad dotyczy braku odwotlania do odpowied-
nigj zasady Phragmena-Lindel$fa przy stosowaniu zasady maksimum dla funkeji
harmonicznych w obszarach nieograniczonych w dowodach lematu 4.4 i twierdze-
nia 4.6.

Jestem pod duzym wrazeniem rozlegtej wiedzy mgr. Tomasza Galazki, Jego pre-
Ccyzji w konstruowaniu dowodéw oraz ilodci uzyskanych wynikow.

Nie umiem kompetentnie ocenié mozliwosci zastosowania rezultatéw przedsta-

matematycznej.
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Ocena sposobu prezentacji wynikdw

Rozprawa doktorska mgr. Tomasza Galazki jest znakomicie zredagowana, napi-
Sana poprawnym jezykiem i przygotowana bardzo starannie od strony matematycz-
nej. Znalazlem ledwie kilka bieddéw redakcyjnych i niescistogei, Zashiguje to na
szczegélne podkreslenie, bowiem rozprawa sklada sie w wiekszoéci z pracochlon-
nych rachunkéw i niebanalnych rozumowat.

w dowodzie lematu 4.4); drobne niedcistosci (np. brak zatozen g>01lad <1w
kroku 1 dowodu lematu 3.6, brak domkniecia zbioru §+ w koficéwce dowodu le-
matu 4.4, [(1 — 6)lyl — §| zamiast (1~ 8)jyl — 6).. we wzorze (4.3.3) i nastepujacych
bo nim rachunkach, pointwise zamiast almost surely na s. 58), bojedyncze literéwki
(np. calculation are na s. 26, brak lines po along similar na s. 38, nadmiarowe an w
enjoys an appropriate boundedness na s, 38, Up(0, B) oraz U(0, ) zamiast Ug(0, 3)
na s. 52, brak daty w pozycji [25] w spisie literatury).

Struktura omawianej rozprawy doktorskiej zostala juz opisana wyzej i jest bar-
dzo klarowna. Réwnie wysoko oceniam sposéb prezentacji wynikéw i organizacje
dowodéw. Moje jedyne zastrzezenie dotyczy niedostatecznego osadzenia pracy w
literaturze: opis tta historycznego jest stosunkowo ubogi, a wspélczesne badania
3 niemal zupekie pominiete. S'wiadcza © tym na przyklad bardzo nieliczne odnie-
sienia do artyluléw naukowych z ostatnich dwéch dekad: zaledwie trzy w rozdziale
wstepnym (dwa z nich to artykuly promotora), sze$é¢ w — najlepszym w tej katego-
rii — rozdziale drugim, trzy w rozdziale trzecim (wéréd nich znéw dwa artykuly
promotora) i dwa w rozdziale piatym. W rozdziale czwartym takich odwolan brak,
brakuje tez komentarza w sprawie normy operatorowej transformaty Hilberta z
przesirzeni [* w przestrzen LY (zamiast stabej przestrzeni 19 rozwazanej w tym
rozdziale). Rozprawa duzo by zyskata, gdyby wstep do kazdego z gldéwnych roz-
dzialow wygladat tak jak w rozdziale drugim.

Mimo powyzszego zastrzeZenia sposob prezentacji wynikéw oceniam bardzo do-
brze. Powyzsza uwaga oczywiscie tez w zaden sposéb nie obniza maojej bardzo
wysokiej oceny rangi naukowej rozprawy mgr. Tomasza Gatazki.

Konkluzja

Dysertacja mgr. Tomasza Galazki z naddatkiem spelnia wszystkie ustawowe i
Zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Stanowi ona oryginaine
rozwigzanie szerequ trudnych probleméw naukowych. Stopiefi zaawansowania i
zréznicowania zastosowanych technik dowodowych ukazuje zdolnoéé mgr. Toma-
sza Galazki do prowadzenia samodzielnych badan naukowych oraz Jjego rozlegty
wiedze teoretyczng w dyscyplinie.

Ranga wynikéw uzyskanych w rozprawie doktorskiej mgr. Tomasza Galazki jest
W moje] ocenie dostatecznie wysoka, bym bez wahania wnioskowa? o wyrdznienie

tej rozprawy. _
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