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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Tomasza, Galgzki
Martingale methods in selected topics of harmonic analysis

Praca doktorska, mgra Tomasza Galazki dotyezy teorii martyngatéw i zastoso-
wania metod martyngalowych w analizie harmonicznej na przestrzeni euklidesowej
R™ oraz na zwartych grupach Liego. Wspomniane zastosowania, dotyczg transforma-
cji Riesza i Hilberta, oszacowan Littlewooda-Paley’a oraz nieréwnosci Feffermana
zwigzane] z dualnoicia H-BMO.

Wyniki prezentowane w bracy sg rezultatem wspélpracy megra Gatagzki z R.
Bailelosem 7z Purdue University and Adamem Osgkowski, ktéry jest proinotorem
recenzowanej rozprawy. Przy czym wspélpraca z R. Bafinelosem dotyczyla jedynie
wynikéw prezentowanych w rozdziale drugim tzn. twierdzenia Burkholdera i jego
zastosowart. 7 informacji zawartych w Math.Sei. Net wynika, ze mgr T.Gatazka jest
autorem lacznie 4 publikaci. Wszystkie prace sg publikacjami wspélautorskimi s,
wspotautorem wszystkich Jjest Adam Osekowski. Wspétautorem jednej z nich oprécz
A.Osekowskiego jest wspomniany R.Bafiuelos, a ostatniej Y.Zhuo. Artykuly te uka-
zaly sie znanych i dobrych czasopismach ( Bull. Lond. Math. Soc., Proc. Amer.
Math. Soc., Linear Algebra Appl., Illinois J. Math.}. Baza nie wspomina o cyto-
waniach tych prac, jednak jest to 17eczg, naturalng, gdyz ukazaly sie one w latach
2021-2022.

Rozprawa liczy 75 stron i sklada, sig 2 pigciu rozdziatéw, ktérych pierwszy ma
charakter wstepny i omawia dosy¢ pobiesnic stosowane w pracy pojecia i potrzebne
znane fakty. Rozdzial drugi i trzeci poswigcone sy ograniczonogci transformacji mar-
tyngatowych z przy czym rozdzial 2 dotyczy transformacji z ograniczonym ciggiem
transformujacym, natomiast w rozdziale trzecim to zalozenie zostaje zastgpione za-
toZeniem, 7e cigg tranformujacy jest catkowalny z pewng potega. Wielko$¢ martyn-
galéw jest mierzone w sensie silnych i stabych norm Lp, 1 < poc. Jegeli f = (Fa)nso
jest martyngalem 7 czasem dyskretnym to
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przy czym w tym drugim przypadku zamiast standardowej normy lorentzowskiej

1/p
| frllLpee = sup (/\p}P([fn\ > )\)) ;
A>0
stosuje sig réwnowazing norme

Wfullzsee = sup {B(A)7 [ 1fuldP}. @

Uzycie innej réwnowaznej normy ma duse znaczenie dla omawianych badail, gdyz w
zasadzie we wszystkich przypadkach dowodzi sie optymalnosci statych. W podobny
sposob definiujemy normy martyngatéw z czasem cigglym.

Rozdziat 2 oparty jest na wspomnianym wyzej wspOlnym artykule z R.Banuelos
i A.Osekowskim. Klasyczne twierdzenie Burkholdera dotyczy martyngalow z czasem
dyskretnym i méwi 0 ograniczono$ei transformacj martyngalowej w przestrzeniach
L,dlal <p<oco. Twierdzenie to zostalo udowodnione w roku 1966, a jego wersja z
dokladng stata w 1984roku. W latach 1990-tych G.Wang uogélnil to twierdzenie na
martyngaly z czasem ciaglym. Dowdd twierdzenia Burkholdera, zaréwno ten pierw-
szy jak i alternatywny podany pracach Nazarova, Treila i Volberga, opiers si¢ na
konstrukeji pewnych funkeji specjalnych. R.Bafiuelos 1 A.Osckowski w pracy opubli-
kowanej w 2014 roku poprawili ta druga metode podajac funkcje Belmanna prowa-
dzaca do optymalnej stale] w nieréwnoéci Burkholdera dla wszystkich p, 1 < p < o0.
W Rozdziale 2 rozprawy dokonano dalszego uproszezenia tej metody opierajac kon-
strukcje na funkeji Belmanna dwbch zmiennych a nie czterech zmiennych co miato
miejsce poprzedniej pracy. Precyzyjniej rzecz ujmujac pokazano, ze jezeli X, Yi
7 sa lokalnymi martyngatami o wartosciach w przestrzeni Hilberta oraz Y jest réz-
niczkowo podporzgdkowany martyngatowi X. Wowezas dla kazdego 1 < p < 00 oraz
formy dwuliniowej [V, Z]e dla. martyngaléw Y 1 Z mamy
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gdzie p' jest wykladnikiem sprzezonym W sensle nieréwnoéci Holdera a p* =
max{p, p'}. Poprzez dualnosé otrzymujemy

1Yl < (2" — DIXp:

W Rozdziale 3 rozpatrywana jest transformacja martyngatowa przy zalozeniu,
e ciag transformujacy nie jest ciggiem Ograniczonym. Celem raz jeszcze jest wy-
lazanie doktadnych oszacowaii dla tranformacji martyngalowej t.j. udowodnienie
nierdéwnosci

liglze < Cpgall Fllzall’ller (2)
lghzees < Cparll fllaellv*lier, (3)

gdzie g jest transformacja, martyngatows martyngalu f, a v ciggiem transformujg-
cym a v odpowiednia funkejg maksymalng. Martyngaty te przyjmuja wartodci w
oérodkowe]j przestrzeni Hilberta. Zaktadajac, 2e 1 < p,¢,7 < 00 oraz ze % = é +1
podaje sig numeryczne wartosci statych Cpgr i Cpgnr zalezne od p,q ir, pray czym

dowodzi sie ich optymalnoéé. Norma uzyta stabej przestrzeni Lebesgue’a L% w



nieréwnosci (3) nie jest zwyczajowg normg Lorentza ale norma okredlong przez wy-
razenie (1). Wreszcie pokazuje sie ze analogiczne nieréwnosci zachodzg dla martyn-
galéw 2 czasem ciggltym przyjmujacych wartodci w osrodkowej przestrzeni Hilberta
H. Precyzyjniej rzecz ujmujac powyzsze nieréwnodei zachodzg jesli X 1Y sg martyn-
galami o wartosciach w H, H Jest lewostronnie cigglym procesem takim, ze Y jest
martyngatowo podporzadkowany calee stochastycznej H - X procesu H wzgledem
X. Wtedy nieréwnodei (2) 1 (3) zachodzg, jedli zastgpimy gprzez Y, f przez X oraz
v* przez funkeje maksymalng H*,

Zasadniczym celem Rozdziaty 4 jest badanie optymalnoéci oszacowania normy
transformacji Hilberta oraz jej wielowymiarowej wersji transformacji Riesza jako
operatorow dzialajacych z przestrzeni L, do stabej przestrzeni Lebesgue’a Lo w
przypadku 1 < ¢ < p < 0. Rozpatruje sig operatory dziatajace na okregu T na to-
rusach T¢, ogdlniej na zwartych grupach Liego oraz na sferach Euklidesowych §9-1,
Podaje si¢ formule na norme tych operatoréw, przy caym w przestrzeni docelowej
raz jeszcze norme dang w postaci (1). Badanie normy tych operatoréw z taks, norma
przestrzeni docelowej pojawito sig wezesniej w pracy Osckowskiego. Wyrazenie na
normg operatora Cp,, zalezy jedynie od p jesli p < 21 od poraz q jesli p > 2. Pozwala
to w przypadku 1 < p < 2 wykorzystaé oszacowanie przy g = p udowodnione we
wspommnianej pracy Osckowskiego. Transformata Riesza na, zwartych grupach Liego
jest okreslona poprzez operator Beltrami- Laplace’a zwigzany z bi-niezmienniczg,
strukturg Riemannowsks, okreslong na tej grupie. Natomiast na sferach rozpatruje
sig dwie wersje transformacji Riesza, taw. cylindryczng transformacje Riesza i kierun-
kows, transformacje Riesza. Ogélna idea dowodu bazuje na probabilistycznej inter-
pretacji transformaty Riesza ktéra jest zastugg R.S. Gundy’ego i N.Th.Varopoulosa
oraz N, Arcossiego. Wpierw dowodzi si¢ pewnej ogdlnej nieréwnodcei martyngalowej
dla ortogonalnych martyngaléw awigzanych relacjg rézniczkowalnego podporzgdko-
wania a nastgpnie wykorzystujac interpretacje probabilistyczna transformacji Riesza
oraz wymieniona wyzej norme w przestrzeni docelowej uzyskuje sie szukane osza-
cowanie korzystajac z dualnodci. Dowdd nieréwnodei martyngatowej wykorzystuje
subharmoniczne funkeje specjalne. Uzyskane wyrazenia Cpq D& norme operatora sq
doktadne w przypadku okregu i torusa, czego dowodzi si¢ poprzez konstrukeje funkeji
ekstremalnych.

Ostatni z rozdzialéw, poéwiecony jest dualnodci pomigdzy przestrzeniami
Hardy’ego #YT) oraz BMO(T). Celem jest wykazanie, ze optymalng, stala w nie-
réwmnosci
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gdzie g € ABMO(T) = HY(T) N ABMO(T), frg(@)dy = 0 jest € = /&2 + 1. W
dowodzie wykorzystano metody analizy zespolonej funkeji wielu zmiennych ( funkcje
plurisubharmoniczne) oraz martyngaly zespolone.

Rozprawa doktorska mgr Tomasza Galazki jest moim zdaniem jednolita tema-
tycznie. Zasadniczym celem wszystkich pigciu rozdzialdéw jest wykazanie nierdw-
nodei gwarantujacych ciggtodé pewnych operatordw, przy czym za kazdym razem
udowadnia sie, ze stale wystepujace w tych nieréwnodciach sg optymalne lub, ze 88,
optymalne przynajmniej w pewnych przypadkach. Nieréwnosci te bads maja cha-
rakter probabilistyczny i dotyczg transformaty martyngatowej, bad? tez maja pro-
babilistyczng interpretacje np. nieréwnogci dotyczace transformat Riesza i Hilberta,
Zasadniczg metoda wykazywania optymalnosei tych nieréwnosei wykorzystywana w
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pracy jest metoda funkcji Bellmana. Metoda ta jest skutecznym narzedziem, ktére
umozliwia powigzanie okreslonych rodzajéw oszacowan powstajacych, w probabili-
styce i analizie harmonicznej z istnieniem pewnej wklestej funkcji specjalnej spet-
niajacej odpowiednie oszacowania. Jest to metoda wykorzystywana z powodzeniem
w dowodzeniu optymalnych nieréwnosel. Nie jest to metoda tatwa, wymaga pomy-
stowodci oraz biegloéci technicznej. Trzeba dobrad odpowiednia funkcje a nastgpnie
wykazaé potrzebne wiasnosci.

W rozprawie wykorzystano przede wszystkim érodki techniczne typowe dla pro-
babilistyki i analizy stochastycznej. Jednak na tym arsenal wykorzystanych metod
sie nie koficzy. 1 tak np. w rozdziale 5 wykorzystano elementy analizy zespolonej
funkeji wielu zmiennych (funkcje plurisubharmoniczne) a we wezesniejszych roz-
dziatach funkcje (sub-)harmoniczne. Dowody wielu twierdzen sg dhugie i technicznie
skomplikowane. Ich przeprowadzenie wymagato zaréwno wiedzy matematyczne] jak
i pomystowosci. '

Rozprawa, jest napisana w stylu specjalistycznych artykutéw naukowych, co nie
ulatwia czytania osobom ktére nie sq specjalistami zakresu teorii martyngatow. Nie-
ktére rozumowania, biorgc pod uwage to, Ze mamy do czynienia z rozpraws dok-
torska powinny by¢ moim zdaniem rozszerzone. Powyzsza uwaga dotyczy roéwniez
wstepnego rozdziatu pierwszego, w ktérym podano definicje pewnych elementarnych
pojeé np. transformacji Fouriera natomiast pominiegto wyjasnienia poje¢ bardziej za-
awansowanych takich jak krzywizna Ricci. Co wigcej nie wyjasniono, czy zalozenie
dotyczace ograniczonoécl z dotu tej krzywizny jest niezbedne aby poprawnie zde-
finiowaé catke It6 Iy (stona 5) oraz czy powinno by¢ powtérzone w zalozeniach
Twierdzenia 4.8,

Rozprawa napisana jest w jezyku angielskim i od strony jezykowej jest poprawna.
Zauwazytem jedynie kilka drobnych nieistotnych usterek. Prezentowane wyniki opie-
raja sie na wspélnych pracach lub juz opublikowanych artykulach, ktérych wspét-
autorem jest promotor rozprawy dr hab. Adam Osekowski, a w jednym przypadku
takze R.Banulos.

Tematyka badaf prezentowanych w rozprawie jest niewatpliwie aktualna, sto-
sowane metody sg technicznie zaawansowane 1 nowoczesne. Mgr Tomasz Galazka
wykazal si¢ niewatpliwie szeroka wiedzg matematyczng oraz umiejetnodcia dowodze-
nia nowych twierdzen. Uwazam, Ze praca speinia wszystkie ustawowe wymagania.
Whnioskuje o dopuszezenie go do dalszych etapdw postgpowania.



