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Topological Complexity of Sets Defined by Automata and
Formulas

1 Wstep

Niniejsza recenzja zostala sporzadzona na zlecenie prof. dr. hab. Pawla Strze-
leckiego, Dziekana Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu
Warszawskiego z dnia 26.05.2017, w zwiazku z prowadzonym przewodem doktor-
skim mgr. Szczepana Hummla.

W swojej rozprawie doktorskiej mgr Szczepan Hummel zajmuje si¢ ztozonoscig
topologiczna klas jezykoéw nieskoriczonych stow lub nieskonczonych drzew definio-
wanych przez pewne automaty lub logiki. Na wstepie czuj¢ si¢ zobowigzany za-
znaczy¢, ze tematyka ta nie jest mi bliska, a zagadnienia ztozonos$ci topologiczne]
niemal zupelnie nie byly mi znane przed przystapieniem do czytania rozprawy.
Dlatego tez moja opinia powinna by¢ traktowana jako opinia nie-specjalisty.

Rozprawa zawiera wyniki z trzech wezesniejszych prac (z ktorych druga jest
rozszerzona wersja pierwszej): On the topological complexity of MSO+U and re-
lated automata models (praca z konferencji MFCS 2010; wspétautorzy: Michal
Skrzypczak i Szymon Toruniczyk), The topological complezity of MSO+U and rela-
ted automata models (Fundamenta Informaticae 2012; wspo6tautor: Michat Skrzyp-
czak) oraz Unambiguous tree languages are topologically harder than deterministic



ones (konferencja GandALF 2012; praca samodzielna). Miejsca ich publikacji sg
przyzwoite. Przedstawione sa rowniez informacje o wkladzie mgr. Hummla w ich
powstanie. Nie pozostawiaja one watpliwosci, ze jego rola byta bardzo znaczaca.
Warto tez wspomnie¢, ze rozprawa zawiera szereg nowych, nieopublikowanych jesz-
cze wynikow (dotyczy to gtownie rozdziatu o jezykach drzew), a prezentacja wielu
opublikowanych wczesniej zostala ulepszona. W szczegdlnosci, niektore dowody
sa zmienione, pojawia si¢ wiele dodatkowych komentarzy, a takze wspomina sie
o istotnych wynikach innych autorow, ktére ukazaly sie juz po publikacji wymie-
nionych prac.

2 ZawartoS¢ rozprawy

Rozprawa sklada sie ze wstepu oraz trzech rozdziatéw, z ktorych pierwszy
jest rozdzialem wprowadzajacym, drugi zawiera wyniki dotyczace jezykow stow,
a trzeci — dotyczace jezykow drzew.

W rozdziale pierwszym wprowadzone s niezbedne pojecia i przytoczone pod-
stawowe fakty z dziedziny ztozonoéci topologicznej oraz przedstawiona jest koncep-
cja definiowania jezykéw sléw i drzew przez automaty i formuly logiczne. Pojawia
sie takze podrozdziat motywujacy prowadzone badania poprzez naszkicowanie za-
stosowari wynikéw dotyczacych zlozonosci topologicznej w teorii jezykow.

Rozdzial drugi jest oparty na pracy z Fundamenta Informaticae. Jego gitow-
nym tematem jest zaproponowane przez Mikotaja Bojariczyka w 2004 roku rozsze-
rzenie monadycznej logiki drugiego rzedu, MSO, o kwantyfikator U (unbounding
quantifier ), MSO+U, a konkretnie ztozono$¢ topologiczna tego formalizmu na sto-
wach nieskoriczonych. Kwantyfikator U pozwala wyraza¢ pewne asymptotyczne
wlasnoéci stow nieskonczonych, np. dtugosé spdjnych blokéw liter a w stowie jest
Nie0graniczona.

Sama logika MSO na stowach jest od dawna do$¢ dobrze rozumiana — klasyczne
wyniki Biichi’ego pokazuja, ze problem spelnialnosci jest dla niej rozstrzygalny
oraz ze jej formuly definiuja dokladnie jezyki w-regularne. Wiadomo, ze zlozonos¢
topologiczna jezykéw w-regularnych jest stosunkowo niska — lezg one w klasie BC
hierarchii borelowskie;j.

Analiza rozszerzenia MSO+U okazuje sie by¢ duzo trudniejsza. Autorowi udaje
sie wykazaé, ze jego zlozonos¢ topologiczna wykracza poza hierarche borelowska.
Dokladniej méwiac, pokazuje on indukcyjng konstrukcje ciagu formut ¢; takiego,
ze jezyk definiowany przez ¢; jest trudny dla poziomu %! hierarchii rzutowej. Wraz
z prostg obserwacja, ze kazdy jezyk definiowany w MSO+U nalezy do pewnego 25
ustala to ztozonosé topologiczna logiki.

W dalszej czesci rozdziatu drugiego mgr Hummel bada ztozono$¢ topologiczng
pewnych automatéw o rozstrzygalnym problemie niepustosci, odpowiadajacych



interesujacym fragmentom MSO+U. Ich definicja pochodzi z pracy Bojanczyka
i Colcombeta z roku 2006. Okazuje sie, ze ich ztozono$¢ topologiczna jest znacznie
znacznie nizsza od zlozonosci calego MSO+U: definiowane przez nie jezyki leza
na kilku poczatkowych poziomach hierarchii borelowskiej. Konkretnie, tzw. wB-
automaty definiujg jezyki z X9, wS-automaty — z I13, a wBS-automaty — z Y.

Na koniec autor rozwaza alternujaca wersje wBS-automatéw. Pokazuje, ze ist-
nieja jezyki trudne dla wszystkich skonczonych pozioméw hierarchii borelowskiej
(pozostaje luka w stosunku do granicy gornej, ktorg jest £3). Wynik ten pozwala
wywnioskowaé, ze alternujgce wBS-automaty maja wigkszg sile wyrazu niz bo-
olowskie kombinacje niedeterministycznych wBS-automatéw, co jest odpowiedzig
na jedno z pytan ze wspomnianej pracy Bojariczyka i Colcombeta. Warto moze za-
znaczyé, ze zwiazek alternujacych wBS-automatow i logiki MSO+U nie jest w tej
chwili do konica jasny. W szczegélnosci nie wiadomo, czy wszystkie jezyki roz-
poznawane przez takie automaty sa definiowalne w MSO+U. Otwarta jest takze
rozstrzygalno$é problemu niepustosci tych automatow.

Glownym tematem rozdziatu trzeciego sa podwojnie jednoznaczne jezyki drzew.
Jezyk jest podwojnie jednoznaczny jesli zarowno on jak i jego dopelnienie sa
rozpoznawane przez jednoznaczny automat parzystosci (czyli taki, ktéry ma na
kazdym wejsciu najwyzej jeden przebieg akceptujacy). Klasa jezykéw podwojnie
jednoznacznych stanowi naturalne i Scisle rozszerzenie klasy jezykow determini-
stycznych. Punktem wyjécia tej czesci pracy jest wspomniana praca z konferencji
Gandalf 2012, z ktorej pochodzi przyktad podwojnie jednoznacznego jezyka drzew
nieskonczonych o ztozonosci ¥i. Nastepnie autor przedstawia operacj¢ o na je-
zykach drzew, ktéra, przy pewnych zalozeniach, podnosi ztozonos$¢ topologiczng
jezyka (w sensie redukcji Wadge’a) i, co wiecej, dla jezykéw podwéjnie jedno-
znacznych produkuje jezyki podwojnie jednoznaczne. Na koniec wprowadzona jest
operacja o*, ktora umozliwia wykonanie kroku granicznego (tj. taka, ze 0*(L) jest
bardziej ztozony od ¢"(L) dla dowolnego n naturalnego) . W efekcie otrzymu-
jemy hierarchie jezykow podwojnie jednoznacznych, z ktorych kazdy kolejny jest

bardziej zlozony topologicznie od poprzedniego, dtugosci w?.

3 Ocena rozprawy

Zaczne od tego, ze uwazam, ze rozprawa przygotowana jest znakomicie, za-
rowno jesli chodzi o dobér materialtu, jego uklad, strone jezykowa, jak i strone
techniczna oraz ogolng kulture matematyczng. Jak wspomnialem na poczatku nie
czuje sie ekspertem w tematyce ztozonosci topologicznej. Mimo tego, czytajac roz-
prawe mogtem do$¢ szybko zorientowaé si¢ co si¢ w niej dzieje i zrozumiec jej
wyniki, wtasciwie nie siggajac do innych zroédet. Bylo tak dzigki tamu, ze mgr
Hummel nie tylko zaprezentowal swoje osiagniecia, ale tez osadzil je w nieco szer-



szym kontekscie, wielokrotnie (i to nie tylko w rozdziale wprowadzajacym) przed-
stawiajac i komentujac istotne wyniki innych autorow. Wykazat sie tu niewatpliwie
szeroka znajomoscig tematyki, zaréwno jesli chodzi o jej klasyke, jak i najswiezsze
publikacje.

Podoba mi sie tez pomyst przemyslanego nazewnictwa twierdzen (objasniony
na stronie 16), ktory w duzej liczbie przedstawianych faktow pozwala tatwo ziden-
tyfikowaé te, ktore zostaly udowodnione przez autora.

Jesli chodzi o same wyniki to nalezg one do ciekawego, trudnego i aktywnego ob-
szaru badari i z pewnoscig sg interesujace dla wielu badaczy. Najwazniejszy z nich
wydaje mi sie byé ten dotyczacy trudnosci topologicznej logiki MSO+U na sto-
wach nieskonczonych. Konstrukcja ciggu formutl ¢;, z ktorych i-ta jest trudna dla
i-tego poziomu hierarchii rzutowej jest elegancka i pomystowa. Wynik ten okazal
sie by¢ istotnym krokiem w badaniach, ktére doprowadzily pézniej do pokazania
nierozstrzygalnosci logiki MSO+U na stowach — cho¢ ostatecznie, w 2016 roku,
Bojanczyk, Parys i Toruficzyk pokazali wspomniang nierozstrzygalno$¢ bez uzy-
cia aparatu topologicznego, to wcze$niejsza, posrednia, praca Bojanczyka, Goga-
cza, Michalewskiego i Skrzypaczaka, wykorzystywata wynik mgr. Hummla. Praca
z Fundamenta Informaticae, w ktorej ten wynik ukazal sie po raz pierwszy zyskata
juz calkiem sporg liczbe cytowan. Wyniki dotyczace ztozonosci automatéw Bojari-
czyka i Colcombeta sg rowniez tadne, cho¢ ich znaczenie jest chyba nieco mniejsze.
Konstrukcja ciggu coraz trudniejszych podwoéjnie jednoznacznych jezykéow drzew
z rozdziatu 3 jest do$¢ techniczna i byta dla mnie trudna do przesledzenia. Po-
dobnie jak w innych miejscach rozprawy autor niewatpliwie zademonstrowal tutaj
dobry warsztat i pomyslowo$é, a sam wynik jest dos¢ efektowny.

4 Konkluzja

Mgr. Hummel wykazuje sie spora dojrzatoscig naukowa. Stawia sobie i rozwia-
zuje nielatwe i interesujace zadania, podchodzac do nich z duza dociekliwoscia.
Bardzo sprawnie porusza sie¢ w trudnej tematyce. Nie mam watpliwosci ze przed-
stawiona praca Topological Complezity of Sets Defined by Automata and Formulas.
prezentuje wysoki naukowy. Uwazam, ze spelnia ona zwyczajowe i formalne wy-
magania stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o dopuszczenie mgr. Szczepana
Hummla do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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