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Report on the revised version of Robert Smiech PhD Thesis

Algebraic contact manifolds, their generalizations and applications

1. DISCUSSION OF THE CONTENT OF THE THESIS

The revised thesis consists of six chapters, the first chapter contains Introduction, I will
briefly discuss the contents of chapters 2-6.

Chapter 2: Mori theory of projective contact manifolds.

The main goal of this chapter is to present preliminaries on singularities and Mori contrac-
tions of projective contact manifolds necessary to formulate and outline the proof of Theorem
2.3.2, which put together results of Druel, Kebekus-Peternell- Sommese-Wisniewski and De-
mailly. This theorem gives a proof of Conjecture 2 (LeBrun-Salamon) for Fano manifolds
with by > 1 and list of toric contact Fano manifolds (two in each dimension).

Chapter 3: Linear systems of Fano varieties.

The author studies the lower bound of the dimension of the fundamental system on Fa-
no varieties, results of these chapter are related to the Kawamata-Ambro effective non-
vanishing Conjecture (Conjecture 3). The proof of the lower bound consists of an applica-
tion of Hirzebruch-Riemann-Roch, Serre duality and an additional Observation 3.3.1 (in the
case of an even coindex) to deduce most coefficients of the Hilbert polynomial. Then the as-
sertion follows from Bogomolov’s inequality (Langer) and weaker inequalities under weaker
assumption by Liu.

One of the results of this chapter (Thm. 3.3.7), which was proved in a joint paper of the
Author and Horing, asserts that the dimension of a fundamental system on a Gorenstein-
Fano variety of dimension at most 5 (with canonical singularities) is at least 2.

This chapter is concluded with Corollary 3.5.1 which gives a lower bound for the dimension
of fundamental system on a smooth Fano manifold of odd dimension 2n+ 1 with index n+1,
n = 2,3,4 and the second Betti number equal 1. The assumptions of this Corollary are
satisfied by contact Fano manifolds except P***! and P(TP"1).

In last section of Chapter 3. the Author proposed the Conjecture 4., it contains a lower

bound exactly of the form that is sufficient for Thm. 4.1.3.
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Chapter 4: Linear systems and projective contact manifolds.

In this chapter the Author presents the contents of the paper by Ochetta, Romano, Sola
Conde and Wisniewski (ORCW21), in particular sketches of proofs of [ORCW21, Thm. 5,1
& Thm. 6.1]

Chapter 5: Symplectic and contact varieties in the singular settings.

This chapter is devoted to the study of two generalizations of the notion of contact manifolds:
contact variety (Def. 5.3.1) amd generically contact manifold (Def. 5.3.15. The former
is a variety with rational singularities and a global line bundle that defines a contact structure
on the smooth locus. the latter is a smooth manifold with a global line bundle which defines
a contact structure on an open dense subset. Main results on singular contact varieties are
Cor. 5.3.9 (any component of the singular locus of a contact variety has even codimension)
and Cor. 5.3.14 (resolution of the contact variety is a contact manifold iff the resolution
is crepant) and Thm. 5.3.4 (condition for existence of an induced contact structure on an
quotient). Proofs of these Corollaries are based on a singular version of symplectification and
singular version of Kaledin’s stratification. This chapter is concluded with two examples of
singular contact varieties and description of singular contact varieties in dimension 3 (Th,.
5.4.3 and Thm. 5.4.4). Finally example 5.4.11 yields a contraction of P(7'S) for a ruled surface
S over an elliptic curve which has contact singularities in the sense of Campana-Flenner but
fails to be a singular contact surface.

Chapter 6: The geometry of Monge-Ampere equations.

Symplectic and contact manifolds provide a proper framework to develope a formalism of
Monge-Ampere equqtions, partial differential equations of order 2 linear with respect to hes-
sian and second order drivatives. In this manner the study of partial differential equations
becomes equivalent with the study of hyperplane sections of Lagrangian Grassmannian.
Lagrangian Grassmannian of a symplectic space parametrise Lagrangian subspaces, in par-
ticular it is a subvariety of standard Grassmannian G(n,2n). Lagrangian Grassmannian is
however a variety with much more complicated geometry than standard Grassmannian.

Grassmannian admits a Pléker embeding into a projective space (Pliicker coordinates) which
follows from the correspondence between vector subspaces of a finitely dimensional vector
space and simple vectors modulo proportionality. In a similar manner we can embed Lagran-
gian Grassmannian, taking into account that degree 2 minors of a symmetric matrix may be
linearly dependent. In this thesis considered is the case n = 3, then the Pliicker embedding
maps into projective space of dimension 19, while the Lagrangian Grassmannian into a space
of dimension 13. The action of the symplectic group has four orbits. The largesr orbit is a
hypersurface, the smallest one is the image of Grassmannian

These orbits correspond to four types of Monge-Ampere equations. Chapter 6. of this thesis
contains results of the paper [GMMS21].

The subject of this part is distinct from the subject of the rest of the thesis, also connec-
tions with the subject of contact manifolds is very loose. The main results of this part are
Prop. 6.3.9 and Thm. 6.3.12, their proofs uses cohomology computations and representations

of symplectic group, definitely they are non-trivial.
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2. COMPARISON WITH THE FIRST VERSION

The changes in the mathematical contents between original and revised dissertation are
reduced almost solely to Chapter 4 and Chapter 5. Chapter 4 was shortened, and necessary
results from the paper Buczyniski-Wisniewski ([BW22]) were combined into Lemma 3.4, the
author also formulates Thm. 4.1.3, however in my opinion this theorem does not carry any
original mathematical content (also this theorem depends on the Conjecture 4).

The author removed some quotations from other sources, especially M.Sc. Thesis by Barbara
Mroczek. An important extension in this chapter is the Remark 5.3.31 which presents contact
varieties in Examples 5.3.27 and 5.3.28 as a nilpotent orbit closure.

The section 5.4 Projective singular contact threefold is a vast extension of the subsection 5.4.6
from the first version with the main result (Thm. 5.4.19) which states that every projective
threefold contact variety is a crepant contraction of P(T'S) for some ruled surface S. In the
revised version the Author proves also the convers that for any ruled surfaces S the contact
manifold P(7'S) admits a contraction of the image of S in P(7'S) to the base curve of S.
Completely new Thm. 5.4.4 asserts that there exists a unique singular projective contact
threefold (and describes it in details).

The revision incorporate to some extent the suggestions I have included in the report on the
first version.

3. CONCLUSION:

The leading topic of this dissertation are contact manifolds, an area of active study in
algebraic geometry. The thesis contains contributions in three areas

e linear system defined by a fundamental divisor on Fano varieties, lower bound of its
dimension

e singular contact varieties,

e geometry of Monge-Ampere equations.

respectively in sections 3, 5 and 6.

I believe that revised version of thesis meets the requirement and can be accepted for PhD
defense.

Stawomir Cynk
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Recenzja w postgpowaniu doktorskim mgra Roberta Smiecha
pt. Algebraic contact manifolds, their generalizations and applications

Praca doktorska zawiera wyniki z trzech grup tematycznych:

e system liniowy zadany przes dywizor fundamentalny na rozmaitosci Fano, ogranicze-
nia dolne wymiaru,

e osobliwe rozmaitodci kontaktowe,

s geometria réwnafn Monge'a-Ampere’a.

Elementem tgczacym te tray zagadnienia sa rozmaitose kontaktowe, czyli zespolone rozma-
itosci posiadajace tzw. strukture kontaktows. Bezposrednio z definicji wynika, ze rozmaitodci
kontaktowe majs wymier nieparzysty. Jedynymi przykladami rzutowych rozmaitosdei kontak-
towych sg zgodnie z fundamentainym wynikiem Kebekusa, Peterneila, Sommese i Wigniew-
skiego projektywizacje przestrzeni kostycznej P(T*X) rozmaitodei rzutowej X oraz rozma-
itosci Fano # liczbg Bettiego by(X) = 1. Wzorcowym przykiadem rozmaitosci kontaktowe;j
jest przestrzef rzutowa P***!. Jednym z najwazniejszych pytan dotyczacych kontaktowych
rozmaitosci Fano jest hipoteza LeBruna-Salomona, zgodnie z ktéra wszystkie takie rozmaito-
sci powstaja w wyniku pewnej konstrukeji zadajace] strukture symplektyczng na minimalnej
orbicie nilpotentnej dziatania pewnej grupy i w konsekwencji strukture kontaktows na jej
projektywizacji.

1. OMOWIENIE WYNIKOW ROZPRAWY

Wyniki wlasne autora zawarte sa w rozdzialach 3, 5 (sekeji 5.4) oraz 6.

1.1. System liniowy zadany przez dywizor fundamentalny. Rozdziat 3. pracy po-
swigeony jest problemowi oszacowania dolnego wymiaru systemu fundamentalnego, Smiech
udowodnil nastepujgce wyniki

e Wymiar systemu fundamentalnego na rozmaitodei Fano wymiaru co najwyzej 5 z
osobliwoéciami Gorensteina kanonicanymi jest co najmniej 2,

o Wymiar systemu antykanonicznego na rozmaitodci Fano wymiaru co najwyzej 5 z
osobliwosciami Gorensteina kanonicznymi jest co najmniej 4,

¢ Wymiar systemu fundamentalnego na gladkiej rozmaitodei Fano wymiaru n indelsu
t=mn —4 7 liczbg Bettiego by = 1 jest réwny co najmniej n — 1,

e Wymiar systernu antykanonicznego na rozmaitodei Fano wymiaru co najwyzej 5 z

osobliwosciami Gorensteina log-kanonicznymi jest dodatni.
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Ponadto udowodnil, se generyczny element systemu antykanonicznego rozmaitosci Fano wy-
miaru 5 z osobliwodciami Gorensteina kanonicznymi jezeli jest zredukowany, to ma osobli-
woscl kanoniczne.

Dowody oszacowail opieraja sig na analizie wielomianu Hilberta na terminalizacji badanej
rozmaitosci, sekeja 3.3. Metoda ta nie jest jednak autorstwa Smiecha, w pracy nie znalazlem
informacji na temat pochodzenia tej metody. Poréwnanie jednak dolnej polowy strony 4 z
[Flo13] z dolng polows str. 26 nie pozostawia zadnej watpliwoscl. W tej sytuacji umieszczenie
w tekscie zwrotu

This case which was studied in [Flo13] and [Liul9]

moim zdaniem jest dalece niewystarczajace. Wydaje sig, ze oryginalny wkiad autora w tej
czesel polega na Obserwacji 3.3.1. Ja takiej obserwacji nie znalaztem w innych pracach, na-
tomiast wszystkie pozostale ”elementy rozumowail” zostaly zaczerpniete od innych autorow.
Podobnie dowdd twierdzenia 3.4.1.

1.2. Osobliwe rozmaitoéci kontaktowe. Autor definiuje osobliwe rozmaitodci kontakto-
we, jako rozmaitodci z umiarkowanymi osobliwodciami, wigzkg liniows zadang globalnie i
taks, e na czedci regularnej wizka ta jest ilorazem wigzki stycznej przez dystrybucje defi-
niujgca strukture kontaktowa. Nastepnie dowodzi, ze

e rozmaitosci kontaktowe osobliwe maja osobliwosci Gorensteina, kanoniczne.

o zwigzek z rozmaitoéciami symplekiycznymi w peini przenosi sie na osobliwe rozma-
itodei kontaktowe. Pozwala to na przeniesienie stratyfikacji z praypadku gladkiego na
oscbliwy,

e iloraz rozmaitosci kontaktowej przez skoficzong grupe automorfizméce zachowujacych
strukture kontaktows, jest rozmaitoscia kontaktows,

e czoiciowe, krepantne rozwigzanie (np. terminalizacja) rozmaitosel kontaktowej osobli-
wej jest rozmaitodeis kontaktows osobliwa, krepantne rozwigzanie, jest rozmaitoscia
kontaktows klasyczna (jezell rozwiazanie nie jest krepantne ale dywizor wyjatkowy
jest suma roztacznych dywizordéw gladkich, to dostajemy tzw. rozmaitosé generycznie
kontaktows, tzn. dystrybucia jest zadana globainie, ale warunek niezdegenerowania
nie wszedzie zachodzi).

Dowody powyzszych faktow, sa - poza twierdzeniem o ilorazie - bezposrednim przeniesie-
niem dowoddw odpowiednich faktéw dla przypadku gltadkiego. Wynika to z wyboru bardzo
restrykeyinej definicji rozmaitodci kontaktowej osobliwej. W przypadku twierdzenia o ilora-
zie, dowdd wynika wprost z lematu o opuszczaniu wigzek wektorowych, ze wzgledu na bardzo
restrykeyjne zalozenie 2.

Rozdzial zakonczony jest szczegbltowo oméwionym przykladem pordwnujacym dwie rézne
rozmaitodei kontaktowe toryczne wymiary 2n + 1.

1.3. Geometria réwnan Monge’a-Ampeére’a. Rozmaitodel symplektyczne i kontaktowe
definiujg jezyk wiadciwy dla budowania formalizmu réwnan Monge'a-Ampere’a, réwnan roz-
niczkowych czastkowych rzedu 2 liniowych wzgledem hesjanu i drugich pochodnych czgstko-
wych niewiadomej. W ten sposdb badanie rownan rézniczkowych czastkowych staje sie réw-
nowazne z badaniem hiperplaskich przekrojéw Grassmannianu Lagrange’a. Grassmannian

Lagrange’a przestrzeni symplektycznej jest rozmaitodcig parametryzujaca podprzestrzenie
2
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Lagrange’a, w szczegblnodcel jest podrozmaitodeig zwyktego Grassmannianu G(n, 2n). Gras-
smannian Lagrange’a jest jednak rozmaitodcig o duzo bardziej skomplikowanej geometrii niz
zwykly Grassmannian.

Grassmannian posiada zanurzenie Pliickera w przestrzen rzutows (wspoirzedne Pliickera)
wynikajace z faktu, ze podprzestrzenie wektorowe przestrzeni wektorowej skoficzenie wymia-
rowej odpowiadaja wektorom prostym modulo proporcjonalnoéé. W podobny sposdh mozemy
zanurzaé¢ Grassmanniany Lagrange’a, pamietajac jednak o tym, e minory stopnia 2 macieray
symetrycznej mogg by¢ liniowo zalezne. W pracy rozwazany jest przypadek n = 3, wiedy za-
nurzenie Pliickera odwzorowuje w przestrzen rzutows wymiary 19, natomiast Grassmaniann
Lagrange’owski w przestrzen rzutows wymiary 13. Dziatanie grupy symplektycznej ma cate-
ry orbity. Najwieksza orbita jest hiperpowierzchnig, a najmniejsza obrazem Grassmanianu.
Orbity te odpowiadajg czterem typom réownania Monge’a-Ampere’a. Rozdzial 6. rozprawy
zawiera wyniki z pracy [GMMS21] dostene] jako [arXiv:2105.06675], wspdlnej z J. Guit, G.
Manno, G. Moreno.

Tematyka tej czesci jest zdecydowanie odmienna od tematyki reszty rozprawy, réwniez
zwigzek z szeroko rozumiang tematyks rozmaitosci kontaktowych jest dosé luzny, Dwa gldwne
wyniki to Prop. 6.3.9 oraz Thim. 6.3.12, ich dowody wykorzystujg rachunek kohomologiczny
oraz reprezentacje grupy symplektycznej i zdecydowanie nie sg trywialne.

1.4. Pozostata zawarto$é pracy. Rozdzial 4. zawiera bardzo szczegdlowe omdwienie tre-
sci pracy [ORCW21]. Wydaje si¢ do$é szczegblng praktyke przepisywanie dosé obszernych
fragmentow cudzej pracy w rozprawie doktorskiej, szczegdlnie jezeli sie z wynikow tej pracy
nie korzysta. Podobno motywacjg jest pokazanie, ze w dowodzie tym autorzy wykorzystujg
Cor. 3.3.6.

Sekeja 5.2 zawiera obszerne fragmenty pracy magisterskiej [Mrol8), z wynikéw tej pracy
réwniez autor nie korzysta, jedynie w Prop. 5.4.14 dowodzi, ze pewne rozwigzania osobliwoéci
osobliwej rozmaitosci kontaktowej jest rozmaitoscia generycznie kontaktowa w sensie Def.
5.2.1.

Pozostate czedci pracy zawierajs wstepy 1 omdwienia, niejednokrotnie podane w bardzo
chaotycznej postaci. Szczegdlnie niezrozumialy jest dobér faktéw, ktérych dowody zostaty
przytoczone. Rozprawa w zdecydowanej wigkszodei sktada sig z tekstéw nieoryginalnych, o
ile twierdzenia propozycje, lematy sg wladciwie oznaczone, to w prypadku dowodéw takich
oznaczeil juz nie ma. Na przyklad poréwnujgce dowdd Tw. 5.2.4 z dowodem [Mrol8, Tw. 2.5]
W rozprawie mamy

“T'he line bundle L associated with the generically contact structure must be isomorphic
to Ox(d) for some d € Z.”
natomiast w [Mrol§]

“Ustalmy na P?"*! nigdzie zerows, skrecong forme # : TP2 — [ Jednowymiarowa
wigzka liniowa L nad przestrzenia rautows jest izomorficzna z O{d + 1) dla pewnego d.”

[ w ten sam sposdb przez caly dowéd. Niestety nie tylko ten dowdd tak wyglada, ale znacza-
ce fragmenty rozprawy. Nie tylko wyniki i dowody zawieraja, niejednokrotnie nieoznaczone
zapozyczenia. Sekcja 5.3.3 zawiera przepisane fragmenty z pracy [Kal06], zmodyfikowane w
sposéb niekiedy komiczny: zmiana oznaczen, zmiana kolejnodei liter, stéw, linijek.

Zgodnie z art. 187 ust. 1 i 2 Ustawy Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce ,Rozprawa
doktorska prezentuje ogdlna wiedze teoretyczng kandydata w dyscyplinie albo dyscyplinach

oraz umiejetnodé samodzielnego prowadzenia pracy naukowej lub artystycznej”
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Ze wzgledu na zakres zapozyczen, réwniez w tekstach omawiajacych stosowane metody,
nie sposdb stwierdzi¢, ze rozprawa speinia powyzsze wymaganie. Podobnie te fragmenty
rozprawy, ktory moge uznaé za autorskie, nie stanowia rozwigzania oryginalnego problemu
naukowego.

W przypadku oszacowan wymiaru systemu fundamentalnego, uzyskane wyniki sg nowe,
interesujace, ale wkiad autora w rozwdj metody jest na tyle znikomy, ze nie wyniki te nie
mogg stanowié podstawy do nadania stopnia doktora.

Zdecydowanie wickszy potencjal maja wyniki dotyczace osobliwych rozmaitodei kontakto-
wych, niestety ta cze$é pracy jest wyraznie nieukoticzona. W mojej ocenie wartosé tej czesci
rozprawy zhaczaco wzrosnie, jezeli antorowl uda sie odpowiedzieé na pojawiajace sie natural-
ne pytania, np. o zwigzek miedzy osobliwymi rozmaitosciami kontaktowymi, osobliwoéciami
kontaktowymi (wprowadzonymi przez Campane i Flennera)

Najwigkszym mankamentem rozprawy jest jednak ogromny zakres nieuprawnionych za-
pozyczen, nieoznakowanych cytowan. W mojej ocenie najlagodniej mozna ocenié to jako
naruszenie dobrych praktyk w dziatalnoéci naukowej.

Konkluzja: warunkowa

Biorge pod uwage powy#sze zastrzezenia przedstawiam warunkowsg konkluzgje rozpra-
wy. Rozprawa bedzie mogta zostaé przyjeta pod warunkiem przygotowania przez autora
poprawione] wersji rozprawy uwzgledniajacej nastepuigce kwestie:

1. Usunigcie z tekstu rozprawy fragmentéw, ktore zostaly przepisane z prac innych ma-
tematykéw, a ktére nie odgrywaja istotnej roli w badaniach autora (w szczegdlnosci
razdziat 4 7z wyjatkiem przyktadu 4.2.1, ktéry moze byé przeniesiony do rozdziatu 6,
wiekszosé trescl sekeji 5.1, 5.2, 5.3),

. usuniecie dowoddéw klasycznych faktéw z zakresu geometrii algebraicznej, ktére sg
przepisane (lub przetworzone) z dostepnych Zrédel, szczegdlnie tych, ktére nie sg
wykorzystane dalej w rozprawie, lub wykorzystane sg jedynie do dowoddw faktéw,
ktore nie sg w rozprawie wykorzystywane.

3. whadciwe oznaczenie cytowad faktéw (np. Lemat 5.3.7}, dowoddw (nawet jezeli te
dowody sa literacko przetworzone, ale zawierajace de facto te same rozumowania
matematyczne), omowien | wprowadzei.

4. wlasciwe oznaczenie dowoddw, ktére co prawda odunosza sig do sytuacii ogélniejszej,
ale rozumowania sg bezpodrednim przeniesieniem dowoddéw z przypadkéw szezegdl-
nych (np. Thm. 5.4.1, zdanie wprowadzajace moéwi, e rozmaitosci kontaktowe osobli-
we zostaty wprowadzone w taki sposdb, aby konstrukcja 5.3.1 dziatata, moim zdaniem
w pracy powinna znajdowaé sie uwaga, ze dowdd réwniez jest bezpodrednio przenie-
siony 7z przypadku klasycznego).

5. wladciwie oznaczenie autorstwa fragmentéw dowoddw wlasnych wynikéw, szczegdlnie
dotyczy to rozdziatu 3 i sekcji 3,3, zacytowanie wezeéniejszych wynikéw innyeh do-
tyczacych ograniczenia dolnego wymiaru systemu fundamentalnego oraz poréwnanie
ich z wynikami innych autoréw.

R}

Przyklady w nawiasach nie sg kompletng lista poprawek, a jedynie ilustracjg jakiego typu
zmiany sg potrzebne.
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