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Recenzja pracy doktorskiej mgra Ratata Mellera
“T'wo-sided bounds of moments of random chaoses
— real and vector case”

Przedstawiona do oceny praca doktorska magistra Rafala Mellera, liczaca 124 strony,
sktada sie z pleciu rozdzialéw, dodatku zawierajacego przeglad wazniejszych klasycz-
nych wynikéw uzywanych w rozprawie oraz bibliografii. Praca napisana zostala w

jezyku angielskim.

Tematyka przedlozonej rozprawy motywowana jest poszukiwaniem dwustronnych
oszacowarn momentéw zmiennych losowych o wartodciach w przestrzeni Banacha,
ktére mozna przedstawié jako wieloliniowe formy losowe
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gdzie a; _;, naleza do przestrzeni Banacha, a X1, X5, ... sa wzajemnie niezalez-
nymi zmiennymi losowym spelniajacymi pewne warunki na rozklad. Formy te w
literaturze nosza nazwe chaoséw losowych rzedu d € IN. W szczegdlnodei celem roz-
prawy jest znalezienie ”dajacego sie wyznaczy¢” wyrazenia H , ktére zalezy od p,
(@i ia)ir iy 1 TOZkIadu Xy, X3, ..., dla ktérego

Cld)~H < |V, < C(dH,

gdzie C(d) jest pewna staly, ktéra zalezy jedynie od rzgdu chaosu d.
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Badanie wlasnoéei chaoséw losowych jest waznym i aktywnie analizowanym zagad-
nieniem wspolczesnej probabilistyki. Oprécz znaczenia w rozwoju teorii rachunku
prawdopodobierfistwa, jak na przyklad w aproksymacji calek stochastycznych czy
pewnych zagadnieniach zwigzanych z rozwinieciami Fouriera, chaosy pojawiajg sie
w wielu problemach inspirowanych na przyktad modelami fizycznymi czy statystycz-
nymi. Zagadnienia te wpisujg sig w nurt badai prowadzonych przez warszawsks,
szkol¢ probabilistyczns,.

Przedstawiona do oceny rozprawe doktorsks podzieli¢ mozna na dwie, powigzane
ze sobg czesci: _

— cze8¢ w ktérej analizie poddano problem oszacowan momentéw dla nieujemnych
chaoséw losowych oraz pewnej klasy chaoséw losowych rzedu dwa (Rozdzialy 1, 2);
~ czedé dotyczaca oszacowan momentéw dla chaoséw o wartosciach w przestrzeni
Banacha (Rozdziaty 3, 4, 5).

Rozdzial 1 rozprawy doktorskiej Rafata Mellera poswigcony jest dwustronnym osza-
cowaniom jednorodnych tetraedrycznych chaoséw przy zalozeniu, Ze ay,. ., 2 0
oraz X;, i = 1,2,... sa niezaleznymi nieujemnymi zmiennymi losowymi. Zaklada-

jac, ze

1Xillzp < ClIXill, | (1)

dla kazdego p > 1 oraz pewnego C > 1, autor zauwazyt, iz X; jest bliskie produk-
towi log(C) niezaleznych zmiennych losowych o logarytmicznie wklgstych ogonach.
Pozwolito to na redukcje rozwazanego problemu do wyniku Lataty i Lochowskiego
[19], formalnie rozszerzajac wyniki uzyskane w [19] dla (X;) o log-wklgstych ogo-
nach do spelniajacych (1). .

W Rozdziale 2 autor skoncentrows! si¢ na znalezieniu oszacowan dla form kwa-
dratowych (d = 2) ewaluowanych na niezalesmych symetrycznych zmiennych lo-
sowych spetiajacych (1). Gléwny wynik, ktérym jest Twierdzenie 2.1.1, uogélnia
pracg Lataly [17], wykorzystujac podobny pomyst do uzytego w Rozdziale 1, czyli
zastapienie zmiennych losowych X; przez odpowiednio dobrany produkt niezalez-
nych zmiennych losowych o log-wklestym ogonie. Dowéd polegal w tym przypadku
na zdecydowanie subtelniejszej analizie, wymagajacej nie tylko umiejetnodcei zredu-
kowania problemu do dajacych si¢ zastosowaé wynikéw z pracy {1], ale tez paru
oryginalnych pomystéw.



Rozdzial 3 rozprawy doktorskiej Rafata Mellera podwigcony jest analizie dwustron-
nych oszacowan dla momentéw chaoséw gaussowskich rzedu 2 o wartodciach wekto-
rowych. Przy zalozeniu iz w danej przestrzeni Banacha wartosé oczekiwana gaussow-
skiej formy kwadratowej dominuje wartodé oczekiwana odpowiedniej formy liniowej,
autorowi udalo sie znalezé dwustronne oszacowania badanych momentéw. Zatozenie
to spetniajs miedzy innymi przestrzenie L,. Waznym i eleganckim wynikiem jest
Twierdzenie 3.1.7, dotyczace nieréwnoséci koncentracyjnej typu Hansona-Wrighta dla
form kwadratowych o wartoéciach w przestrzeni Banacha ewaluowanych na nieza-
leznych subgaussowskich zmiennych losowych. Tego typu wyniki sa niezwykle uzy-
teczne 1 majg szerokie zastosowanie, na przyklad w statystyce. Ten fragment pracy
subiektywnie uznatbym za szczegdlnie interesujacy.

Rozdziat 4 dotyczy badania momentéw chaoséw gaussowskich rzedu wigkszego niz-

9 w przestrzeniach Banacha. Autor sprytnie zastosowal tu ideeg z pracy Lataly
[16] wprowadzenia zmiennych gaussowskich indeksowanych przez grupe indekséw.
Pozwolito to na uzyskanie gornego oszacowania p— tej normy chaosu dla dowol-
nej przestrzeni Banacha. Dolne oszacowania udalo sie otrzymaé przy zalozeniach
analogicznych to tych, ktére poczyniono w Rozdziale 3. Pozwolilo to na uzyskanie
dwustronnych oszacowan na przyktad w przestrzeniach L, . Dodatkowo, rozwijajac
techniki wypracowane przez Adamczaka i Wolffa w (2], udalo sig rozszerzyé wynik
na ogdlny wielomian o wspélczynnikach w przestrzeniach Banacha ewaluowany na
niezaleznych zmiennych gaussowskich.

Celem Rozdzialu 5 jest zbadanie momentéw losowych form kwadratowych dla sy-
metrycznych zmiennych losowych o log-wklestych ogonach oraz wspéiczynnikach o
wartodciach w danej przestrzeni Banacha. Gléwnym wynikiem tego rozdziatu jest
Twierdzenie 5.1.3 dajace dwustronne oszacowania na p— tg norme chaosu unieza-
leznionego, przy zalozeniu, ze wspélezynniki formy sg o wartodciach w L, , a forma
jest ewaluowana na zmiennych losowych subgaussowskich. Technika dowodu polega
na subtelnej kombinacji idei wypracowanych w Rozdziale 3 w polaczeniu z [1].

Metodyka oraz techniki dowodowe uzyte w przedstawionej do recenzji pracy dok-
torskiej wymagaly opanowania zaawansowanych narzedzi teoretycznego rachunku
prawdopodobienstwa. Uzyte techniki kontynuuja, a w nicktérych miejscach znacz-
nie rozszerzaja idee wypracowane przez znanych probabilistéw zajmujacych sie za-
gadnieniami estymacji momentéw chaoséw losowych. Autor wykazal si¢ nie tylko
bieglodcia w stosowaniu istniejacych juz narzedzi ale tez kreatywnoscia w szuka-




niu wiasnych drég dowodowych. Wiele z oszacowan wymagalo znacznego naktadu
pracy i wytrwalosci w przeprowadzeniu wielopietrowych dowodéw. Wyniki przedsta-
wione w Rozdzialach 11 2 zostaty opublikowane w dobrych czasopismach o zasiggu
miedzynarodowym. Rezultaty zawarte w Rozdziatach 4, 5 maja duza szanse na opu-
blikowanie w bardzo dobrych migdzynarodowych czasopismach.

Praca napisana jest starannie, zaréwno pod wzgledem formalnym, jak i jezykowym.
Nieliczne, zauwazone przeze muie bledy nie majg wplywu na zdecydowanie pozy-
tywng oceng w tym wzgledzie. Gléwnym mankamentem, ktéry utrudnil czytanie

_ pracy, bylo w niektdrych miejscach zbyt czgste stwierdzanie iz pewne oszacowania
sa lotwe do zauwazenia lub pfzeliczenia. Jest tak zapewne dla osoby wprawnej w
technikach stosowanych w rozprawie, recenznetowi niekiedy zajelo to nieco wigcej
czasl.

Rozprawa doktorska magistra Rafala Mellera spelnia z nawigzka wszystkie wyma-
gania stawiane pracom doktorskim. Autor uzyskal oryginalne, ciekawe i niebanalne
wyniki.

Wnosze o dopuszczenie magistra Rafata Mellera do dalszych etapéw prze-
wodu doktorskiego oraz uznanie przedstawionej pracy doktorskiej za wy-

rézniaj acca. sie.
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