Wroctaw, 14 grudnia 2020r.

Zbigniew J. JUREK
Instytut Matematyczny
Uniwersytetu Wroctawskiego

RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ
pt. "Estimates of suprema of stochastic processes with application of the
chaining method" mgr. Rafala Martynka,
dla Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Uniwersytetu
Warszawskiego.

Problemtyke rozprawy doktorskiej Pana mgr. Rafala Martynka pt. "Es-
timates of suprema of stochastic processes with application of the chain-
ing method”, przygotowanej pod kierunkiem dr. hab. Witolda Bednorza,
mozna wywieéé z lat 70-tych i 80-tych ub. wieku, kiedy to bardzo aktywnie
rozpoczeto badania probabilistyczne na przestrzeniach Banacha i zwiazana
z nimi geometria. W tym m.in., badanie zbieznodci szeregbw elementow
losowych o warto$ciach w przestrzeniach Banacha. Wiaze sie to z takimi
matematykami jak m.in., A. de Acosta, X. Fernique, E.Gine, J. Hoffmann-
Jorgensen, M. Marcus, G. Pisier, M. Talagrand, a w Polsce m.in. S. Kwapieri,
K. Urbanik i W. Woyczyriski. Tematyka ta i jej uogoélnienia sa ciagle waznym
i rozwijanym nurtem wspolczesnych rozwazan probabilistyczno-funkcjonal-
nych, o czym $wiadezy choéby monografia Michaela Talagranda; poz. [32]
(i [33]) w bibliografii rozprawy.

1. Omoéwienie gléwnych wynikéw rozprawy.

Omawiana rozprawa sklada sie z pieciu rozdzialow, ze streszczenia i bib-
liografii liczacej 35 pozycji; w tym trzy wspolne prace doktoranta z jego
promotorem; tacznie to 81 stron plus strony i-vii.

Centralnym zagadnieniem badawczym jest znajdywanie gérnych i dol-
nych oszacowan dla supremum procesu stochastycznego (X;)eer, tj. wyrazen
postaci

Sx(T) = Elsup X;] := sup E[sup X}, skoneczony F C T,
teT FCcT teF

dla przeliczalnego zbioru T, ktéry ma strukture liniowo-metryczna.

Narzedziem badawczym (poréwnawczym) dla zbiorn indekséw T', z metryka
d, sa funkcjonaty

AT, d) = inf {8u MeA(Ap(t)), @ >0,
a(Tod) 1= il (sup > (2 A1)

il



gdzie kres dolny jest po tzw. zagniezdzonych (nested) partycjach A, n > 0,
zbioru T, takich, ze card(Ag) = 1 oraz card(A,) < 2°",n > 1. Ponadto,
A(A,(t)) to $rednica tego elementu partycji, ktory zawiera t € T'.
[Funkcjonaly powyzsze maja poczatki w pracach Fernique’a (1975) i Tala-
granda (1987); w bibliografii s to pozycje [8] i [28], odpowiednio.]

W poczatkowych latach oszacowania supreméw sum byly znajdywane
dla procesow Gaussowskich i procesow Bernoulliego. W rozprawie badane
sq procesy nieskoriczenie podzielne, dla ktorych istotnym byly ich szeregowe
reprezentacje (procesy punktowe) opisane przez J. Rosinskiego (1990); (praca
[23] w bibiografii).

Glownym wynikiem rozprawy (Rozdzial 4, Theorem 28) jest dowdd przy-
puszczenia/hipotezy Michaela Talagranad (pozycja [32] w bibliografii), ze dla
procesu nieskoriczenie podzielnego pewne oszcacowania jego supremum nie
zaleza od jego miary Lévy'ego v, tzn., ze v nie musi spelniaé technicznego
warunku H(Cy, d), podanego w Definicji 4, na str. 50 omawianej rozprawy:
(W procesie Lévy’ego v jest miarg wielkosei i ilogci skokow procesu.)

Doktadniej, w rozprawie dowiedziono nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Dla procesu postaci X, := Y i &it(Z;), gdzie zmienne
losowe T 3 t : Q — R spelniajg warunek [,(#*(w) A 1)v(dw) < oo oraz
(€i)i>1 sq zmiennymi losowymi Rademachera, istnieje rozktad zbioru indek-

sow T C Ty + Ty (suma Minkowskiego) taki, ze dla pewnej stalej L zachodzq

nierownosci

V2(Th, d2)+71(Th, de) < LE[sup Xier] oraz E[Supzen, | Xil] < LE[supyer Xi].

W dowodzie waznym krokiem jest skonstruowanie dopuszczalnego ciagu
partycji do oszacowania powyzszych funkcjonatéw +,; w rozprawie to Twierdze-
nie 21, na str. 51.

W Rozdziale 5, str. 73% (trzecia linia od géry), Autor pisze : As noticed
by M. Talagrand the contents of Chapter 4 apply not only to infinitely di-
visible process. To pozwala zauwazyé, ze niektore rozumowania z Rozdziatu
4 nie zaleza od struktury proceséw nieskoriczenie podzielnych i moga byé
zastosowane do innych procesow.

W tym kontekscie, innym waznym wynikiem z rozprawy sa dwustronne
oszacowania dla supremow proceséw empirycznych. Mianowicie, dla przestrzeni
probabilistycznej (§2,C, 1), ograniczonego i przeliczalnego zbioru T funkeji
f € L*(u) oraz dla X, Xy, ..., Xy niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozkladzie p, definiujemy supremum procesu empirycznego:

Sn(T) = E[ﬁgg] > (f(x) —/fdu)’],
i<N



dla ktorego dowiedziono (Rozdzial 5, Theorem 33) oszacowania:

Twierdzenie 2. Dla zbioru T C L*(u) funkcji f, o $redniej zero, istnieje
stata L ¢ rozktad T C Ty + T5, gdzie 0 € Ty, taki Ze

va(Ti,da) < LN"Y28y(T);
71(T,dos) < LSn(T);  E[sup Y _|f(Xi)|] < LSn(T),

fETiSN

gdzie dy jest metryka w Lo(u), a doe W L®(p).
[Uwaga: w rozprawie autor w/w zbior funkcji f oznacza przez JF !|

Podobnie jak powyzej autor znajduje analogiczne oszacowania dla pro-
cesow sektorowych (selector processes). Mianowicie, dla 0 < p < 11 ciagu
niezaleznych i jednakowo-roztozonych zmiennych losowych Bernoulliego 4;,
i < M, z prawdopodobienstwem sukcesu p, tzn. P(6; =1) =pi P(J; =0) =
1 — p, definiujemy oczekiwane supremum procesu

Su(T) := E[sup| Z ti(8; — p)|], gdzie T jest zbiorem ciagow t = (¢;).
=

i<M

Dla powyzszych sum, w Rozdziale 5, str.77, Theorem 34, dowiedziono nastepu-
jacveh oszacowan:

Twierdzenie 3. Isiniejg stata L i rozktad indekséw T C Ty + Ts taki, ze

v2(T1,d2) < Lp™ 280 (T);
N(Th,000) < LSM(T);  Efsup Y _ [t:]d] < LSu(T).

tcT i<M

[Uwaga: w rozprawie powyzsze d to p, za$ Sy (7)) to 6(T).]

Rozdzialy IV i V pochodza z preprintu, poz. [4] w bibliografii, opub-
likowanego na arXiv, autorstwa doktoranta i jego promotora.

W Rozdziale II najpierw autor omawia oszacowania dla Sg¢(T) (G= pro-
ces Gaussowski) i dla Sg(T") (B= proces Bernoulliego), ktére pochodza od
Fernique’a i Talagranda. Nastepnie w Theorem 11, str. 23, dowodzi, ze ist-
nieje 7 : T — 1%, dla ktorej Sp(T') szacuje sie z gory i dolu w terminach
funkcjonatu (7T} + 1), gdzie decompozycja Ty, T jest podana poprzez .

W Theorem 12, str. 27, udowodniono, ze Sg(¢(T)) < KSg(T) o ile
¢ := (¢;) spelnia pewnien techniczny warunek.

Ostatnia cze$¢ tego rozdzialu to odpowiedz na pytanie Krzysztofa Olesz-
kiewicza ( z UW ) o poréwnaniu stabych i mocnnych momentoéw dla szeregow
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postaci Y 7| xyey, gdzie zy sa wektorami z (osrodkowe;j) przestrzeni Banacha
z wlasnoscia stabej dominacji; Corollaries 4 i 5, na str. 37, w rozprawie.

Te i inne wyniki Rozdziatu II pochodza ze wspélnej pracy autora i jego
promotora, tj. pozycja |5] w bibliografii rozprawy.

W Rodziale III, w Theorem 15, str. 40, udowodnione jest

Twierdzenie 4. Niech funkcje ay : [0,1] — [0,00) bedg niemalejgce, pra-
wostronnie ciggle, a e,k = 1,2,.. bedg zmiennymi losowymi Rademachera.
Wtedy dla dowolnych n > 5 i u > 0 zachodzi nieréumodé

P(sup Y a(t)e, > 8u) < 53 P> ap(l)ex > u)

teio,1] =y =

Jest to pewne uogoélnienie nieréwnosci przewidywanej, w bardzo szczegél-
nym przypadku, przez W. Szatzschneidera ok. 30 lat temu; pozycja [26] w
bibliografii rozprawy. Powyzsze twierdzenie mozna tez wywie$¢ z twierdzenia
koncentracyjnego; w rozprawie to Theorem 16 na str. 41.

Te i inne wyniki z Rozdziatu III rozprawy pochodza ze wspoélnej pracy
doktoranta i jego promotora; pozycja [3| w bibliografii rozprawy.

Z powyzszego przedstawienia wynikow (Twierdzenia 1-4) widaé jak bardzo
istotnym byta szeregowa reprezentacja badanego procesu. Czesto, szeregow
zmiennych losowych Rademachera. Autor nie wspomina o sytuacjach gdzie
proces stochastyczny bytby zadany, na przyklad, catka losowa (stochasty-
czng) czy bytby rozwigzaniem stochastycznego réwnania rozniczkowego. Takie
zagadnienia, ktore wydaja sie by¢ trudne, moglyby mieé¢ szerokie zastosowa-
nia aplikacyjne.

2. Ocena uzyskanych wynikéw w rozprawie. Praca jest napisana
jasnym i poprawnym jezykiem (matematyki), a drobne uwagi redakcyjne,
zalaczone oddzielenie, nie wyplywaja na ogolna ostateczna opinie. Na naj-
wyzsza ocene zashluiguja uzyskane odpowiedzi na pytania, przypuszczenia,
Michaela Talagranda, przytoczone powyzej. Talagrand jest wybitnym znawca
i wspoltwéreg tej teorii. Autor rozprawy wielokrotnie korzysta lub odnosi
sie do jego dawnych i ostatnich wynikéw lub wprost dziekuje mu za jego
wskazowki i komentarze; str. 16¢ czy str. 723. | Przypomnijmy, ze bibli-
ografia rozprawy doktorskiej liczy 35 pozycji, z czego 7 to prace Talagranda.]

Dowody wielu faktéw i twierdzeri w rozprawie sg dalece niebanalne, czy
to w aspekcie rachunkowym czy koncepeyjnym. W kilku miejscach korzysta
si¢ z metod i twierdzen analizy funkcjonalnej oraz topologii, co dowodzi, ze
autor opanowal znaczne obszary zaawansowanej matematyki.



[Warto podkresli¢, ze rozprawa doktorska mgr. Rafala Martynka wpisuje
si¢ dtuga historie badan, z tego obszaru, probabilistow Uniwersytetu Warsza-
wskiego. Dowodzg tego przypomniane w recenzji wyniki, osoby i problemy
matematyczne rozwazane w warszawskim $rodowisku na przestrzeni wielu
dekad.|

3. Konkluzja. Rozprawa doktorska mgr. Rafala Martynka zawiera
bardzo wartosciowe i nowe wyniki, ktére ponadto sa odpowiedzia na pytnia
i otwarte hipotezy wybitnych znawcéw problematyki szacowania $rednich
supreméw sum niezaleznych zmiennych losowych. Na rozprawe skladaja
sie trzy publikacje mgr. Rafala Martynka z jego promotorem, w ktorych,
zaktadam, udzial doktoranta byl bardzo istotny, co dowodziloby tez jego
umiejetnosci prowadzenia pracy naukowej, o ktérym to wymaganiu jest mowa
w ponizej przytoczonym art. 13.1.

Konkludujac, uwazam, ze rozprawa doktorska Pana mgr. Martynka spet-
nia wymagania art. 13.1 Ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym
z dn. 14 marca 2003r. i wnosze o dopuszezenie go do dalszych etapow prze-
wodu doktorskiego.

Z powazaniem,/
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