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1. Charakterystyka tematu, celu i tezy badawczej rozprawy

Rozprawa wpisuje si¢ w dynamicznie rozwijajacy si¢ obszar badan nad strukturg geometryczna
danych wysokowymiarowych, ze szczegdlnym uwzglednieniem lokalnego wymiaru
wewngtrznego rozmaitosci danych oraz jego zastosowan w nowoczesnych metodach uczenia
maszynowego. Tematyka pracy ma istotne znaczenie zarowno teoretyczne, jak i praktyczne:
lokalny wymiar wewnetrzny stanowi pomost miedzy abstrakcyjng geometria danych a
konkretnymi decyzjami modelowymi, takimi jak dobor architektury, rozmiaru przestrzeni
ukrytej czy strategii uczenia modeli generatywnych i klasyfikatorow. W dobie coraz wiekszych
i bardziej ztozonych zbioréw danych potrzeba narzedzi pozwalajacych wiarygodnie opisywac
lokalng ztozono$¢ rozkladu staje sie kluczowa dla oceny generalizacji modeli, projektowania
benchmarkow oraz diagnozowania trudnych regionéw przestrzeni cech, co uzasadnia wage
podjetego w rozprawie problemu.

Recenzowana rozprawa doktorska podejmuje aktualny i istotny problem estymacji lokalnego
wymiaru wewnetrznego danych wysokowymiarowych, osadzony w szerszym kontekscie
hipotezy rozmaitosci i nowoczesnych metod modelowania gestosci. Celem pracy jest
zaproponowanie i doglebna analiza metod szacowania lokalnej struktury wymiarowe;j
rozktadéw danych, ze szczegdlnym uwzglednieniem podejs¢ opartych na sieciach
neuronowych i procesie Wienera, oraz ocena ich zachowania na realistycznych zbiorach
danych. Teza badawcza rozprawy jest stwierdzenie, ze lokalny wymiar wewnetrzny mozna
wykry¢ z zachowania rozktadu danych pod dziataniem kontrolowanego szumu Gaussa, a nowo
zaproponowane algorytmy i benchmarki pozwalajg zaréwno na skalowalne szacowanie
lokalnego wymiaru, jak i na bardziej krytyczng oceng istniejacych metod.

2. Zawartos¢ rozprawy

Recenzowana praca mgr Piotra Tempczyka sktada si¢ z siedmiu rozdzialéw oraz dodatku.
Dokument liczy 122 strony.



Rozdzial 1 stanowi wprowadzenie do problematyki estymacji lokalnego wymiaru
wewnetrznego (Local Intrinsic Dimension, LID) danych wysokowymiarowych, osadza badania
w kontekscie hipotezy rozmaitosci (manifold hypothesis), definiuje problem lokalnego
wymiaru wewnetrznego jako wlasnosci punktowej i zaleznej od skali, a nastepnie przybliza tto
historyczne, wklad wlasny autora, pokrewna literature oraz plan dalszych rozdziatow. Autor
podkresla, ze efektywna wymiarowos¢ danych w praktyce nie jest statg globalna, lecz zmienia
si¢ w zalezno$ci od polozenia i skali obserwacji oraz zalezy m.in. od krzywizny, brzegdw,
szumu i niejednorodnosci probkowania, co motywuje perspektywe lokalng zamiast usredniania
po catym zbiorze. Rozdziatl definiuje intuicyjnie rozmaitos¢ danych: zbidr obserwacji jest
traktowany jako (lokalnie) d-wymiarowa struktura zanurzona w przestrzeni o wymiarze D, z
rozroznieniem kierunkdéw stycznych (poruszajacych si¢ ,,po” rozmaitosci) i normalnych
(oddalajacych od niej). Autor podaje tez proste przyklady obiektéw o réznym wymiarze
wewnetrznym i1 wykorzystuje je do uzasadnienia, ze wymiar ma sens jako liczba lokalnie
dostepnych stopni swobody. LID jest definiowany jako miara opisujaca, ile ,,aktywnych”
kierunkow zmiennosci wystepuje w matym sagsiedztwie punktu zapytania, przy czym parametr
skali kontroluje, jak lokalnie mierzymy geometri¢ danych. Nastepnie rozdzial omawia
zastosowania LID, traktujac go jako narzedzie diagnostyczne taczace geometri¢ danych z
praktyka uczenia maszynowego. Wsrod przywotywanych obszaréw pojawiaja si¢ m.in. analiza
dynamiki uczenia i reprezentacji w sieciach (Sledzenie zmian zmniejszania si¢ reprezentacji),
dobdér docelowego wymiaru w redukcji wymiarowosci, weryfikacja zalozen w uczeniu
rozmaitosci 1 estymacji gestosci, dobor rozmiaru przestrzeni ukrytej w autoenkoderach,
uogoblnianie, analiza zapamietywania przykladow w modelach generatywnych, detekcja
obiektow spoza dystrybucji oraz zwigzek LID z btedem rekonstrukcji i niepewnoscia predykcji.
Wspdlnym mianownikiem tych przyktadéw jest teza, ze lokalna wymiarowos$¢ pozwala
analizowa¢ niejednorodnos¢ ztozonosci danych, co moze pomagaé¢ zaréwno w doborze
architektury i hiperparametrow, jak i interpretacji zachowania modeli. Dalej autor przybliza
histori¢ estymacji wymiaru wewnetrznego: od liniowych miar w rodzaju PCA, poprzez
estymatory oparte o najblizszych sgsiadéw 1 idee fraktalne (skalowanie licznosci par w
promieniu), az po metody maksymalizacji wiarygodnosci i nowsze lokalne estymatory
uwzgledniajace zjawiska koncentracji miary. Jest tez formalizacja LID jako obiektu $cisle
lokalnego, z powigzaniami do teorii wartosci ekstremalnych i zastosowan w analizie anomalii
czy wyszukiwaniu podobienstwa, a takze przyklady uzycia LID w kontekscie podatnosci na
ataki adwersarialne. Wida¢, ze klasyczne, nieparametryczne techniki (ANN i pokrewne) maja
ograniczenia przy bardzo wysokiej wymiarowosci i zlozonosci danych, co stanowi punkt
wyjs$cia dla rozwigzan neuronowych rozwijanych w pracy.

Sekcja ,,My Contribution™ streszcza trzy gtowne elementy nowosci rozprawy. Po pierwsze,
autor stworzyt LIDL - estymator LID oparty o neuronowa estymacj¢ gestosci (w praktyce z
uzyciem przeptywow normalizujacych (normalizing flows)), ktory bazuje na kontrolowanym
zaburzaniu danych szumem Gaussa i1 odczytywaniu wymiaru z nachylenia zaleznosci
logarytmu gestosci od szumu, co daje sterowanie granulacja probkowania i lepsza skalowalnos¢
do danych wysokowymiarowych. Po drugie, autor proponuje zastosowanie procesu Wienera
(dyfuzji) jako wspdlng metode dla wielu wspdtczesnych metod neuronowych estymacji LID,
porzadkujac je (m.in. na metody .,izolowane™ i ,holistyczne”) oraz wyjasniajac, ze rozne
algorytmy w istocie odczytuja ten sam sygnal krotkoczasowego zachowania rozmytej
(zdyfundowanej) gestosci, tylko w innych wspdtrzednych: przez nachylenia logarytmu
wiarygodnosci, widma Jacobianu lub geometria funkcji score. Po trzecie, praca proponuje
nowoczesny zestaw benchmarkow i transformacji testowych, ktore maja testowac estymatory
LID na cechach zwykle powodujacych btedy (niejednorodnos¢, krzywizna, brzegi, ,,cienkie”
struktury, blisko$¢ komponentow, efekty licznosci proby) oraz laczy¢ narzedzia analityczne z
danymi domenowymi poprzez transformacje zachowujace strukture.



W _Related Work™ autor grupuje literature tematycznie: przeglady i benchmarki, prace
podstawowe i wczesne estymatory, metody oparte o wiarygodnos¢ i ANN, estymatory
wykorzystujace katy i/lub widma, podejscia minimalistyczne i wieloskalowe, formalizacje
LID, zastosowania w uczeniu reprezentacji oraz najnowsze estymatory neuronowe (m.in.
opartych o przeplywy i dyfuzje), ktére wpisuja si¢ w proponowang w rozprawie metode
dodawania szumu w celu analizy lokalnej geometrii. Rozdzial konczy omoéwienie zawartosci
pracy.

Rozdzial 2 przedstawia metod¢ LIDL (Local Intrinsic Dimension estimation using approximate
Likelihood) wraz z jej uzasadnieniem teoretycznym, analizg zachowania w przykladach o
znanej postaci rozkladu oraz serig kontrolowanych eksperymentow numerycznych, w ktorych
zaklada si¢ idealny dostep do zageszczonej (po zaszumieniu) gestosci, tak aby obserwowane
btedy wynikaly z samej konstrukeji estymatora, a nie z niedoskonatosci modelu gestosci. Autor
zaczyna od intuicji: dodanie izotropowego szumu Gaussa o odchyleniu standardowym o do
danych lezacych lokalnie na d-wymiarowej rozmaitosci w D-wymiarowe] przestrzeni
powoduje, ze logarytm gestosci w punkcie na rozmaitos$ci zmienia si¢ w przyblizeniu liniowo
wzgledem log o, a nachylenie tej zaleznosci niesie informacj¢ o d (doktadniej: o d-D), co
pozwala odzyskac¢ lokalny wymiar przez prostg regresje liniowa po kilku poziomach szumu.

W cze$ci formalnej rozdziat precyzuje zalozenia: rozwazana jest gladka miara
prawdopodobienstwa wsparta na d-wymiarowej, gtadkiej i (poczatkowo) spojnej, zanurzonej
podrozmaitosci S zawarty w D-wymiarowej przestrzeni euklidesowej, a nastepnie analizowana
jest gesto$¢ rozktadu po splocie z N(0,2I). Kluczowa konstrukcja dowodu opiera sie na
lokalnym rozkladzie przestrzeni w punkcie x €S na sktadowa styczng i normalng
(dekompozycja na przestrzen styczng i normalng), reprezentacji rozmaitosci jako wykresu
funkcji o zerowej pochodnej w zerze (stad dominacja sktadnika drugiego rzedu) oraz na
oszacowaniach calki splotu po matlej kuli wokot x. W efekcie otrzymuje si¢ twierdzenie gtowne
(2.2.7), ktore mowi, ze dla matych o zachodzi przyblizenie log p,(x) = (d — D)log o +
0(1); praktycznie oznacza to, ze dopasowanie prostej do punktow (log o;,10g P, (x)) daje
estymate d po przeksztalceniu nachylenia.

Autor nastgpnie omawia procedur¢ obliczeniowa: dla wybranej listy poziomoéw szumu
01, .-, Oy, tWorzy si¢ zaszumione zbiory danych, uczy si¢ dla kazdego z nich model gestosci (w
pracy jako przyktad wskazane sa przeplywy normalizujace, ale podkresla si¢ ,,agnostycznos¢”
metody wzgledem wyboru estymatora gestosci), a potem dla kazdego punktu zapytania
wykonuje si¢ regresje liniowa po skali i odczytuje wymiar. Waznym elementem jest
interpretacja o jako jawnego parametru skali: rozdzial pokazuje, ze zwiekszanie 6 prowadzi do
»ignorowania” struktur ciefnszych niz dana skala (np. w rozktadach o bardzo anizotropowych
wariancjach), co czyni z LIDL narzedzie pozwalajace $wiadomie ustawi¢ rozdzielczos¢
geometrii, a jednoczesnie ulatwia tlumienie drobnoskalowego szumu obserwacyjnego. Autor
zestawia t¢ wlasnos$¢ z klasycznymi metodami sgsiedztwa (ANN), gdzie skala jest posrednio
kontrolowana przez liczbe sgsiadéw lub promien i silnie zalezy od lokalnej gestosci oraz
liczebnosci proby.

Rozdzial rozszerza tez zakres zalozen geometrycznych: omawia przypadek rozmaitosci
niespdjnych oraz sytuacje z samo-przecigciami, przechodzac od zanurzen do tzw. ,,dobrych
immersji” (good immersions) spelniajacych warunek skonczonos$ci przeciwobrazu w lokalnym
otoczeniu. Pokazane jest, ze w punkcie przeciecia (lub w otoczeniu, gdzie naktadaja si¢ obrazy
kilku sktadowych) dominowa¢ bedzie wktad tej skladowej, ktéra ma najmniejszy wymiar
(formalnie pojawia si¢ minimum po wymiarach sktadowych odwzorowujacych si¢ w dane x),
co stanowi wazng wskazdwke interpretacyjng dla danych bedacych unia rozmaitosci.

W czgsci z przyktadami analitycznymi autor pokazuje przypadki, w ktorych mozna policzy¢
zachowanie estymatora wprost. Dla rozkladu jednostajnego na otwartym podzbiorze
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przestrzeni euklidesowej zanurzonym w tej przestrzeni okazuje si¢, ze dla punktow
wewnetrznych (z dala od brzegu) zachowanie logarytmu gestosci po zaszumieniu prowadzi do
wlasciwego nachylenia i tym samym poprawnej estymacji wymiaru. Dla anizotropowego
Gaussa w przestrz. euklidesowej, Autor wyprowadza wynik pokazujacy, ze w przedziale o
pomiedzy kolejnymi odchyleniami standardowymi estymata odpowiada w przyblizeniu liczbie
»grubych” kierunkéw (tych o wariancji wiekszej niz ¢?), co formalizuje obserwowane
wezesniej ,,odcinanie” cienkich wymiaréw przez parametr skali. Analizowany jest tez
przypadek dyskretnych punktéw na prostej (0-wymiarowa rozmaitosc), gdzie otrzymuje sie
warunki na ¢ zapewniajace kontrole dodatkowego sktadnika w logarytmie (zaleznego od sumy
wyktadnikow), oraz wariant ,,idealnej linii” z rozktadem normalnym wzdhuz jednego wymiaru,
gdzie blad estymacji zalezy od potozenia punktu (ro$nie z kwadratem odleglosci od srodka),
ale jego wartos¢ oczekiwana moze by¢ kontrolowana.

Ostatnia duza czes¢ rozdziatu bada zachowanie LIDL w r6znych sytuacjach, przy czym gestos¢
po zaszumieniu jest liczona analitycznie lub numerycznie (bez btedu uczenia modelu gestosci).
Dla rozktadu jednostajnego na odcinku autor pokazuje typowy efekt brzegowy: w poblizu
koncoéw nosnika pojawia si¢ blad estymacji, a obszar problematyczny skaluje si¢ z ¢. Dla
rozkt.Gaussa na linii potwierdza si¢ narastanie btedu wraz z oddalaniem si¢ od $rodka (spdjne
z analizg ,,idealnej linii”), a nastepnie omawia si¢ wpltyw krzywizny na przykladzie rozktadu
jednostajnego na okregu, gdzie dla zbyt duzych ¢ estymata zaczyna ,,spada¢” w strong zera
(interpretowane jako utrata rozdzielczosci i usrednianie struktury przez zbyt silne rozmycie).
Analizowany jest tez przypadek dwodch bliskich, réwnolegltych sktadowych (sasiednich
komponentéw rozmaitosci): gdy o staje si¢ poréwnywalne z ich odlegltoscia, pojawia sie
dodatnie obcigzenie, a przy jeszcze wickszej skali algorytm zaczyna ,,widzie¢” obie sktadowe
jako jedng strukture. Rozdzial konczy sie krotka informacja, ze na dodatkowych syntetycznych
zbiorach przy idealnych gestosciach uzyskiwano praktycznie dokladne estymacje, oraz
zebraniem wnioskow.

Rozdzial 3 proponuje zastosowanie procesu Wienera (dyfuzji Browna) jako wspolny jezyk do
analizy wspodtczesnych estymatoréw lokalnego wymiaru wewnetrznego, w ktorych pierwszym
krokiem jest dodawanie kontrolowanego szumu Gaussa o wariancji zaleznej od ,,czasu™ t. Autor
pokazuje, ze taka perturbacja danych jest rownowazna obserwowaniu ewolucji gestosci w
réwnaniu dyfuzji (drugie prawo Ficka - rdwnanie ciepta), co pozwala przeformutowaé obiekty
uzywane w algorytmach LID tak, aby zamiast pochodnych po czasie (po skali szumu) pojawily
si¢ pochodne przestrzenne, czyli operatory rézniczkowe dziatajace na gestosci w przestrzeni
danych. W efekcie rozdziat unifikuje etap zaszumiania wielu metod (m.in. LIDL, FLIPD oraz
podejs¢ opartych o dyfuzje i modele generatywne) i dostarcza narzedzi do analitycznego ich
wyjasniania. Autor formalizuje dyfuzj¢ poprzez splot poczatkowej miary prawdopodobienstwa
ps (wspieranej na rozmaitosci) z jadrem Gaussa o kowariancji 7/, co daje gestos$¢ spetniajaca
réwnanie ciepla. Aby ograniczy¢ zlozonos¢ krzywizny, analiza w tym rozdziale koncentruje
si¢ na rozmaitosciach plaskich: bez straty ogdlnosci rozmaitos¢ jest utozsamiana z D-
wymiarowa przestrzen euklidesowa zanurzong jako pierwszy czynnik w rozkladzie RP =
R% x RP~4, co umozliwia rozdzielenie zmiennych i jawne obliczenia Laplasjanu dla gestosci
po dyfuzji. Kluczowy wynik to wyprowadzenie wzoru na Laplasjan gestosci zdyfundowanej
zardwno poza rozmaitoscia, jak i na niej, co staje si¢ pdzniej ,,tacznikiem” migdzy dynamika
po skali szumu a geometrig (wymiarem) nosnika danych.

Nastepnie, w sekeji 3.3, rozdziat przechodzi od opisu PDE do estymacji LID, reinterpretujac
LIDL jako aproksymacje nachylenia krzywej (log t,log p;(x)) dlat — 0. Zamiast estymowac
to nachylenie regresja po wielu t, autor wprowadza ,,reparametryzowane nachylenie”, ktore
dzieki réwnaniu ciepla stanowi lokalny (r6zniczkowy) odpowiednik nachylenia uzywanego w
LIDL/FLIPD. Pokazane jest, ze dla funkcji o odpowiednim zachowaniu przy t — 0 rézne
sposoby definiowania asymptotycznego nachylenia (przez log p; wzgledem log t albo przez
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granice¢ ilorazu pochodnych) sa réwnowazne, co uzasadnia zamiane regresji na analize
pochodnej i otwiera droge do obliczen zamknigtych postaci. Co istotne, rozdzial podaje
elegancka formute na 7,(x) w terminach gestosci na R% po dyfuzji (czyli p, rozpisanej na
czynnik ,,styczny™), co pozwala explicite bada¢ wplyw niejednorodnosci gestosci oraz
potozenia punktu.

W sekeji 3.4 autor ilustruje powyzszy punkt widzenia na zestawie kanonicznych przyktadéw,
ktore odstaniaja zrédla obciazen estymatora w skonczonym t. Dla ,stalej” gestosci na R%
(traktowanej jako przypadek teoretyczny) otrzymuje si¢ brak obcigzenia: 7,(x) =d — D
niezaleznie od t, co pokazuje, ze w idealnie jednorodnym wnetrzu ptaskiej rozmaitosci
mechanizm LIDL dziala perfekcyjnie. Dla rozkladow normalnych rozdziat wyprowadza
postacie, ktére wyjasniaja dwa typowe zjawiska z eksperymentéw: (i) ,,paraboliczny” wzrost
dodatniego obcigzenia w rejonach malego prawdopodobienstwa (duze ||x|| lub skrajne
wspolrzedne) oraz (ii) ,,schodkowe™ zachowanie przy anizotropii (r6zne wariancje w ré6znych
kierunkach), gdzie zmiana skali t powoduje, ze kolejne kierunki zaczynaja dominowaé w
wyrazeniu na nachylenie. Dla rozkladu jednostajnego na przedziale i hiperszescianie analiza
redukuje problem do wersji jednowymiarowej i pokazuje, jak pojawiaja si¢ efekty brzegowe
(w poblizu granicy nosnika), co formalnie uzasadnia obserwowane w rozdziale 2 btedy LIDL
przy punktach blisko brzegoéw.

Rozdzial omawia tez przypadki wielosktadowe: unie rozmaitosci rownoleglych, przecinajacych
si¢ oraz ogdlnie wypukte kombinacje rozkltadow. Kluczowy wniosek ilosciowy jest taki, ze
wplyw odlegtych komponentéw zanika wyktadniczo wraz z kwadratem separacji w skali t, co
pozwala precyzyjnie opisac, kiedy komponent ,,zaczyna przeszkadzac¢” w estymacji (gdy t jest
na tyle duze, ze dyfuzja ,,przenosi mas¢” miedzy komponentami). Dla przecige¢ rozmaitosci
rozdzial pokazuje, ze estymowane nachylenie znajduje si¢ pomiedzy wymiarami sktadowych,
a o jego wartosci decyduja wagi asymptotyczne (czyli relatywny wktad gestosci po dyfuzji z
kazdej sktadowej w punkcie przeciecia).

W konkluzji autor podkresla, ze ujecie w kategoriach procesu Wienera i rownania ciepta
dostarcza spdjnego aparatu do analizy wielu wspdlczesnych estymatorow LID: zamienia
problem ,.jak zmienia si¢ logarytm wiarygodnosci z t” na problem ilorazow pochodnych
przestrzennych, ktéore moga by¢ pozyskiwane z dowolnego modelu gestosci/score.
Jednoczesnie, podejscie to jasno identyfikuje tryby dzialania i zrédta btedéw przy skonczonym
t: niejednorodnos¢ gestosci, punkty z obszarow matego prawdopodobienstwa, brzegi no$nika
oraz interferencje miedzy skladowymi w uniach rozmaitosci. Rozdzial sugeruje tez, ze
analogiczne narzedzia mogag zostaé rozszerzone na przypadki zakrzywione (zalezno$¢ od
geometrii) 1 bardziej ztozone uklady wieloskladowe, stanowigc fundament pod korekty
obcigzen i warianty estymatoréw LID, ktére bardziej uwzgledniaja PDE.

Rozdzial 4 przedstawia empiryczne poréwnanie LIDL z klasycznymi estymatorami lokalnego
wymiaru wewnetrznego na syntetycznych zbiorach danych o znanej wymiarowosci, z
naciskiem na trzy aspekty: skalowalnos$¢ do bardzo wysokich wymiarow, zachowanie na
rozmaitosciach wieloskalowych (silnie anizotropowych) oraz dziatanie na rozmaitosciach
zakrzywionych i bedacych unig sktadowych o r6znych wymiarach. Autor podkresla, ze analiza
jest prowadzona na danych syntetycznych, poniewaz tylko tam dostepne s3a wartosci
referencyjne (ground truth), a wyniki sg raportowane jako wzgledne obciazenie (relative bias),
relative MAE oraz wariancja estymat w wielu powtorzeniach losowania proby.

Najpierw, rozdzial krétko przypomina role modeli normalizing flows jako estymatorow
gestosci, ktore sa kluczowe dla LIDL w praktyce: uczone sa odwracalne transformacje
mapujace prosty rozklad bazowy na rozklad danych, a trening polega na maksymalizacji
log-wiarygodnosci. W eksperymentach wykorzystywane sg trzy architektury przeplywow
(MAF, RQ-NSF, Glow). Jednoczesnie w czesci pordwnawczej jako ,.klasyczne” punkty
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odniesienia autor przyjmuje zestaw metod dostepnych w bibliotece scikit-dimension,
zaznaczajac, ze niektore algorytmy (w szczegolnosci FisherS i DANCo) zostaty wykluczone z
testow w wysokich wymiarach ze wzgledu na problemy z pamigcig lub nieakceptowalny czas
dziatania.

W sekeji 4.2 autor omawia protokdt ewaluacji i wyniki trzech blokéw eksperymentow. Po
pierwsze, w tescie skalowalnosci uruchomiono metody na rozkladach jednostajnych i
normalnych o wymiarowosci siegajacej 4000 (przy stalej licznosci proby rzedu 10 tys.
punktdéw), a nastepnie oceniano, jak btad rosnie wraz z wymiarem. Z tabel i wykreséw wynika,
ze LIDL utrzymuje male wzgledne bledy nawet dla wymiaréow liczonych w tysigcach (rzedu
kilku procent), podczas gdy wiekszos¢ klasycznych estymatorow zaczyna wyraznie
degradowac juz powyzej okoto 100 wymiardw, a przy okoto tysigcach wymiardw ich estymaty
stajg sie skrajnie zanizone lub niestabilne; na tle metod klasycznych najlepiej wypada ESS, ale
i ona pozostaje stabsza od LIDL w najwyzszych wymiarach. Autor ilustruje to m.in. na
przyktadzie rozktadu jednostajnego na hiperszescianie, gdzie na wykresie zestawia si¢ estymaty
wielu algorytmow w funkeji prawdziwego d, pokazujac, ze krzywa LIDL pozostaje blisko
przekatnej takze dla bardzo duzych d.

Po drugie, rozdziat analizuje wptyw anizotropii i wieloskalowosci (multiscale manifolds), gdzie
dane maja ,.cienkie” i ,,grube” kierunki zmiennos$ci oraz gdzie klasyczne metody oparte o
sasiedztwa moga narusza¢ zatozenia o lokalnej jednorodnosci i w efekcie ujawnia¢ zaleznos¢
estymaty od rozmiaru proby. Autor pokazuje, ze wiele estymatoréow daje inne wyniki dla
réoznych licznosci zbioru (co jest problematyczne interpretacyjnie, bo nie wiadomo, czy
obserwowany ..dryf” to jeszcze btad skonczonej préby, czy juz trwate obcigzenie), natomiast
LIDL dzigki jawnemu parametrowi skali ¢ utrzymuje stabilne estymaty w funkcji liczebnosci
danych w dwdch rozwazanych ustawieniach skali. Jako metody relatywnie stabilne w tym
scenariuszu wskazywane sa tez niektore podejscia sasiedztwowe (np. KNN, MiND-ML), ale
ogolna konkluzja jest taka, ze mozliwo$¢ $wiadomego ustawienia skali w LIDL stanowi
praktyczna przewage przy danych wieloskalowych.

Po trzecie, rozdzial przechodzi do rozmaitosci zakrzywionych i unii rozmaitosci: testowane sg
klasyczne benchmarki, a takze tzw. zbior ,,lollipop™, ktdry sklada sie ze sktadowych o wymiarze
0, 1 1 2. Na rozmaitosciach zakrzywionych LIDL osiaga ,.przyzwoite” wyniki (male wzgledne
obcigzenie i MAE), cho¢ w niektérych przypadkach proste metody lokalne, takie jak IPCA i
ESS, potrafig by¢ jeszcze dokladniejsze, co autor wigze z faktem, ze w tym eksperymencie
gestos¢ jest estymowana niedoskonale przez model przepltywowy, podczas gdy w rozdziale 2
pokazano niemal perfekcyjne dziatanie LIDL przy ,idealnych” gestosciach. Najbardziej
diagnostyczny jest jednak eksperyment ,,lollipop™: o ile na czgsciach 1D i 2D wiele metod radzi
sobie dobrze, o tyle komponent 0-wymiarowy (wielokrotne kopie tego samego punktu)
powoduje, ze prawie wszystkie klasyczne algorytmy nie potrafig zbiec do sensownej estymaty;
poprawa zbieznosci po dodaniu minimalnego jitteru szumem prowadzi z kolei do btednych
estymat bliskich 2. Autor podkresla, ze LIDL potrafi poprawnie odtworzy¢é wymiar
komponentu 0D, a dodatkowo LIDL dzigki doborowi skali dziatania pozostaje poprawny takze
po zaszumieniu, poniewaz moze ,,zignorowaé” sztucznie wprowadzong mikroskalowa grubosé
danych.

W podsumowaniu autor stwierdza, ze LIDL jest konkurencyjny wzgledem klasycznych metod
na typowych benchmarkach, a jego kluczowa przewaga jest skalowalnos¢ do tysiecy wymiarow
1 mozliwos¢ jawnego sterowania skalg, co stabilizuje zachowanie na danych anizotropowych i
wieloskalowych. Autor zaznacza tez, ze poniewaz LIDL estymuje nachylenie zaleznosci
log-wiarygodnosci od skali, systematyczny btad (bias) w samej log-wiarygodnosci w duzej
mierze przesuwa wyraz wolny regresji, natomiast szum w estymacji gestosci zwieksza przede
wszystkim wariancje, co sugeruje, ze dalsze usprawnienia moga wynika¢ zaréwno z
mocniejszych modeli gestoscei, jak i z bardziej odpornych procedur regres;ji.



Rozdzial 5 prezentuje eksperymentalng ocene LIDL na rzeczywistych zbiorach obrazow,
pokazujac, ze estymaty lokalnego wymiaru wewnetrznego liczone per-probka maja sensowng
interpretacje jakosciowa, sa wrazliwe na dobor skali dzialania ¢ (w tym na szum
dekwantyzacji), mogg by¢ stabilizowane przez usrednianie po wielu modelach gestosci, a takze
koreluja z zachowaniem innych modeli uczenia maszynowego (autoenkoderéw i
klasyfikatorow). Autor organizuje rozdzial w cztery bloki: (i) analiza jakosciowa i
nstrukturalna” na zbiorach MNIST, FMNIST i CelebA, (ii) badanie zakresu roboczego
parametru ¢ oraz wplywu dekwantyzacji, (iii) redukcja bledu przez zwiekszanie liczby modeli
n w estymacji, oraz (iv) powigzanie LID z miarami trudnosci zadania w rekonstrukeji i
klasyfikacji.

W sekeji 5.1 LIDL uruchamiany jest na trzech popularnych zbiorach: MNIST i FMNIST (oba
o wymiarze rzedu 1 tys. pikseli) oraz CelebA (rzedu 12 tys. pikseli), przy czym jako estymator
gestosci zastosowano model Glow. Dane sa sortowane wedtug estymowanego LID, a autor
zauwaza, ze przyktady wizualnie bardziej zlozone (np. bardziej ,,bogate” w szczegoly, mniej
jednoznaczne, z wieksza zmiennoscig ksztaltu/tekstury) systematycznie trafiajag na koniec
rankingu z wyzszym LID, podczas gdy obrazy proste i ,.tatwe™ majg LID nizszy. Dodatkowo
dla MNIST 1 FMNIST pokazane sg empiryczne dystrybuanty (CDF) estymat per klasa, co ma
sugerowaé, ze klasy roznig si¢ rozkladem lokalnej ztozonosci: niektére cyfry lub kategorie
ubran tworzg bardziej .,skomplikowane™ podzbiory niz inne, a LIDL wychwytuje te roznice w
sposéb uporzadkowany.

Sekcja 5.2 koncentruje si¢ na doborze ¢ jako parametru skali i na tym, ze w obrazie (jako
domenie silnie skwantowanej) pojawiajg si¢ praktyczne ograniczenia wynikajace z
dekwantyzacji i ,,cienko$ci” rozmaitosci danych. Autor najpierw pokazuje na kontrolowanym
przyktadzie wieloskalowego rozktadu jednostajnego w 4 wymiarach, ze LIDL zachowuje si¢
zgodnie z interpretacja skali: gdy o przekracza pewne wewngtrzne ,,grubosci” danych,
estymator zaczyna ignorowaé¢ odpowiadajace im wymiary (uzyskuje sie charakterystyczne
schodkowe przejscia podobne do tych z wczesniejszych rozdziatow). Nastepnie przenosi te
obserwacje na FMNIST: przy zbyt duzej ¢ pewne podzbiory obrazéw (w szczegdlnosci
,clemne ubrania” opisane jako cienka rozmaito$¢) zostaja sztucznie ,,sptaszczone™ i otrzymuja
estymaty bliskie zera, co ilustruje, ze zbyt agresywna skala moze sklei¢ lub zignorowac realng
zmienno$¢ danych i prowadzi¢ do niepoprawnych wnioskow. Rozdzial podaje tez praktyczna
obserwacje¢ stabilnosci rankingdw: poréwnujac estymaty uzyskane na dwoch roztacznych
zestawach wartosci o, relacje porzadku (kto ma wyzszy LID od kogo) sa zachowane dla
wigkszosci par, cho¢ same wartosci bezwzgledne rdznig si¢ przecigtnie o kilkanascie pozycji w
rankingu.

W tej samej sekcji omawiany jest wptyw dekwantyzacji (dodania matego szumu jednostajnego
do pikseli) na estymaty w funkcji 6. Autor prezentuje krzywe Srednich estymat per klasa dla
MNIST i FMNIST na szerokim zakresie ¢ (od bardzo matych do relatywnie duzych), dla
danych ,,oryginalnych” (skwantowanych) oraz po dekwantyzacji, zaznaczajac teoretyczny prog
zwigzany z poziomem dekwantyzacyjnego szumu. Wnioski sg zgodne z intuicja: przy bardzo
matej ¢ estymata jest zdominowana przez rozdzielczosé/kwantyzacje 1 zbliza si¢ do wymiaru
przestrzeni (ambient dimension), natomiast przy bardzo duzej ¢ estymaty spadaja w strone zera;
w pewnym zakresie nieco powyzej progu dekwantyzacji krzywe dla danych skwantowanych i
dekwantyzowanych zaczynaja si¢ ze soba zgadzaé, co sugeruje ,,wlasciwe” okno skali dla
obrazéw. Sekcja 5.3 pokazuje prosta technike redukcji bledu estymacji wynikajacego z
niedoskonatego modelowania gestosci: zamiast opiera¢ si¢ na kilku poziomach szumu,
zwigksza si¢ liczbe dopasowywanych modeli w tym samym przedziale ¢ (czyli ,,zaggszcza”
prébkowanie skali i usrednia informacje o nachyleniu). Na przyktadzie 10-wymiarowego rozk}.
Gaussa zanurzonego w 20 wymiarach autor demonstruje monotoniczny spadek MSE estymaty



wraz ze wzrostem n, co interpretuje jako klasyczny efekt ensemblingu/sredniowania, gdzie
losowe btedy estymacji gestosci mniej zaburzajg koncowa regresje.

W sekeji 5.4 rozdziat wigze LID z wydajnoscig modeli ML, argumentujac, ze lokalna ztozonos¢
danych mierzona przez LIDL moze shuzy¢ jako sygnat ,,trudnosci” probki. W eksperymencie z
autoenkoderem wariacyjnym (VAE) trenowanym na MNIST autor pokazuje silng dodatnig
korelacje (Pearson ok. 0.7) miedzy estymowanym LID a bledem rekonstrukcji MSE, dla dwoch
rozmiar6w przestrzeni ukrytej (501 150), co sugeruje niemal liniowa zalezno$¢: im wyzszy LID
probki, tym trudniej ja dobrze odtworzyé. Analogicznie dla klasyfikacji na MNIST i FMNIST
autor obserwuje silng ujemng zaleznos$¢: srednia dokladnos$¢ klasyfikatora spada wraz ze
wzrostem LID, i co wazne, trend utrzymuje sie nie tylko globalnie, ale takze wewnatrz
wigkszosci klas, co wzmacnia interpretacj¢ LID jako miary lokalnej trudnosci/niepewnosci
predykcji. Na tej podstawie rozdzial sugeruje potencjalne zastosowania LID jako heurystyki w
uczeniu péinadzorowanym, aktywnym, curriculum learning oraz w estymacji niepewnosci, z
zastrzezeniem, ze korelacje nie dowodza zwigzku przyczynowego, a dobor o i jakosé
estymatora gestosci mogg istotnie modulowac obserwowany efekt.

Rozdzial 6 podejmuje problem testowania wspdlczesnych (w szczegdlnosci neuronowych)
algorytmow estymacji LID 1 argumentuje, ze dotychczasowe praktyki ewaluacyjne sa
niewystarczajace: z jednej strony dominujg proste zbiory analityczne z idealnie znanym LID,
ktore nie odzwierciedlaja ,,ztosliwych™ wihasnosci danych rzeczywistych, a z drugiej strony
popularne sg testy na danych domenowych (np. obrazach), gdzie prawdziwa wartos¢ LID jest
nieznana, wiec trudno rozstrzygnaé, czy algorytm mierzy geometri¢ danych, czy raczej
wykorzystuje wilasnosci architektury modelu. Autor proponuje wiec kompromis przez
konstruowanie kontrolowanych transformacji danych, ktére (i) zachowujg LID albo (ii)
zmieniajg je w przewidywalny sposob, dzigki czemu nawet na danych o nieznanym LID mozna
ocenia¢ stabilno$¢ i poprawnos$¢ algorytmu poprzez pordéwnanie estymat przed i po
transformacji. Na tej bazie w rozdziale budowany jest zestaw nowych benchmarkéow
badajacych konkretne cechy rozmaitosci (niejednorodnos¢ gestosci, krzywizng, efekty
brzegowe, ,.cienko$¢”, bliskos¢ sktadowych, zalezno$¢ od rozmiaru proby), a nastepnie
porownuje szeroki zestaw algorytmow: jako klasyczny punkt odniesienia ESS oraz metody
neuronowe LIDL, FLIPD i NB, podajac zarowno mapy estymat, jak i tabele zbiorcze.

W sekcji 6.2 rozdzial formalizuje zestaw narzgdzi do tworzenia domenowych zbiorow
testowych. Kluczowa ideg jest Inverse Domain Representation (IDR), czyli osadzanie znanych
analitycznie rozmaitosci w przestrzeni danych domenowych tak, by powstajace probki
»wygladaly” jak dane z danej domeny (np. jak obrazy). Drugim elementem jest Monotonic
Embedding (ME), czyli gtadkie, monotoniczne przeksztalcenia wspoirzednych (w obrazach:
deterministyczne przeksztalcenia intensywnosci pikseli, np. potegowe), ktore zachowuja
topologie i w sensie rézniczkowym nie zmieniaja wymiaru, ale moga silnie zmieniaé
»trudnos¢” dla modeli z okreslonymi biasami architektonicznymi. Trzecia technika to Ambient
Space Extension (ASE), ktora zwieksza wymiar otoczenia przez deterministyczne rozszerzenia
(np. upscaling obrazoéw), formalnie nie dodajac nowych stopni swobody, ale potencjalnie
zmieniajac sposob, w jaki sieci konwolucyjne reprezentuja dane. Czwarta to Auxiliary
Dimension Injection (ADI), czyli kontrolowane dodawanie wymiaréw pomocniczych (np.
przez parametryczne transformacje, warianty jasnosci lub taczenie probek), ktore w
zamierzeniu zwieksza wymiar w sposob znany lub przynajmniej poréwnywalny migdzy
wersjami danych. Pigtym skladnikiem jest Manifold Synthesis (MS), stuzacy do generowania
,realistycznych” zbiorow o znanym LID przez deterministyczne, ciggle i odwracalne
przeksztalcenia parametryzowanych rozmaitosci do przestrzeni domenowej. W sekcji 6.3 autor
wykorzystuje powyzsze narzedzia do zaprojektowania szeregu testdéw diagnostycznych i
ilustruje na nich typowe tryby awarii algorytmoéw. Dla niejednorodnych gestosci i prostych
rozmaitosci (np. ,,gaussian blobs™ i sfery) pokazuje sie, ze czg$¢ metod zachowuje poprawnos¢

8



$rednich estymat, ale inne maja tendencje do systematycznego przeszacowania lub duzej
wariancji, a wyniki zaleza od tego, czy test jest wykonywany w ,,oryginalnej” przestrzeni
euklidesowej czy po transformacji IDR do domeny obrazowej. Dla efektéw brzegowych na
danych jednostajnych rozdziat buduje miare ,,ile wspotrzednych jest blisko brzegu” i pokazuje,
ze estymaty zmieniajg si¢ istotnie, gdy punkt lezy w poblizu wielu krawedzi (co w praktyce
odpowiada efektom podobnym do tych z rozdzialéw 2-3, ale teraz diagnozowanym
narzedziami benchmarkowymi). Dla krzywizny i geometrii bardziej ,,zawiniete]” autor
prezentuje benchmarki typu ,,moon” czy ,,spiral”, gdzie wida¢, ze cze$¢ algorytmow ma duzy
rozrzut estymat zalezny od polozenia na rozmaitosci, a inne dajg bardziej stabilny obraz, lecz
czesto kosztem obcigzenia.

Osobny, bardzo istotny blok testow dotyczy ..cienkich” i ,,bliskich” rozmaitosci, gdzie w
skonczonej probie punkty z réznych sktadowych moga by¢ blizej siebie w przestrzeni otoczenia
niz sgsiedzi na tej samej sktadowej, co prowadzi do falszywego ,,zwiekszenia” wymiaru. Autor
konstruuje tu m.in. zestawy Funnel i Spiral (po IDR), w ktdrych lokalnie promien lub separacja
zmienia si¢ wzdluz rozmaito$ci: w szerokich fragmentach poprawna odpowiedz powinna by¢
2D, w waskich fragmentach algorytmy zaczynaja ,,widzie¢” wpltyw trzeciego wymiaru (bo
sktadowe staja sie zbyt blisko), a w granicznym przypadku struktura zaczyna przypominac 1D,
co daje charakterystyczny profil estymaty wzdluz parametru. Nastepnie rozdzial bada
inwariancj¢ wzgledem uprzedzen architektonicznych: obserwuje, ze LIDL i FLIPD (ktére w
praktyce opieraja si¢ o modele generatywne z okreslonymi architekturami, np.
konwolucyjnymi) moga dawac gorsze wyniki na tej samej ,,matematycznej” rozmaitosci, gdy
jest ona przeniesiona do innej reprezentacji domenowej (IDR), oraz ze dobor typu sieci (np.
Glow/U-Net vs MAF/MLP) moze istotnie zmieni¢ charakter bledu. Kolejny problem to
zaleznos$¢ estymat od rozmiaru proby: na FMNIST autor tworzy serie zbiorow treningowych o
réznych licznosciach i pokazuje, ze cze$¢ metod wykazuje wyrazng zaleznos¢ sredniej estymaty
od n, co jest niepokojace, bo sugeruje .,bias zalezny od danych” (nie tylko malejacy blad
wariancyjny), i utrudnia ocen¢, czy osiggnieto juz rezim wiarygodnych estymat.

Kluczowa czgscig rozdziatu sg tez transformacje real-world (RWD) na FMNIST, gdzie
prawdziwy LID nie jest znany, ale mozna ocenia¢ spdjno$¢ zachowania metod. W
eksperymencie ADI autor dodaje ,,ramke” przez mirror padding oraz w kontrolowany sposéb
wprowadza 0, 4 lub 8 ,,dodatkowych wymiarow” przez losowe zmiany jasno$ci wybranych
odbi¢; nastepnie kalibruje wyniki odejmujac liczbe dodanych wymiarow, tak aby idealnie
punkty lezaty na prostej y=x. Wyniki pokazuja, ze niektore algorytmy utrzymuja si¢ blisko tej
relacji tylko dla probek o niskiej estymowanej ztozonosci, a dla probek o wysokiej estymacie
bazowej pojawiaja si¢ duze odchylenia, co interpretuje si¢ jako utrate kontroli nad zmiang LID
po transformacji.

Koncowa konkluzja rozdziatu jest taka, ze sensowna ewaluacja estymatoréow LID powinna (i)
testowac konkretne ,,cechy rozmaitosci” w izolacji, (ii) obejmowa¢ transformacje domenowe i
testy stabilnosci przed/po transformacji, oraz (iii) uzywac prawdziwych danych o znanym LID,
poniewaz bez tego tatwo o mylaco optymistyczne wnioski z klasycznych benchmarkow.

Rozdzial 7 podsumowuje wktad pracy w trzech powigzanych watkach: wprowadzeniu LIDL
jako teoretycznie ugruntowanego estymatora lokalnego wymiaru wewnetrznego opartego o
neuronowe modele gestosci, zaproponowaniu perspektywy procesu Wienera/rownania ciepta
jako wspolnego jezyka dla nowoczesnych metod (likelihood-, Jacobian- i score-based) oraz
zaprojektowaniu transformacyjnego zestawu benchmarkow (IDR, ME, ASE, ADI, MS), W
rozdziale 7 autor formuluje rdwniez przyszte kierunki badan, ktore obejmuja przede wszystkim
rozwdj wieloskalowych, diagnostycznych procedur wyboru skali szumu, korekty
brzegowo-krzywiznowe oparte na analizie procesu Wienera oraz wykorzystanie mocniejszych
modeli gestosci (gltownie dyfuzyjnych), aby zmniejszy¢é bias LIDL w realistycznych
warunkach. innym obszarem jest dalsze rozwijanie i ustandaryzowanie transformacyjnych
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benchmarkow (IDR, ME, ASE, ADI, MS) tak, by tworzy¢ dziedzinowo-swiadome testy dla
réznych typow danych (obrazy, audio, EEG itd.) oraz poréwnywac i taczy¢ rozne klasy
estymatoréw LID w spojnych wieloskalowych eksperymentach.

Dalej nastepuja podzickowania, bibliografia oraz dodatek domykajacy czes$¢ teoretyczng
krétkimi dowodami uzytymi w rozdziale o zastosowaniu procesu Wienera oraz podaje
szczegoly konfiguracji eksperymentéw (zarowno dla LIDL na obrazach i danych
syntetycznych, jak i dla szerokiego poréwnania metod w rozdziale 6), a takze zawiera
dodatkowe wykresy i tabele.

3. Ocena rozprawy

W ramach rozprawy doktorskiej Pan mgr Piotr Tempczyk zaproponowal trzy oryginalne
elementy, ktdre razem przesuwajg estymacje lokalnego wymiaru wewngtrznego (LID) w strone
metod skalowalnych i testowalnych na danych wysokowymiarowych: (1) nowy estymator
LIDL oparty o neuronowe modele gestosci (normalizing flows) i analiz¢ LID na podstawie
nachylenia zaleznosci logarytmu wiarygodnosci od skali szumu, (2) ujednolicajacg metode
opartag na procesie Wienera/rdwnaniu ciepla, ktéra pozwala analizowa¢ i1 poréwnywac
wspotczesne metody LID (likelihood-, Jacobian- i score-based) w jednym formalizmie oraz
wyprowadza¢ wyrazenia/intuicje o biasach, i (3) transformacyjny framework benchmarkéw
(IDR, ME, ASE, ADI, MS), ktory umozliwia ,,stres-testy”” metod na danych domenowych
poprzez kontrolowane transformacje zachowujace lub przewidywalnie modyfikujace LID.

Rozprawa doktorska uwidacznia wysoka ogdlng wiedze teoretyczng i praktyczng oraz
umiejetnos¢ prowadzenia pracy naukowe] przez mgr Piotra Tempczyka. Opracowat
wprowadzenie do tematyki i przeglad literatury na temat poszczegolnych obszaréw swoich
badan oraz zadbat o popularyzacje wynikéw swoich badan publikujac liczne prace naukowe w
materialach uznanych konferencji (m.in. AAAI, ICML, ICLR, NeurIPS) oraz w czasopismie
IEEE Access. Rozprawa doktorska stanowi oryginalne rozwigzanie problemu naukowego.
Zaproponowane metody maja duze znaczenie dla rozwoju uczenia maszynowego, zarowno
teoretyczne, jak i aplikacyjne.

Niezaleznie od mojej dobrej oceny pracy, nasunety mi si¢ pytania i uwagi:

e Jaka jest procedura doboru ¢ w metodzie LIDL w realnych danych bez ground truth i
jak jest ona uzasadniona?

e W jakim stopniu btad LIDL pochodzi z samej idei nachylenia (slope), a w jakim z
niedoktadnosci/niekalibracji przeptywu (lub innego modelu gestosci), 1 czy da si¢ to
rozdzieli¢ w sposob systematyczny?

e Ile realnie kosztuje (czas/GPU) wytrenowanie wielu modeli dla wielu o, zwlaszcza w
poréwnaniu do NB/FLIPD/ESS, i czy metoda jest praktyczna w rzeczywistych
zastosowaniach?

e (Czy proponowane benchmarki nie faworyzuja metod podobnych do tych uzytych do ich
konstrukcji (np. domena obrazowa + konkretne modele generatywne)?

4. Wnioski koncowe recenzji

Podsumowujac recenzje stwierdzam, ze rozprawa doktorska Estimating local intrinsic
dimension via density estimation prezentuje oryginalne rezultaty stanowigce rozwigzanie
problemu naukowego oraz wktad w rozwoj dyscypliny naukowej informatyka w dziedzinie
nauk Scistych i1 przyrodniczych. Pan Piotr Tempczyk wykazal si¢ umiejetnoscia samodzielne;j
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pracy badawczej, znajomoscig literatury Swiatowej i wiedzg w zakresie uczenia maszynowego.
Rozprawa doktorska prezentuje ogdlng wiedze teoretyczng kandydata. Recenzowana praca
spetnia wymagania Ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (tekst
jednolity Dz. U. z 2024 r. poz. 1571 z pézn. zm.) w dyscyplinie naukowej informatyka w
dziedzinie nauk $cistych i przyrodniczych. Wnoszg o jej przyjecie i dopuszczenie do dalszych
etapdw postepowania doktorskiego. Ponadto ze wzgledu na ponadprzecietny poziom rozprawy
oraz fakt opublikowania prac zwigzanych bezposrednio z tematyka rozprawy w materiatach
najlepszych konferencji klasy A* w tym obszarze (AAAI, ICML, ICLR), wnioskuje o
wyrdznienie pracy.
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