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Recenzja rozprawy doktorskiej

Compensated compactness and DiPerna-Majda measures

autorstwa pana magistra Piotra Kozarzewskiego

Ztozona do oceny rozprawa doktorska Compensated compactness and DiPerna-
Majda measures autorstwa pana magistra Piotra Kozarzewskiego dotyczy bardzo
istotnych tematéw wspdlczesnego rachunku wariacyjnego. Rozprawa dotyka hipotezy
Morrey’a, dostarcza charakteryzacji stabych granic nieliniowosci z niegladka funkcja
stanu oraz opisuje I'-granice funkcjonaléw zwiazanych z cienkimi strukturami, uzywajac
bardzo subtelnych narzedzi rachunku wariacyjnego. Cala rozprawa sklada sie z wprowa-
dzenia oraz trzech istotnych rozdzialéw opartych na dwéch pracach samodzielnych dok-
toranta (jedna z nich juz sie ukazala), na pracy wspélnej z prof. Agnieszka Kalamajska
oraz na dwoch pracach wspélnych z prof. Elvira Zappale. Przejde teraz do szczegdlowego
omoéwienia istotnych rozdzialéw rozprawy.

Rozdzial drugi rozprawy jest poswiecony badaniom wokét hipotezy Morrey’a. Quasi-
wypukto$é funkcji, o ktérej méwi wspomniana hipoteza, to wiasnosé bardzo trudna do
sprawdzenia i dlatego pojawiaja sie w literaturze inne pojecia wypukltoséci. Na przyklad
wypuklo$é rzedu jeden jest prosta geometryczng wlasnoscia, ktéra mozna nietrudno
sprawdzi¢. W 1952 roku Morrey przypuszczal ze oba wspomniane pojecia wypuklodci
sa rownowazne. Od 1992 roku wiadomo, zZe tak nie jest dla wymiaru przestrzennego
n > 3. Przypadek n = 2 w hipotezie Morrey’a pozostaje otwarty do dzisiaj. W 2003
roku A. Kalamajska zdefiniowata nowe pojecie wypuklosci, tak zwana tetrahedralna
wypukto$é i udowodnita, ze klasa funkcji posiadajacych ta wlasnosé zawiera funkcje
quasiwypukte. W duzym uproszczeniu tetrahedralna wypuklosé polega na sprawdze-
niu, czy rozwazana funkcja na czworoscianach o trzech krawedziach réwnolegltych do
osi kanonicznego ukladu wspéhrzednych w R3 jest niewieksza od swojego jednoznacznie
wyznaczonego rzutu na 7-wymiarows przestrzen tak zwanych wielomianéw tetrahedral-
nie afinicznych. Pojecie to jest naturalnym uogdlnieniem klasycznej wypuklosci funkeji
rzeczywistych gdzie dokonujemy rzutu na przestrzen wielomianéw stopnia co najwyzej
jeden i poréwnujemy wykresy na odcinku. Gléwny pomyst doktoranta w tej czesci roz-
prawy polegal na wprowadzeniu dwdch nowych pojeé¢ wypuklosci: tak zwang tetrahe-
dralng poliwypukloéé i zredukowang tetrahedralng poliwypuktosé. W 1983 roku J. Ball



wprowadzil pojecie poliwypuklosci, ktére otworzylo droge metodom bezposrednim ra-
chunku wariacyjnego w nieliniowej teorii sprezystosci. Pomyst J. Balla, z dzisiejszego
punktu widzenia, byt bardzo prosty. Energia sprezysta byla nazywana poliwypukla,
jezeli dawala si¢ przedstawié w postaci zlozenia funkcji wypukie] od obiektdéw stabo
ciagltych tzn. od poszczegdlnych skladowych gradientu deformacji oraz od wyznacz-
nika i minoréw rzedu dwa. Doktorant w swojej rozprawic powtarza pomyst J. Balla
i méwi, ze funkcja nazywa sie tetrahedralnie poliwypukla jezeli daje sie przedstawié
w postaci zlozenia funkeji wypuktej od bazowych wiclomianéw tetrahedralnie afinicz-
nych. Nieco szersza klase tworza fukcje posiadajace zredukowang wlasnosé tetrahedral-
nej poliwypuklosci. Doktorant zaktada, ze funkcje takie daja sie przedstawié¢ w postaci
ztozenia funkcji wypuklej od wielomianéw tetrahedralnie afinicznych stopnia jeden i od
sumy wszystkich bazowych wielomianéw tetrahedralnie afinicznych stopnia dwa. Warto
w tym miejscu wspomnieé, ze wspomniana suma jest wyznacznikiem pewnego syme-
trycznego gradientu. Jeden z gléwnych wynikéw tej czedci rozprawy to twierdzenie
pordéwnujace wprowadzone pojecia wypuklosci z innymi wypuklosciami. Doktorant do-
wodzi, ze zachodzg nastepujace implikacje

(f ma zredukowang wlasnos¢ tetrahedralnej poliwypuklosci) = (f jest tertahedralnie
poliwypukla) = (f jest quasiwypukla) = (f jest tetrahedralnie wypukla) = (f jest
wypukla po kazdej zmiennej oddzielnie).

Oczywiscie pierwsza i ostatnia implikacja nie zachodza w druga strone. Doktorant
dowodzi, ze druga implikacja nie zachodzi w druga strone wykorzystujac stynny juz
w rachunku wariacyjnym przyklad z pracy Alibert, Dacorogna z 1992 roku. Ponadto
w tym rozdziale rozprawy pojawia sie pojecie tetrahedralnej poliwypukiej obwiedni
oraz wynik typu Caratheodoriego dla takiej obwiedni. Ten bardzo ciekawy rozdzial roz-
prawy konczy wynik o nielokalnosci wlasnosci tetrahedralnej poliwypuklosci. Doktorant
wskazuje przyklad funkcji, ktéra nie jest tetrahedralnie poliwypukla ale jej obcigcia do
dowolnej kuli o promieniu jeden posiadaja tetrahedralnie poliwypukle rozszerzenia.

Rozdzial trzeci rozprawy analizuje reprezentacje stabych granic nieliniowosci, w ktorych
funkcje stanu nie musza byé ciagte. Podstawa przedstawionych badan jest wynik z
pracy A. Klamajskiej z 2006 roku. W pracy tej A. Klamajska rozbija dziedzine funkc;ji
stanu na skoniczong ilo$é zbioréw rozlacznych i rozwaza funkcje stanu ciagle na kazdej
cegielce z rozbicia oddzielnie. W gléwnym wyniku A. Katamajska wykorzystuje uzwar-
cenia cegietek i dopuszcza tylko takie funkcje stanu, ktére posiadaja ciagle rozszerzenia
na uzwarceniach cegielek. Ten ladny wynik teoretyczny natychmiast narzuca pytanie
o istnienie takich metrycznych uzwarcen cegielek aby rozsadne klasy funkcji stanu po-
siadaly ciagle rozszerzenia. Tym problemem zajal sie doktorant w tej czesci rozprawy
i zaproponowal konkretne uzwarcenia cegielek. Ponadto doktorant istotnie rozszerzyl
klase funkeji stanéw, dla ktérych mozliwe jest przeprowadzenie przedstawionych badan.
Doktorant dopuszcza funkcje stanu zalezne od x i u tzn. dopuszcza funkcje zalezne od
punktéw przestrzeni, na ktorej sa zdefiniowane rozwazane ciagi.

Rozdzial czwarty rozprawy zajmuje sie problemem optymalnego projektu w przestrze-

niach Sobolewa-Orlicza. Doktorant zaklada, ze cienki obszar Q = w x (—¢,¢€) jest
wypeliony przez dwa materialy, ktérych energie sa kontrolowane z géry i z dohu przez



ta sama funkcje Orlicza spehiajaca warunki Ay i V,. Ponadto zaklada sie, ze procen-
towy udzial obu materialéw w zbiorze ) jest staly. Rozwaza sie problem minimizacji
funkcjonalu energii, gdzie zmianom podlegaja nie tylko deformacje ale takze rozbicie
zbioru 2 na dwa materialy. Stad nazwa problemu - optymalny projekt. W tym rozdziale
rozprawy doktorant analizuje I-granice rozwazanych funkcjonaléw i otrzymuje funk-
cjonal graniczny, ktéry jest juz zdefiniowany na przestrzeniach funkcyjnych zwigzanych
tylko z podstawa w dziedziny €). Tego typu rozwazania sa wazne z punktu widzenia
zastosowant numerycznych. Wystepuja tu podobne trudnosci co w klasycznej homoge-
nizacji. W dowodzie gtéwnego wyniku (opisie I-granicy) doktorant korzysta z nieba-
nalnego narzedzia wykorzystywanego w rachunku wariacyjnym. Doktorant zastepuje
ciag, dla ktdérego calki zlozen z funkcjg Orlicza sa wspdlnie ograniczone nowym ciggiem
zgadzajacym sie z wyjSciowym na duzym zbiorze i dla ktdrego rozwazane zlozenia juz
sa jednakowo catkowalne. Po lekturze tego rozdzialu narzucaja sie natychmiast dwa
pytania: konieczno$é zalozenia o refleksywnosci rozwazanej przestrzeni Orlicza oraz o
mozliwo$é zastosowania nieizotropowych funkcji Orlicza w przedstawionych badaniach.

Cala rozprawa jest napisana w sposéb czytelny chociaz doktorant nie uniknal kilku
istotnych literéwek. Na przyklad na stronie 95 funkcjonal Jy powinien byé zdefinio-
wany na przestrzeniach funkcyjnych zwiazanych ze zbiorem w a nie §). Doktorant
starannie dodatl do tekstu rozprawy niezbedne pojecia i narzedzia, z ktérych pézZniej
korzysta, co ulatwia studiowanie calej rozprawy. Mozna by bylo jednak zrezygnowaé
7z prezentacji w rozprawie pewnych standardowych dowodéw jak na przyktad faktu, ze
w klasie przestrzeni topologicznych zwartych przestrzen 75, czyli Hausdorffa, jest typu
T4, a wiec przy okazji jest tez typu Ty 1 czyli Tichonowa. Tych kilka krytycznych uwag
nie zmienia jednak mojego pozytywnego zdania o calej rozprawie.

Podsumowujac calg recenzje uwazam, ze przedstawiona rozprawa doktorska
Compensated compactness and DiPerna-Majda measures autorstwa pana ma-
gistra Piotra Kozarzewskiego

spelia wszystkie ustawowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim z matematyki
i wnioskuje o dopuszczenie pana magistra Piotra Kozarzewskiego do dalszych etapéw
przewodu doktorskiego.
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