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Powtorze w skrocie zawartosé rozprawy opisang juz w pierwszej recenzji. W pierwszych
dwu rozdziatach autor formutuje motywacje i cele swoich badan oraz daje krétkie wprowadze-
nie w terminologie i modele stosowane przy opisie wzrostu nowotworu. W Rozdziale 3 badany
jest model wzrostu nowotworu przy zaltozeniu, ze sktada sie on z dwu populacji: lekowrazliwej
i lekoodpornej. Sprowadza si¢ on do uktadu dwu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu, tzw.
konkurencyjnego uktadu Lotki-Volterry, z prawa strong w formie funkcji logistycznych. Taki
uklad jest stosowany w ekologii przy opisie dynamiki dwu wspoétzaleznych populacji korzysta-
jacych z tego samego zasobu. Jako wstepna analiza badany jest wzrost z lekiem dozowanym
w statej dawce. Sprowadza sie to do badania punktéw stacjonarnych otrzymanego uktadu dy-
namicznego, ich stabilnosci i portretu fazowego uktadu. Celem gléwnym jest optymalne stero-
wanie dozowaniem leku (chemoterapii) w celu ograniczenia wzrostu nowotworu z szczegdlnym
naciskiem ograniczenia wzrostu frakcji lekoodpornej. Autor wyznacza jako gléwna motywacje
opanowanie zjawiska nabytej lekoodpornosci i stawia cel ograniczenia dawek leku. W dalszych
dwu rozdziatach podobne badania przeprowadza si¢ dla modeli rozszerzonych.

W trzeciej wersji rozprawy zostaly wniesione poprawki, ktére usuwaja nieuzasadnione for-
malnie w pracy stwierdzenia o sterowaniu optymalnym w rozwazanym problemie. Dodano na-
tomiast pewne wyniki obliczen numerycznych, ktére popieraja teze, ze sterowanie optymalne
ma scenariusz sugerowany w wczesniejszych wersjach w pracy. W ten sposéb uzasadnienie opty-
malno$ci proponowanego sterowania opiera sie gtdwnie na symulacjach numerycznych.

By doktadniej opisa¢ sytuacje przypomne, ze rozwazany byl 2-wymiarowy konkurencyjny
uktad typu Lotki-Volterry z skalarnym sterowaniem oraz jego modyfikacje. Dopuszczalne war-
tosci sterowania u(t) naleza do odcinka [0,1]. Przy wyborze pewnej funkcji celu (funkcjonat
catlkowy) postulowano, ze optymalne sterowanie w problemie Bolza na rozwazanym odcinku
sktada sie z trzech pododcinkéw: "u(t)=1" - ”sterowanie osobliwe” - "u(t)=1". Optymalne mo-
menty przelaczen pomiedzy tymi trzema etapami wyznaczano numerycznie. Sterowanie osobliwe
to zalezne od czasu sterowanie o wartosciach wewnatrz odcinka, wyliczone w postaci sprzezenia
zwrotnego z Zasady Maksimum Pontriagina (ZMP).

Zasada Maksimum jest gtéwnym teoretycznym narzedziem w analizie problemu optymalno-
Sci i daje warunki konieczne na optymalnosé sterowania. Wynika z niej, ze sterowanie optymalne
(o ile istnieje) sktada sie odcinkéw tzw. ”bang-bang”, gdzie ma ono wartosci u = 0 lub u = 1,
oraz z odcinkow ”osobliwych” o wartosciach posrednich, gdzie jego ogdélna posta¢ moze by¢
wyliczona wg. pewnej procedury. Zasada ta nie okresla jednak ile sterowanie optymalne moze
mie¢ przetaczen i w jakiej kolejnosci maja wystepowaé sterowania ze zbioru trzech mozliwych
u = 0,1,”osobliwe” (moze teoretycznie mie¢ nawet nieskonczona ilo§é przetaczen).

W czesci teoretycznej rozprawy dla modelu uproszczonego rozwazanego w Rozdziale 3
pokazano, ze sterowanie optymalne musi spelniaé¢ nastepujace dwa warunki konieczne.

W1. Na ostatnim odcinku musi by¢ v = 1 (wynika to natychmiast z ZMP). Ten warunek
jest tez spelniony w Rozdziale 4.

W2. Nie moze wystapi¢ przetaczenie z sterowania osobliwego na u = 0. To wymagato
oddzielnej analizy matematyczne;j.

To ograniczalo mozliwe scenariusze optymalnosci ale nie dowodzito, ze optymalne sterowa-
nie sktada sie z trzech odcinkéw 1 - osobliwe - 1. Wyniki numeryczne réwniez tego nie dowodzity.
W mojej poprzedniej recenzji zamiescitem nastepujaca uwage. ” Aby potwierdzi¢ numerycznie
teze autora o scenariuszu u=1, ”osobliwe”, u=1 jako optymalnym nalezatoby poréwnaé¢ wyniki
optymalizacji dla innych dopuszczalnych (wedlug powyzszych wskazan teoretycznych) scena-
riuszy z wieksza liczba przetaczen i wykazaé, ze daja one wieksze wartosci funkcji kosztu.”

To, przynajmniej w czesci, jest wykonane w obecnej wersji pracy. Mianowicie w Rozdziale
3, str. 41, autor dotaczyl Tabele 4.1 zawierajaca optymalne wartosci funkeji kosztu dla zadanych
scenariuszy sterowania zawierajacych od zera do 4 przetaczen. Z tej tabeli wynika, ze optymal-
nym scenariuszem jest wezesniej sugerowany ”"u(t)=1" - "osobliwe” - "u(t)=1" lub takie, ktore
go zawieraja jako degeneracje (skrocenie pododcinka lub pododcinkéw do zera).
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Tu jednak nasuwaja sie dwie watpliwosci.

1. Latwo sprawdzi¢, ze dla 4 przelaczen wystepuje 8 scenariuszy spelniajacych warunki
konieczne W1 i W2 ustalone przez autora. Autor podaje wyniki wyliczen numerycznych jedynie
dla 5-ciu z nich, pomijajac scenariusze: S-1-O-S-1, 0-S-1-S-1 oraz 1-S-1-S-1. Gdyby okazalo sie,
ze daja one te same wartosci przez degeneracje do 1-S-1, bylby to dodatkowy argument za
teza autora. Ich pominigcie przy uwzglednieniu scenariuszy 1-0-1-S-1, 0-1-0-S-1 oraz 1-S-1-0-1
z taka wladnie cecha jest dziwne i moze budzi¢ podejrzenia, ze moga one da¢ wartosci nizsze
niz ta uwazana za optymalna. Po zajrzeniu do pracy ”Competition between populations ...” na
ktorej opiera sie Rozdzial 3 rozprawy mozna stwierdzi¢, ze wymienia sie w niej 8 scenariuszy,
jednak dla zadnego z nich wyliczenia nie sa wykonane. Jest w niej jedynie stwierdzenie, ze takie
scenariusze przy optymalizacji degeneruja sie do scenariuszy z mniejsza iloScia przetaczen. To
zdanie jest jednak w sprzecznosci z wyliczeniami z Tabeli 4.1 z ktorej wynika, ze scenariusz
1-0-1-0-1 nie redukuje si¢ do zadnego z mniejszg iloScig przetaczen bo takie do ktérych mégltby
sie zredukowa¢ maja wyzszy koszt optymalny.

2. Drugie pytanie zwigzane jest z celem rozprawy wyrazonym pod koniec Rozdziatu 1.2
jakim mialo byé wykazanie, ze tzw. metronomiczne dawkowanie leku (ciagle podawanie posred-
nich dawek) moze da¢ lepsze wyniki niz okresowe podawanie maksymalnej dopuszczalnej dawki
pierwszego dnia z dos¢ dluga przerwa przed nastepna dawka. Ta druga strategia pojawia sie
w Tabeli 4.1 w jedynie dwu wynikach: scenariusz z dwoma przetaczeniami 1-0-1 daje warto$é
minimalna wieksza od scenariusza 1-S-1 o niecale 18% a jego przedluzenie do 4 przelgczen
1-0-1-0-1 daje minimalng warto$¢ funkcji kosztu juz jedynie o 5.15% wieksza od scenariusza
1-S-1. Nasuwa si¢ przypuszczenie, ze wydtuzanie takiego sterowania bang-bang do 6-ciu prze-
laczen 1-0-1-0-1-0-1 lub 8-miu i dalej (otrzymamy nierosnacy ciag minimalnych wartosci) da w
konicu warto$¢ minimalng nizsza niz ta dla 1-S-1. Ta ewentualno$¢ nie zostala jednak zbadana
co ostabia argumentacje za przewaga metronomicznego dawkowania.

W Rozdziale 4 podobne pytania i watpliwosci nasuwaja sie po lekturze Tabeli 4.2, dodane
w obecnej wersji, gdzie przytacza si¢ wartosci minimalne funkcjonatu obliczone dla mozliwych
scenariuszy zawierajacych nie wiecej niz 4 przelaczenia. Ponownie nie dla wszystkich takich
scenariuszy podano warto$ci minimalne i ponownie scenariusz 1-0-1-0-1 daje warto$¢ bliska
wartodci scenariusza 1-S-1.

Jako argument za optymalnoscia autor stwierdza, ze obliczenia numeryczne wskazuja, ze
warunki konieczne optymalnoéci zdefiniowane przez Zasade Maksimum Pontriagina sg w przy-
blizeniu spetnione dla wskazanego rozwiazania u=1, "osobliwe”, 1 oraz optymalnych dla tego
scenariusza czasow przelaczen (nie przytacza jednak wynikéw tych wyliczen).

W Rozdziale 5 nie dokonano zmian ale w skrécie opisze jego zawarto$¢. Analizuje sie tu,
w sposOb numeryczny, najciekawszy i najbardziej pelny model rozwoju nowotworu, gdzie tzw.
zaséb K nowotworu (modelujacy stopien ukrwienia tkanki) jest zmienny w czasie i moze rosnaé
pod wplywem samego nowotworu, co jest nazywane angiogeneza. Dodatkowym elementem w
stosunku do Rozdziatéw 3 i 4 jest dodanie w modelu tzw. wspoétczynnikéw konkurencji, rownym
wezesniej jednosci. Otrzymuje sie tréjwymiarowy nieliniowy uktad dynamiczny z sterowaniem.
W pierwszej kolejnosci badane sa wtasnosci takiego uktadu dynamicznego przy statej wartosci
sterowania. W zaleznosci od warto$ci parametréow uktad moze mie¢ jeden punkt réwnowagi
(stabilny) lub trzy takie punkty (dwa stabilne i jeden niestabilny, typu siodlo). Droga obliczen
numerycznych pokazuje sie w jakim zakresie parametréw konkurencji nastepuje bifurkacja mie-
dzy tymi dwoma portretami przy zmianie wartosci sterowania. Réwniez przez takie obliczenia
wskazana jest warto$¢ statego sterowania minimalizujaca pelng ”objetosé” Ny 4+ Ny nowotworu
w punkcie rownowagi. Wykazuje sig, ze po przekroczeniu pewnej krytycznej wartosci sterowania
moze nastapi¢ skok do punktu rownowagi z znacznie wieksza pelna objetoscia, wystepuje tez
zjawisko histerezy.

W krétkim paragrafie w Rozdziale 5.3.2 porusza sie problem maksymalizacji czasu prze-
zycia. Autor stwierdza, ze w istotnym zakresie parametrow dozowanie posérednich dawek jest
optymalne. Jednak w Rysunku 5.4(a) widoczne jest, ze dla parametréw konkurencji réwnym
jednosci (jak w Rozdzialach 3 i 4) optymalne jest dozowanie maksymalne (moze to by¢ mylace
biorac pod uwage, ze zaséb K nie jest w Rozdz. 4 staly). Przytoczone sa obliczenia dla zaledwie
jednego warunku poczatkowego. To sprawia, ze przytoczone wyniki nie sa przekonujace.



Problem optymalnego sterowania nie jest analizowany w sposéb teoretyczny z wyjatkiem
pokazania, ze sterowanie optymalne istnieje. Podane sa natomiast wyniki wyliczen optymaliza-
cyjnych za pomoca otwartego jezyka modelowania Pyomo. Wykonano obliczenia dla wybranych
losowo 400 wartosci parametréw konkurencji i mutacji w modelu, w trzech wariantach warto-
Sci wspotczynnikéw f,, 5 wplywu sterowania (leku) i przy jednym warunku poczatkowym.
Uzyskane wyniki wskazuja na niewielki wplyw na strukture sterowania optymalnego i jest ono
postaci 1-S-1, jak postulowano wcze$niej. Jednak fakt, ze obliczenia sa przeprowadzone zaledwie
dla jednego warunku poczatkowego i nie jest on nawet podany w rozprawie ostabia znaczenie
tych wynikéw.

Ocena rozprawy. W badaniach przedstawionych w rozprawie podjeto ambitna probe
wielostronnej analizy modelu ktéry, w intencji autoréw, moze opisywaé¢ dynamike rozwoju no-
wotworu i proces jego leczenia przy pomocy chemoterapii w sytuacji gdy zachodzi zjawisko wy-
stepowania dwu frakcji nowotworu: lekowrazliwej i lekoodpornej. Badania miaty na celu spraw-
dzenie jakie sterowanie (dozowanie chemoterapii) w tym modelu doprowadzi do najlepszych
wynikéw, w tym do utrzymania frakcji lekoodpornej na mozliwie akceptowalnym poziomie.
Tezami publikacji na ktorych oparta jest rozprawa byty stwierdzenia, ze jest to mozliwe przy
zarzuceniu dozowania impulsami maksymalnie dopuszczalnej dawki i zastapienie takiej strategii
dawka posrednia stosowana na odpowiednim odcinku czasu, po wstepnej dawce maksymalnej.

Caloéciowa ocena rozprawy sprawia trudnosci z kilku powodéw.

Zawarto$¢ czysto teoretyczna nie jest wystarczajaca dla uznania jej jako zadowalajacej dla
uzyskania stopnia doktora w zakresie matematyki. Przeprowadzona analiza dwu wersji modeli
2-wymiarowych i jednego 3-wymiarowego pod katem istnienia, lokalizacji i stabilnosci punktow
stacjonarnych byla istotnie potrzebna jako wstep do pelniejszego zrozumienia dziatania tych
modeli przy stalym sterowaniu. Z punktu widzenia metod sprowadza sie ona do rozwigzywania
uktadu dwu lub trzech réwnan algebraicznych oraz studiowania wartosci wtasnych macierzy
jakobianowej w punktach réwnowagi i zastosowania klasycznego twierdzenia Lyapunova o sta-
bilnosci takich punktow. Trudniejszy problem znalezienia optymalnego sterowania i analizy jego
wtasnosci dla postawionego problemu optymalizacji wymagal zastosowania Zasady Maksimum
Pontryagina, klasycznego od kilkudziesieciu lat narzedzia w problemach optymalnego sterowa-
nia. Daje on warunki pierwszego rzedu na optymalno$é¢ sterowania i, przy wystarczajaco prosto
postawionym problemie, moze doprowadzi¢ do wyznaczenia takiego sterowania (o ile istnieje).
Tutaj udato si¢ wykorzystaé¢ te warunki, wraz z klasycznym warunkiem drugiego rzedu, by dla
najprostszego modelu rozwazanego w Rozdziale 3 wyprowadzi¢ pewne cechy jakie powinno mie¢
optymalne sterowanie. To mozna uznaé za najcenniejszy teoretyczny wynik rozprawy ale trudno
cato$¢ wynikow teoretycznych uznaé jako odpowiadajacych poziomowi rozpraw doktorskich.

Jednak trzeba wzia¢ pod uwage fakt, ze autor mierzy si¢ z problemem sformulowanym
na potrzeby zastosowan i probujac go rozwiaza¢ nie ma duzej swobody na wybranie takiej
jego wersji, ktora databy sie rozwiaza¢ matematycznie ”do konca”. W braku wystarczajacych
wynikéw teoretycznych stosuje sie¢ metody numeryczne. W rozwazanej w Rozdziatach 3 i 4 wersji
problemu do$¢ tatwo jest je zaimplementowaé, sprowadza sie to do zastosowania gradientowego
algorytmu optymalizacji skonczenie wymiarowej, gdzie dla obliczenia funkcji optymalizowanej
nalezy ztozy¢ z sobg rozwiazania rownan rézniczkowych 1-go rzedu na plaszczyznie. W moim
odczuciu ta analiza nie jest jednak wystarczajaco pelna.

W Rozdziale 5 przeprowadzono analize najbardziej ogélnego modelu rozpoczynajac od
zbadania istnienia i potozenia punktéw réwnowagi, ich stabilnosci, zmiennosci i bifurkacji przy
zmianie statego sterowania traktowanego jako parametr. Wymagalo to analizy rozwigzan uktadu
trzech réwnan nieliniowych gdzie, oprécz odpowiedniego wysitku i zrecznosci rachunkowej,
trzeba bylo postuzyé sie wspomaganiem metod numerycznych w postaci dostepnych pakie-
téw. Problem optymalizacji w calosci jest potraktowany metodami numerycznymi, z wynikami
podanymi w postaci trzech wersji rysunkéw /wykreséw. Co jest nieco zaskakujace, w minimali-
zowanym funkcjonale celu nie pojawia si¢ dodana do poprzednich modeli trzecia zmienna ”za-
sobu”, odpowiadajaca za stopien ukrwienia tkanki. W tym wypadku nie wyprowadzano réwnan
wynikajacych z Zasady Maksimum lecz do obliczen optymalizacyjnych stosowano bezposrednio
jezyk modelowania Pyomo.



Pozostaje jeszcze ostatni aspekt utrudniajacy ocene rozprawy. Jest to fakt, ze rozdziaty
pracy zawierajace gléwne wyniki (Rozdz. 3, 4 1 5) sa w okolo dziewieédziesieciu procentach
zbiezne z pracami wspélnymi z M. Bodziochem i U. Fory$ (jedna z tych prac ukazala sie, dwie
pozostale sa wystane do druku). Sa to prace wymienione przez autora rozprawy w Rozdziale 1.4
majace tytuly ”Competition between ...” (odpowiada Rozdzialowi 3 rozprawy), ”Singularity
of ...” (Rozdzial 4 rozprawy) oraz ”Theoretically optimal ...” (Rozdzial 5 rozprawy). Po raz
pierwszy spotykam si¢ z sytuacja, gdy rozprawa doktorska nie wychodzi w sposéb istotny poza
wspoélne prace z dwojgiem wspoétautoréw a przy tym nie znam wkladu tych autoréw w te prace.
Sadze, ze sytuacja ta powinna by¢ oceniona przez komisje doktorska a nie przez pojedynczego
recenzenta.

Konkluzja. Podsumowujac powyzsze uwagi moge stwierdzic¢, ze calos¢ rozprawy, mimo
stabosci wymienionych wcze$niej, mozna z watpliwosciami uznaé jako zastugujaca do rekomen-
dowania jej do obrony jako rozprawy doktorskiej. Istotnym argumentem jest tu dla mnie fakt, ze
podejmuje ona problem majacy modelowaé zjawiska wystepujace realnie w przyrodzie (rozpa-
trywany model moze opisywaé¢ dynamike i sterowanie zjawiskami bardziej ogélnymi niz opisany
w rozprawie). To rekompensuje fakt, ze poziom i wyniki czysto matematyczne (bez wynikéw
numerycznych) nie sa wystarczajace. Sadze, ze rozprawa zastuguje na taka rekomendacje gdy
patrzy sie na nia jak na dorobek i rozprawe kandydata do stopnia doktora. Te konkluzje ostabia
jednak fakt, ze rozprawa oparta jest na trzech publikacjach wspélnych z dwoma wspotautorami
i nie wychodzi w sposo6b istotny poza nie.
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