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RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ MGR. PAWELA CIOSMAKA
,ON QUANTUM CURVES, AIRY STRUCTURES AND SUPERSYMMETRY”

Praca doktorska Pana Ciosmaka lezy na pograniczu fizyki wysokich energii i teorii reprezen-
tacji nieskonczenie wymiarowych algebr i super-algebr Liego. Badania maja czysto teoretyczny
charakter i dotycza abstrakcyjnych wtasnosci modeli teoretycznych dla czastek elementarnych w
obszarach wysokich energii opartych o obiekty jednowymiarowe (teoria strun) przy uwzglednieniu
efektow kwantowych. W pracy bada si¢ reprezentacje nieskonczenie-wymiarowych algebr Liego
- algebr Virasoro i Heisenberga - oraz ich supersymetrycznych rozszerzen, moduty Vermy i ich
wektory osobliwe, strukture operatorowych algebr wierzchotkowych oraz tzw. krzywe kwantowe.
Podstawowe pojecia mozna znalezé w [IK11]. Praca sklada sie z szesciu rozdziatéw.

Rozdziaty 1-3: wstep, macierze losowe, operatory wierzcholkowe i symetria konfo-
remna.

Rozdzialy te zajmuja okolo polowy objetosci pracy (60 stron). Wynikami pochodzacymi od au-
tora sa rachunkowe lematy 3.2.2 oraz 3.2.3, ktére upraszczaja obliczanie wyrazen typu I(L_,v, ),
gdzie I jest operatorem przeplatania dla moduléw Focka nad modutem F(0), ktéry ma strukture
operatorowej algebry wierzchotkowej (Definicja 3.2.12). W tej czeéci pracy omawiane sa prze-
rozne pojecia i ich zwiazki, w tym te przywolane powyzej. Wida¢, ze autor ma spora wiedz¢ z
fizyki teoretycznej zwigzanej z teorig strun i ze robi wysiltek, zeby opieraé sie na pojeciach i me-
todach matematycznych (czesto opiera sie¢ na monografii [IK11]). Moim zdaniem prébuje jednak
przekaza¢ za duzo, co powoduje, ze ta cze$¢ doktoratu jest nieproporcjonalnie dluga i w wielu
miejscach niejasna. Czes¢ sekcji nie jest pdzniej wykorzystywana. Szczegdlnie ztym pomystem jest
streszczanie w kilku akapitach trudnych teorii, a jego wykonanie nie daje wrazenia, ze autor od-
powiednie teorie rozumie. Ekstremalnym przykladem sa wyjasnienia w pojedynczych akapitach
teorii przecigé na przestrzeni moduli krzywych (sekcja 2.3.2), hipotezy udowodnionej przez Bor-
cherdsa (czes¢ sekcji 3.2.7) czy "przyklady” rekurencji topologicznej (str. 32). Duzo lepiej byloby
formutowaé lub cytowaé konkretne twierdzenia, gdy sa potrzebne. Ogdlnie w tej czeéci duzo jest
fizycznych okredleri i zargonu, wiele kwestii jest wyjasnianych niedokladnie lub wcale (szczegélnie
meczace jest to we wprowadzajacym rozdziale 1). Sa tez bledy i niejasnoéci, dla przykladu:

(1) W sekcji 2.2.1 dziedzina E powinna by¢ zawarta w zbiorze macierzy Hermitowskich, inaczej
caltka (2.5) nie musi by¢ zbiezna.

(2) W sekcji 2.2.2 przejécie do catkowania po orbitach nie jest dobrze wyjasnione.

(3) W sekeji 2.2.3 dotyczacej skreconych cykli i "funkcji wielowarto$ciowych” 1 okreslonych na
zbiorze otwartym U nalezy zakladaé¢ co najmniej, ze D = C" \ U jest zadane jako uklad
zer wielomianéw, a 1 jest iloczynem ich poteg zespolonych, wéwczas w = %w = d(log)
jest prawdziwg 1-forma, co jest istotne przy definicji caltkowalnej koneksji V, = d + wA i
homologii H,(U, L)), dla ktérych okreslone calkowanie jest dualno$cia z HP(A*(U),V,,) =
HP(Q*(xD),V,) [AK11l, Lemma 2.9, Theorem 2.5]. Dalej, w ogdlnosci wynik catkowania w

Definicji 2.2.2 zalezy of klasy [['] € H, (U, L)) (por. [IK11, Lemma 8.10]). Jesli cykl ' ma
1
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by¢ rzeczywiscie specjalnie wybrany, to trzeba powiedzieé¢ jak (por. np. [IK11, Theorem 8.4]).
W specjalnych przypadkach, np. gdy D jest uktadem hiperptaszczyzn w potozeniu ogdlnym
(co jest prawdopodobnie wystarczajace dla autora), jest wyrézniona baza H, (U, L)) [AK11,
Theorem 3.1].

(4) W definicji 2.2.4 nie rozumem dlaczego granica istnieje. Jesli np. V(z) = 322, to P(z) =
% n@@(n). W tego typu miejscach dobrze jest przywolywaé zwiezle zalozenia (tu: co to jest
"matrix model” i co sie zaklada o potencjale V' (z)).

(5) W sekcji 2.2.5: nie kazda macierz jest diagonalizowalna, wiec wypada skomentowaé dlaczego
nie wplywa to na rozumowania.

(6) W definicji 2.4.1: zeby funkcje x,y dawaly zanurzenie krzywej w P! x P! z algebraicznym
obrazem nie wystarczy, ze sa meromorficzne. Nie wystarczy nawet, ze sa wymierne.

(7) Opisana kwantyzacja algebry C[x,y] jest zalezna od wyboru wspétrzednych x,y, a wiec ope-
rator ]3(53,37) jest wyznaczany przez wielomian P(z,y), ale nie przez sama krzywa (plaska!)
Y = {(x,y) € C?>: P(x,y) = 0}. Nie jest powiedziane, jak zmieni sie operator przy algebra-
icznej zmianie wspéhrzednych na C2.

(8) Fakt, ze (3.2) sa liniowo niezalezne jest dla ogdlnej algebry Liego trescia twierdzenia Poin-
carégo-Birkhoffa-Witta, ktére warto przywotac.

Rozdziat j: Krzywe kwantowe.

Gléwnym wynikiem rozdziatu 4 jest Twierdzenie 4.2.1, czyli konstrukcja i opis nowej reprezen-
tacji p algebry Virasoro V na podprzestrzeni C|[to, 1, . ..]]@C[h, h~]®@C{z} rozpinanej przez pew-
ne konkretne funkcje 1 (v, z), v € F(a) zdefiniowane przy uzyciu specjalnych homomorfizméw
Y miedzy modutami Focka (pewnymi modulami Vermy nad algebra Heisenberga) i operatoréw
przemieniania pomiedzy modutami nad algebrami wierzchotkowymi. Zwrdce tutaj uwage na brak
precyzyjnych wyjasnien nastepujacej kwestii: Twierdzenie 4.2.1, Stwierdzenie 4.3.2 oraz rachunki
w sekcji 4.3 dotycza tylko reprezentacji V~, natomiast we wstepie do rozdziatu 4 oraz w Sekcji
4.3 moéwi sie o reprezentacji pelnej algebry Virasoro. Pojecia sa tutaj skomplikowane i sprawne
operowanie nimi wymaga treningu, ale sama konstrukcja reprezentacji jest jasna o tyle, ze jest ona
indukowana z wiadomej reprezentacji V na F(a) poprzez warunek p(Ly,)to (v, %) := to(Lyv, z).
Treécia twierdzenia jest podanie konkretnej postaci dzialania generatoréw L, algebry Virasoro
dla n < —1, niezaleznej of v, w formie kombinacji operatoréw mnozenia i rézniczkowania. Dowdd
to rachunek zajmujacy strone i uzywajacy Lematu 3.2.3 pochodzacego od autora.

Ta reprezentacja jest wykorzystywana do podania przyktadéw specjalnych operatoréow réznicz-
kowych, tzw. krzywych kwantowych (Example 4.2.1). W skrécie, jesli modul Vermy nad algebra
Virasoro V posiada wektor osobliwy (wéwczas modutl ten jest redukowalny), to mozna go przedsta-
wi¢ jako wynik dzialania pewnego wielomianu A({L_,}n>0) € U(V ™), gdzie U(V™) jest algebra
obwiednia V™, na wektor najwyzej wagi. Taki operator A to wilaénie krzywa kwantowa, ktora
pojawia sie¢ w pewnych fizycznych hipotezach (por. Sekcja 2.5.1 pracy).

Podobna konstrukcja i opis reprezentacji jak w Twierdzeniu 4.2.1, oznaczmy ja p¢*T, bez para-
metru v € F(), tzn. na funkcjach ¢(|a)) gdzie |a) jest wektorem najwyzszej wagi w F(a), byla
podana w [MS17, (1.10)], a konstrukcja autora jest jej jednoparametrowa deformacja, dokladniej
(dla n > 0):

. m m—n
(0.1) p(Lon) = p“FT(Lo) +7 Y (n " 2) (m + 2ty s02™ "2,
m=n—2

gdzie v = h(a — N+/B). Z matematycznego punktu widzenia ciekawe sa uwagi w Sekcji 4.3.
Mianowicie z faktu, ze p jest reprezentacja, wynika kombinatoryczna tozsamo$é (Stwierdzenie
4.3.1)

k—2—a
k—n—-—2\(n k
02 ( " ><b>(2n k—2)=(b “)<a+b+z> abkeN, k>a+b+2

n=>b

I na odwrét, autor argumentuje w sekeji 4.3, ze gdyby wiedzieé z géry, ze tozsamosé (0.2) zachodzi,
to opis reprezentacji p“'T implikuje opis reprezentacji p. Mozna by oczekiwaé, ze wobec tego autor
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przystapi do bezposredniego udowodnienia (0.2), co pozwoli uzyskaé prostszy dowdd twierdzenia,
ale tak sie nie dzieje. Jej dowdd nie jest trudny, wiec pozwalam sobie go podac.

Tozsamos¢ (0.2) wynika przez podstawienie (s,r,4,¢) = (—a—1,—b—1,n—b, —k—a—b—2) z tozsamosci

(0.3) zc:<Z><Cii>(s—c—r+2i)z(s—r)(8+z_l> ceN, s R,

=0

a ta z kolei wynika z dwukrotnego uzycia tozsamosci

(0.4) i(:)(cii>(r—i)=r(8+’;_l> ceEN, r,s €R.

=0

Poniewaz (1) (r — i) = 7“(’71), ta ostatnia jest konsekwencja tozsamosci Chu-Vandermonde’a (' =r — 1)

(0.5) Z <7Z> (c i Z) - <r1 Jcr S/> ceN, 1 scR,

=0

ktora wynika z poréwnania wspélczynnikéw przy z¢ dla rozwinieé (1 + x)rl (1+ ) oraz (1 + x)T/“.

Rozdzialy 5-6: Supersymetria i struktury Airy’ego.

Super-przestrzen liniowa to suma prosta V = V@ V; z Zge-gradacja: |v| =i dlav € V;,i =0, 1.
Jedli taka przestrzen jest algebra, to méwimy, ze jest super-przemienna jesli ab = (—1)1*/lpa dla
elementéw jednorodnych. Dla przyktadu, algebra zewnetrzna A W na zwyktej przestrzeni liniowej
W z podzialem na formy parzystego i nieparzystego stopnia jest taka wtasnie super-przemienna
algebra. Wprowadza si¢ tez pojecia super-calkowania, super-algebry Liego (modyfikujac odpo-
wiednio warunek Jacobiego), moduléw nad nimi, super-algebr wierzchotkowych, etc. Dobra lek-
tura sa tutaj [Var04], [Man97], [IK11, §4.1, §C.4]. Autor przywoluje powyzsze pojecia razem
z dwoma mozliwymi super-rozszerzeniami algebr Virasoro i Heisenberga (rozszerzenia Neveu-
Schwarza i Ramonda). Chociaz nie ma to wiekszego wplywu na badania teoretyczne, dodam, ze
z punktu widzenia fizyki supersymetria jest teorig, ktora mimo réznych préb eksperymentalnych
nie znalazla na razie potwierdzenia.

Sekcja 5.2.2, ktéra jest dygresja na temat calkowania zmiennych w nieparzystej gradacji (fer-
mionowych), jest wkladem wlasnym autora, ale niestety nie znalaztem w niej konkretnej konkluzji.
Innym wkladem wlasnym autora jest Stwierdzenie 5.3.7, ktére méwi, ze pewne naturalnie wy-
gladajace warunki dotyczace operatoréw przeplatania, pojawiajace si¢ przy probie konstrukcji
super-krzywych kwantowych, prowadza do sprzecznosci. Jest to ciekawa obserwacja i nie jest ja-
sne jak omingé¢ ten problem. W przyktadzie na stronie 82 pojawiaja sie powiazane z wektorami
osobliwymi operatory, tzw. super-krzywe kwantowe.

Skréotowa sekcja 5.4 "napisana z mniejsza matematyczna precyzja” zawiera formuty opubliko-
wane w [CHJ'18], w tym opis reprezentacji super-rozszerzen analogiczny do Twierdzenia 4.2.1
(Twierdzenia 5.4.1 i 5.4.2). Ze wzgledu na to, ze cytowana praca ma 68 stron, a zadne twierdzenie
sie w niej nie pojawia, nie sprawdzalem tych formul dokltadnie.

W rozdziale 6 autor wraca do wymienianych w pracy wielokrotnie poje¢ rekurencji topologicznej
oraz kwantowych struktur Airy’ego, ktore naleza do biezacych tematéw badan fizyki teoretycznej
w tym obszarze (i ktére autor chce uogélniaé do wersji super-symetrycznych), ale ich jasnej i
pelnej definicji nie podaje. Proponowane uogdlnienie, czyli supersymetryczna struktura Airy’ego
dla super-przestrzeni liniowej V' (Definicja 6.1.2), to specyficzny parzysty homomorfizm super-
algebr Liego L:V* —s W(V), gdzie W(V) jest algebra Weyla V. Nie wiem dlaczego uzywa sie
w tej definicji licznych indekséw, zamiast form dwuliniowych. Podana definicja algebry Weyla
(Definicja 6.1.1) jest bledna: dzieli sie tam T'(V @ V*) przez ideal generowany przez wyrazenia,
ktére nie musza naleze¢ do T(V @ V*), bo zawieraja parametr h.

Ciekawym wynikiem jest Twierdzenie 6.1.1 méwiace, ze w specjalnych przypadkach da sie
jednoznacznie rozwigzaé¢ réwnania L(z*)ef” = 0 dla tzw. wolnej energii F € W(V)[[h]] (z; tworza
baze V). Dowdd to prosty rachunek indukcyjny uzywajacy rozwinigcia w potegi parametru h.
Rozdzial zawiera kilka przyktaddéw i mniejszych lematéw dotyczacych struktur Airy’ego.
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Konkluzja

Jak wynika z przeprowadzonej analizy, Pan Pawet Ciosmak wykazuje sie¢ w rozprawie doktor-
skiej wiedza teoretyczna i umiejetnoscig samodzielnego prowadzenia pracy naukowej. Rozprawa
ma poprawng strukture, zawiera rozwigzania oryginalnych mniejszych probleméw naukowych i
wlasciwie cytuje literature, a wiec w mojej ocenie spetnia warunki ustawowe. Jezyk angielski jest
og6lnie poprawny, chociaz autor ma problemy z wlasciwym uzyciem (brakiem uzycia) angielskich
przedimkéw “the” oraz "a’”.

Dokladniejsza ocena jakoéci pracy z punktu widzenia matematyka jest bardziej klopotliwa.
Jest to bowiem praca z fizyki teoretycznej, a gtéwne wyniki bylty publikowane w czasopismach
fizycznych takich jak Journal of High Energy Physics, gdzie formulowanie precyzyjnych definicji i
twierdzen nie jest wymagane. Oczywiscie, badane struktury sa skomplikowane i interesujace, a ich
odpowiednie formalizowanie jest zadaniem ambitnym, ktéremu sg w stanie podotaé¢ z sukcesem
tylko bardzo dobrzy matematycy. Doceniam, ze Pan Ciosmak stara sie iS¢ ta droga, ale w mojej
ocenie nie dociera do celu. Nie mniej niz poltowe rozprawy doktorskiej stanowia rzeczy znane z
ksiazek, a nowych matematycznie interesujacych wynikow jest niewiele. Redakcja pracy jest, jak
sadze, poprawna z punktu widzenia fizyka. Sam fakt, ze formutowane sa definicje, twierdzenia i
dowody, jest budujacy, ale ogélnie poziom Scistosci i kultury matematycznej odbiega od typowych

rozpraw doktorskich z matematyki.
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