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RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ MGR. MICHALA STRZELECKIEGO
PT. ,CONCENTRATRATION OF MEASURE”
NAPISANEJ POD KIERUNKIEM DR. HAB. RADOSEAWA ADAMCZAKA
NA WYDZIALE MATEMATYKI, INFORMATYKI I MECHANIKI
UNIWERSYTETU WARSZAWSKIEGO

Przedmiotem omawianej rozprawy doktorskiej sa zagadnienia koncentracji miary, licza-
cej niemal pot wieku dziedziny analizy matematycznej i rachunku prawdopodobienstwa,
ktora (w jednym z kilku réwnowaznych uje¢) skupia sie na badaniu szybkoé¢ zaniku miary
warstwic {z : F(z) > t} funkcji lipschitzowskiej F' gdy ¢t dazy do nieskonczonoéci. W roz-
woj tej galezi matematyki zaangazowanych bylo wielu wybitnych matematykow i cho¢
klasyczne wyniki zostaly uzyskane kilka dekad temu, tematyka wciaz jest intensywnie
rozwijana.

Przedstawiona do recenzji rozprawa doktorska ma forme klasycznej dysertacji i liczy
112-+vi stron tekstu. Sklada sie z dwoch czesci. Pierwsza, krotsza, dotyczy klasycznego
zagadnienia warstwic funkcji lipschitzowskich. W drugiej, duzo obszerniejszej, rozwazane
sg funkcje wypuklte (w tym nielipschitzowskie) — ten kierunek badan zainicjowat Tala-
grand na poczatku lat 90. Tekst koniczy krétki zatacznik z informacjami dotyczacymi
réwnan Hamiltona—Jacobiego i liczacy 83 pozycje spis literatury. Rozprawie doktorskiej
towarzysza trzy publikacje, zawierajace wiekszos¢ wynikow drugiej czesci: dwa artykuly
ukazaly sie w renomowanych czasopismach (Bernoulli oraz Ann. Inst. Henri Poincaré
Probab. Stat.), jeden w czasopismie nieco nizszej rangi (ALEA). Pierwsza cze$¢ rozprawy
jest czedcig niezakonczonego jeszcze miedzynarodowego projektu, ktory (jak mozna zro-
zumie¢ z autoreferatu) réwniez zaowocuje publikacja. Mgr Michat Strzelecki jest ponadto
autorem trzech opublikowanych artykuléw naukowych (w cenionych czasopismach: Stu-
dia Math., Proc. Amer. Math. Soc. oraz Ann. Acad. Sci. Fenn. Math.) i jednego
artykutu zgloszonego do redakcji.

W dalszej czesci recenzji krotko przedstawie glowne tezy rozprawy doktorskiej, moja
ocene rangi naukowej oraz sposobu prezentacji uzyskanych wynikéw, krotka charakte-
rystyke pozostatego dorobku naukowego mgr. Michata Strzeleckiego i konkluzje. Juz w
tym miejscu chciatbym jednak podkreslié, ze omawiang rozprawe doktorska uwazam za
bardzo dobra i nie mam najmniejszych watpliwosci, ze powinna zosta¢ dopuszczona do
dalszych etapow przewodu doktorskiego.

GLOWNE TEZY ROZPRAWY

1. Wprowadzenie. Klasyczne wyniki teorii koncentracji miary wiaza roéznego rodzaju
nier6wnosci. W omawianej rozprawie badane sg miary probabilistyczne p na przestrzeni
R4. Zjawisko koncentracji miary zwykle opisywane jest nieréwnoscia postaci

ule € R : | f(z) - My] > 1} < a(t), &

gdzie a(t) jest ustalong szybko malejaca funkcja, f jest dowolng funkcja speiniajaca wa-

runek Lipschitza ze stala 1, za§ M; oznacza medianeg (czasem — wartos¢ §rednig) funkeji

f wzgledem miary p. Zwykle rozwaza sie odpowiednia rodzine miar na przestrzeniach

réznych wymiaréw, a kluczowa kwestia jest brak zaleznosci wyrazenia a(t) od wymiaru.

Za pierwszy wynik w tej dziedzinie uznaje si¢ twierdzenie Lévy’ego i Schmidta, w kto-

rym p jest miarg jednostajng na sferze jednostkowej; w tym przypadku mozna przyjac
1
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a(t) = e=@=2% 5 wiec uzyskiwane oszacowania sg coraz lepsze wraz ze wzrostem wy-
miaru d. Gdy p jest standardows miara gaussowska, koncentracja miary zachodzi z prawa
strong dana wzorem o(t) = 2e~*/2,

Zjawisko koncentracji miary zwiazane jest z kilkoma mniej lub bardziej klasycznymi
nieréwnosciami, m.in. nieréwnoscig Poincaré

Var,(f) <c [ 11 Pdn @)
gdzie Var,(f) = [ f2du — ([ fdu)?; logarytmiczna nieréwnogcia Sobolewa

Ent,(f) < [ V1 Pdn 3)
gdzie Ent,(f) = [ flog fdu dla f > 0 o calce réwnej 1; nieré6wnoécia Talagranda T,

Fa(p, fu) < cEnty(f), (4)

gdzie 5 (u,v) oznacza odlegtosé Wassersteina miedzy miarami probabilistycznymi u i v.
W tych nieréwnosciach f jest zwykle dowolna funkcja gladka; czesto mozna ostabié to
zatozenie i wymagaé, by f byta lipschitzowska.

Klasyczny rezultat orzeka, ze nieréwnosé¢ (3) pociaga nieréwnosé (4), ktora z kolei
implikuje (2). Ponadto wszystkie sa zwiazane z koncentracja miary; na przyklad nieréw-
nosé (4) jest rownowazna nieréwnosci (1) dla poteg tensorowych miary i z prawa strona
rzedu a(t) = 2.

2. Wyniki dotyczace funkcji lipschitzowskich. Pierwsza cze$é¢ pracy, rozdziat 2,
dotyczy swego rodzaju uogélnienia wspomnianego wyzej wyniku. Gléwne twierdzenie (o
numerze 2.2.1) orzeka, ze dla ¢ € (2, 00) nieréwno$¢ Lataty—Oleszkiewicza

2/p
2%, 5= </ pan=( f ) ) <e [ vsan )

(blisko zwigzana z nieréwnoscia Poincaré) implikuje zmodyfikowang logarytmiczng nie-

réwnosé Sobolewa
Vi N
Bt () < o f e (G2 TEE) P 7

Wynik ten jest nastepnie stosowany do uzyskania lepszych niz dotad znane oszacowan
koncentracji miary p oraz jej poteg tensorowych (wnioski 2.2.2, 2.2.3 1 2.2.5).

Nieréwnosci (5) oraz (6) byly badane przez innych autoréw, w duzym uproszczeniu — w
celu charakteryzacji zjawiska koncentracji miary z prawa strona rzedu a(t) = 2e=" | gdzie
% o % = 1. Rezultat pierwszej czesci rozprawy doktorskiej jest tu znaczacym wynikiem,
ktory wskazuje zwiazek miedzy dwoma r6znymi podejéciami do tego zagadnienia. Dowdd
nadladuje argumenty wykorzystane wczesniej w literaturze w nieco innym kontekécie, z
istotnymi modyfikacjami.

3. Wyniki dotyczace funkcji wypuklych. Przewazajaca czesé rozprawy doktorskiej
dotyczy nieréwnosci podobnych do tych omawianych powyzej, ale zawezonych do klasy
funkcji wypuktych. Nieréwnosci te omawiane sa we wprowadzajacym rozdziale 3 oraz
kolejnych cztery rozdziatach. Kazdy z nich dotyczy pokrewnych, lecz niezaleznych za-
gadnien.
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Gléwnym wynikiem rozdziatu 4 jest charakteryzacja miar na prostej (d = 1), ktore
spelniaja nastepujacy wariant logarytmicznej nieréwnosci Sobolewa:

Ent,(ef) < /H(ch)efdu (7)

dla wszystkich wypuklych funkeji lipschitzowskich f; tu H jest ustalong parzysta funkcja
1

wypukla, ktéra w pewnym otoczeniu zera jest rowna ZCL‘Q 1 ktorej dolny indeks Matu-
szewskiej w nieskonczonosci jest wiekszy od jednosci (jednostronny warunek regularnej
zmiennosci). Powyzsza nieréwno$é okazuje sie rownowazna warunkowi na ,wazony” modut
cigglosci odwrotnej dystrybuanty miary p, wyrazony przy pomocy funkcji transportujacej
symetryczny rozkitad wyktadniczy (tj. rozklad Laplace’a) na miare p oraz transformaty
Fenchela-Legendre’a funkcji H. Rezultat ten nie byt znany nawet w przypadku kwadra-
towej funkcji H. Wnioskiem sa réwnowazne sformutowania w jezyku innych nieréwnosci
(twierdzenie 4.1.8) oraz wyniki dotyczace koncentracji miary (wniosek 4.1.9), a takze
ciekawa charakteryzacja lipschitzowskiej wersji nieréwnosci Talagranda (4) poprzez lip-
schitzowska nieréwnoéé Poincaré (2) oraz wypuklg logarytmiczng nieréwno$¢ Sobolewa.
W koncowej czesci sformutowano ponadto trzy problemy otwarte.

W rozdziale 5 udowodniono (twierdzenie 5.1.1) réwnowaznos¢ nieréwnosci Poincaré (2)
dla wszystkich funkcji wypuklych z wariantem nier6wnosci Talagranda, w ktorym odle-
glos¢ Wassersteina 7, zastapiona jest wielkoscig

Fov) =manc{ i EOCX ~ E(YIX), jnf BA(Y — BCXIY) |

infimum brane jest tu na zbiorze wszystkich wektoréw losowych (X,Y) o rozkladach
brzegowych p oraz v, za$ wypukla funkcja 6 jest réwna |z|*> w pewnym otoczeniu zera
oraz a|z| — b w dopelnieniu tego otoczenia. Wynik ten byl dotad znany jedynie w przy-
padku jednowymiarowym. Dow6d przedstawiony w rozprawie wykorzystuje zmodyfiko-
wane nieréwnosci logarytmiczne Sobolewa dla funkcji wypuktych oraz wklestych. Jedna
z implikacji jest standardowa, dowod drugiej inspirowany jest wczeSniejszymi wynikami
dotyczacymi dowolnych funkcji lipschitzowskich (niekoniecznie wypuklych), ponownie —
z istotnymi zmianami. Rozdzial zamykaja przyklady i dwa otwarte pytania.

Konsekwencje wspomnianego wariantu nieréwnosci Talagranda przedstawione sg w roz-
dziale 6. Okazuje sie, ze nieréwnosc¢ ta (a wlasciwie jej stabszy wariant) pocigga zjawisko
koncentracji miary dla lipschitzowskich funkecji wypuklych (twierdzenia 6.2.1 i 6.2.3).
Stad z kolei wynikaja pokrewne wtlasnoséci niekoniecznie lipschitzowskich funkcji wypu-
ktych (twierdzenie 6.3.1). :

Ostatni rozdzial rozprawy dotyczy wspomnianego w poprzednim akapicie wariantu
nieréwnosci Talagranda, a $cislej: dualnego sformutowania tej nieréwnosci przy pomocy
splotu infimum. W miejsce kwadratowo-liniowej funkeji kosztu ¢ rozwazana jest opty-
malna funkcja kosztu zwigzana z funkcja tworzaca momenty miary p. Glowny wynik
tej czesci (twierdzenie 7.2.1) orzeka, ze miary niezmiennicze na obroty, ktorych ogony sa
logarytmicznie wkleste, spetniaja taka nieréwnosé. Konsekwencjg sa nieréwnosci miedzy
stabymi i mocnymi momentami miary u (twierdzenie 7.2.4, wniosek 7.2.5). Dowody znéw
inspirowane sa analogicznymi wynikami dla dowolnych funkeji lipschitzowskich.

Rozdzial 5 odpowiada publikacji w Bernoulli, wspélnej z Radostawem Adamczakiem,
promotorem. Wyniki rozdziatu 4 sa treécia artykutu w Ann. Inst. Henri Poincaré Probab.
Stat., ktoérego wspotautorem jest Yan Shu. Rozdzial 7 z kolei oddaje tres¢ publikacji w
ALEA, wspoélnej z Marta Strzelecka oraz Tomaszem Tkoczem.



OCENA RANGI NAUKOWEJ UZYSKANYCH WYNIKOW

7 powyzszego opisu jasno wynika, ze omawiana rozprawa doktorska zawiera wiele no-
wych rezultatéw, istotnie rozszerzajacych stan wiedzy w aktywnie rozwijanej dziedzinie
matematyki. Autor sprawnie operuje rozmaitymi narzedziami, wykorzystuje m.in. row-
nania Hamiltona—Jacobiego dla splotéw infimum, transformate Legendre’a—Fenchela czy
wlasno$ci entropii miarowej. Teoria koncentracji miary wiaze ze sobg liczne nieréwno-
$ci, miedzy ktérymi zachodza nieoczywiste zwigzki. Z uznaniem odnosze sie¢ do biegtosci
autora w poshigiwaniu si¢ tymi nier6wnosciami, znajomosci literatury i umiejetnosci do-
stosowania znanych technik dowodowych do swoich potrzeb.

Jedyny ewentualny mankament ocenianej rozprawy doktorskiej to brak wiodacego re-
zultatu, ktérego dowdd wymagatby catkiem nowej idei. Wszystkie uzyskane wyniki nawig-
zuja do znanych twierdzen, a metody dowodowe sa inspirowane argumentami wykorzy-
stanymi w literaturze. Trudno jednak uznaé to za istotny zarzut, zwlaszcza w kontekscie
specyfiki dziedziny matematyki, ktorej dotyczy doktorat. Mnogo$é¢ poje¢, nieréwnosci
i zwiazkéw miedzy nieré6wnoéciami sprawia, ze juz opisanie wynikéw z rozprawy w spo-
sOb syntetyczny jest ktopotliwe (w przedstawionej wyzej charakterystyce jest bardzo duzo
uproszezeni). Najlepszym za$ dowodem wagi uzyskanych wynikoéw jest fakt opublikowania
ich na tamach bardzo dobrych czasopism naukowych.

W calej rozprawie nie znalazlem ani jednego btedu merytorycznego. Zwraca uwage
rzetelno$é¢ odniesiert do literatury: wszystkie twierdzenia oraz dowody opatrzone sg od-
powiednim komentarzem, informujacym o zrodle, takze wtedy, gdy oryginalne sformu-
towanie czy rozumowanie stanowito ledwie inspiracje. Dziwi jedynie brak klarownych
odniesienn do wtasnych artykuléow, ktére zawieraja opisywane rezultaty.

OCENA SPOSOBU PREZENTACJI WYNIKOW

Struktura rozprawy doktorskiej jest bardzo czytelna. Jedynym zastrzezeniem jest mno-
go$¢ wstepow. Pierwszy rozdzial stanowi doskonale, $wietnie napisane wprowadzenie do
dziedziny. Zrozumiatle jest opatrzenie osobnym wstepem obu czesci rozprawy (odpowied-
nio podrozdziat 2.1 i rozdzial 3), ale dobrym pomystem byloby chyba wyodrebnienie i
polaczenie wstepow do rozdziatow 4-7 (podrozdziaty 4.1, 5.1, 6.1 1 7.1) oraz zamieszczenie
ich w rozdziale 3.

Moim zdaniem warto byloby tez zebra¢ wszystkie omawiane nieréwnosci w jednym
miejscu lub przynajmniej zataczy¢ spis waznych nieréwnosci z odpowiednimi odno$ni-
kami. W obecnej postaci niespecjaliScie trudno czyta¢ tekst w sposéb liniowy, wymagane
sa czeste powroty do jednej z wielu czesci wstepnych.

W niektorych dowodach ciagtosé rozumowania przerywana jest technicznymi wstaw-
kami, np. dotyczacymi mozliwoéci zawezenia uwagi do funkcji gladkich przez odpowiednia
procedure regularyzacji. Warto bytoby te fragmenty wyodrebni¢ w postaci lematéw czy
komentarzy do odpowiednich nieréwnosci oraz zamiesci¢ w czesci wstepnej. Roéwnie po-
mocne bytyby analogiczne systematyczne uwagi dotyczace wiasnosei tensoryzacji.

Niektore szczegdly rozumowania zostaly pominiete. Jest to calkiem zrozumiale, a
nawet pozadane, bowiem juz w obecnej postaci rozprawa liczy ponad sto stron gestego,
pozbawionego zbednych komentarzy tekstu. Niestety nie zawsze pominiete detale sg
opatrzone wlasciwym komentarzem (np. w wyprowadzeniu wzoru (2.4.3) na s. 20).

Inne drobne usterki to: niezrecznosci jezykowe (np. not speaking about na s. 7, criterion
for satisfying na s. 25), niezrozumiate sformutowania (np. f is constant and equal to zero
on its support na s. 15; rozwazanie wektora (z;) w zakresie od i = 1 do p gdy p jest by¢
moze liczba niecatkowita na s. 84) czy nieistotne pomytki (np. na s. 48 funkcja 6 jest
rosnaca wylacznie na [0, 00), nie na R; pytanie 5.6.3 jest powyzej, nie ponizej odniesienia
na s. 82; brakuje szczegdtow bibliograficznych w pozycji [43]; dodano niepotrzebny odstep
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w nazwisku Cirel’'son w pozycji [76]; podtytul Old and New umieszczono za data w opisie
pozycji [80]). Zwraca uwage trzykrotne wprowadzenie transformaty Legendre’a—Fenchela,
na stronach 25 (bez definicji, pod nazwa transformacja Legendre’a), 38 (z definicja, pod
nazwa transformacja Fenchela-Legendre’a) oraz 90 (z definicja, ponownie pod nazwa
transformacja Legendre’a). Niektére fragmenty rozumowania mozna najwyrazniej mini-
malnie uproéci¢ (np. w lemacie 2.5.2 mozna zastapi¢ % stala i, z prostszym dowodem;
w dowodzie twierdzenia 7.2.1 krok 1 wydaje sie zbedny, poniewaz ogdlniejsza redukcja
dokonywana jest w kroku 2).

Powyzsze zastrzezenia dotycza jednak detali i majg subiektywny charakter. Ponadto
nalezy uznaé, ze w stosunku do dlugosci tekstu liczba tego typu drobnych bledow jest
niewielka. Sposéb prezentacji wynikéw w rozprawie doktorskiej oceniam wiec bardzo
dobrze.

Troche gorzej pod tym wzgledem wypada autoreferat. Zawiera on dobre, pieciostro-
nicowe podsumowanie zawartosci rozprawy doktoreskiej, ale nie jest wolny od usterek.
Najwazniejsza to brak wyjasnienia, czym sa nieréwnosci Ty i T, na stronie 4 oraz nie-
réwnoéé T na stronie 5. Warto byloby tez zdefiniowaé pojecie entropii funkeji wzgledem
miary oraz entropii zmiennej losowej. Ponadto zdarzaja sie literéwki (np. kule jednostkq
na s. 3; nieprzettumaczone if w ostatnim wzorze na s. 3). Opis pozostatego dorobku
naukowego autora jest nader lakoniczny. Brakuje mi wreszcie jasnej informacji na temat

roli mgr. Michata Strzeleckiego w publikacjach wieloautorskich.

CHARAKTERYSTYKA POZOSTALEGO DOROBKU NAUKOWEGO DOKTORANTA

Oprocez trzech artykuléw zawierajacych wyniki zasadniczej czesci rozprawy doktorskiej,
mgr Michat Strzelecki jest autorem trzech artykutow opublikowanych i jednego zgloszo-
nego do redakcji. Dwie z tych prac dotycza oszacowan operatoréw singularnych: trans-
formaty Hilberta oraz transformaty Beurlinga—Ahlforsa; tematyka ta autor zajmowal sie
w ramach swojej pracy magisterskiej. Kolejna zawiera wstepne wyniki, stanowigce punkt
wyjécia do jednego z rozdzialéw rozprawy doktorskiej. Ostatnia, jeszcze nieopubliko-
wana, dotyczy zastosowan rezultatéw innego rozdzialu rozprawy doktorskiej do badania
m.in. modelu Isinga. Wszystkie te prace zawieraja oryginalne wyniki z niebanalnymi
dowodami; te juz opublikowane ukazaty sie na tamach bardzo dobrych czasopism.

KoNkLUziA

Oceniana rozprawa doktorska mgr. Michata Strzeleckiego bez najmniejszych watpliwo-
$ci spetnia wszystkie ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim.
Stanowi ona oryginalne rozwiazanie problemu naukowego — a nawet wielu problemo6w
naukowych — postawionych przez uznanych specjalistow. Poziom techniczny zastoso-
wanych argumentéw dowodzi zdolnosci mgr. Michata Strzeleckiego do prowadzenia sa-
modzielnych badan naukowych, zas réznorodnosé¢ wykorzystanych metod dowodowych
ukazuje rozlegla ogdlna wiedze teoretyczng w dziedzinie. Wobec tego wnosze o dopusz-
czenie rozprawy doktorskiej mgr. Michata Strzeleckiego do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.

Mimo drobnych zastrzezen, opisanych wyzej i odnoszacych sie przede wszystkim do
sposobu prezentacji wynikow, uznaje range uzyskanych wynikéw za dostatecznie wysoka,
by wnioskowa¢ o wyrdznienie rozprawy doktorskiej mgr. Michala Strzeleckiego.
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