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Postepowanie w sprawie nadania panu mgr. Michalowi Lemanczykowi stopnia doktora
w dyscyplinie matematyka jest prowadzone na podstawie przepisow ustawy z dnia 20 lipca
2018 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. 2021 poz. 478 z pézn. zm.), zwanej
dalej po prostu ustawa. Artykul 187 punkty 1-2 ustawy stanowia, ze rozprawa doktor-
ska z dyscypliny matematyka prezentuje ogdlng wiedze teoretyczng kandydata |[...] oraz
umiejetno$é samodzielnego prowadzenia pracy naukowej [...] a [przedmiotem rozprawy
doktorskiej jest oryginalne rozwigzanie problemu naukowego®.

Po zapoznaniu sie z rozprawg doktorska pana Michata Lemanczyka moge bez naj-
mniejszych watpliwosci stwierdzi¢, ze spelnia ona wymagania stawiane rozprawom
doktorskim przez przywolang tu ustawe. Dalsza cze$é tej recenzji zawiera omdwienie
zawartosci rozprawy oraz uzasadnienie tej oceny.

Recenzowana tu rozprawa podzielona zostata na dwie czeéci. Czesé pierwsza zatytulo-
wana (nieco na wyrost) ,Wprowadzenie” (Introduction) zawiera dwa rozdzialy, ,Prelimi-
naria” i ,,Oméwienie naszych wynikéw” (Preliminaries i Summary of our results). Tytuly
rozdzialéw dobrze oddaja ich tres¢. Drugi rozdzial czesci pierwszej to w istocie katalog
otrzymanych w rozprawie wynikow. Czesé druga (Results and proofs) zawiera pelne sfor-
mutowania i dowody otrzymanych przez Autora twierdzen. Ta czesé sklada sie z czterech
rozdziatéw poswieconych czterem gtéwnym zagadnieniom poruszanym w pracy:

Instytut Matematyki

1. entropii i ci$nieniu topologicznemu proceséw splotowych (inaczej: iloczynéw punkto-
wych stacjonarnych proceséw binarnych),

2. entropii, wlasnosci Gibbsa dla miar o maksymalnej entropii oraz cisnieniu topologicz-
nemu dla uktadéw Z-wolnych,

3. nier6wno$¢ Bernsteina dla m-zaleznych zmiennych losowych,
4. nier6éwno$¢ Bernsteina dla ogdlnych tancuchéw Markowa.

Nalezy zauwazy¢, ze cze$¢ wynikéw zawartych w rozprawie jest nowa (chodzi tu gléwnie ul. Prof. St. tojasiewicza 6
o wyniki zwiazane z ci$nieniem topologicznym) a pozostale rezultaty pochodza z trzech
artykuléw, z ktorych dwa sg napisane wraz z Promotorks rozprawy, pania prof. Joanna
Kutaga-Przymus. Dwa sposréd tych trzech artykuléw zostaly opublikowane w dobrych
czasopismach matematycznych. Zgodnie z oznaczeniami przyjetymi w rozprawie artykuty
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Omawiana rozprawa doktorska ma forme monografii naukowej na co zezwala obecnie
obowiazujace prawo. Ustawa nie precyzuje jednak, co nalezy zrobi¢ w przypadku wlaczenia
do rozprawy wynikéw otrzymanych we wspoélpracy z innymi matematykami. Poprzednia
ustawa (z dnia 14 marca 2003 r.) moéwila: Rozprawe doktorskq moze takze stanowié sa-
modzielna 1 wyodrebniona cze$é pracy zbiorowej, jezeli wykazuje ona indywidualny wktad
kandydata przy opracowaniu koncepcyi, wykonywaniu cze$ci eksperymentalnej, opracowa-
niu i interpretacji wynikéw tej pracy, odpowiadajecy warunkom okreslonym w [artykule
13]. W mojej opinii praca doktorska pana Lemanczyka spelnia przytoczony wyzej waru-
nek ze starej ustawy. Zalowaé jedynie nalezy, ze pan Michal Lemanczyk nie zdecydowal sie
na zalaczenie opisu swojego indywidualnego wktadu we wspdlne prace. Przy nadawaniu
stopni i tytuléw sktadanie podobnych oswiadczen bywa praktykowane. Pan Lemanczyk
mogt to zrobié¢ na przyktad w Autoreferacie. Chee podkreslié, ze wedtug mojej najlepszej
wiedzy Autor rozprawy nie mial obowiazku zamieszczania informacji o swoim wkladzie.
Zdaje sobie tez sprawe, ze bardzo trudno o ocene wktadu poszczegdlnych autoréw w wynik
bedacy efektem Scistej wspétpracy. Wydaje mi si¢ jednak, ze dodanie takiego o$wiadcze-
nia byloby bardzo pomocne przy ocenie doktoratu, szczegdlnie przy ocenie, czy doktorat
zashuguje na wyroznienie. Podobna uwaga odnosi sie tez do wynikow, ktore nie zostaly
dotychczas zawarte w preprintach. W materiatach, ktére zostaty mi dostaczone nie ma
(albo tez nie zauwazylem) informacji o tym, czy te wyniki, ktére nie sa zawarte w zadnym
z dotychczas ogloszonych artykuléw zostaly otrzymane samodzielnie, czy tez we wspot-
pracy z Promotorka.

Przejde teraz do dokltadniejszego moéwienia wynikéw zawartych w ocenianej rozprawie.
Twierdzenia przedstawione przez pana Michala Lemanczyka mozna ze wzgledu na ich
tematyke podzieli¢é na dwie grupy. Pierwsza grupa wynikéw dotyczy entropii i cidnienia
topologicznego pewnej klasy stacjonarnych proceséw stochastycznych o skoniczenie wielu
warto$ciach i jest motywowana strukturg miar niezmienniczych dla przesunie¢ Z-wolnych.
Wyniki te znajduja si¢ w trzecim i czwartym rozdziale recenzowanej pracy. Grupa dru-
ga to nowe wersje nieréwnosci Bernsteina sformutowane dla pewnych szczegdlnych klas
proceséw stochastycznych, dla ktorych nieréwnosci typu Bernsteina nie byly dotychczas
znane. Wyniki te sa opisane w rozdziatlach piatym i széstym. Z mojego punktu widzenia,
te dwie grupy wynikow wystepujace w pracy sa catkowicie niezalezne — zaznajomienie
sie z wynikami oraz dowodami z jednej grupy nijak nie pomaga w zrozumieniu co méwig
rezultaty nalezace do drugiej grupy. Autor stwierdza co prawda w samej rozprawie oraz
w zalagczonym do rozprawy Autoreferacie, ze jego praca doktorska ,koncentruje sie na pro-
cesach czaséw powrotu”, ale ja takiej koncentracji nie dostrzegam. Proces czaséw powrotu
jest wykorzystywany w wielu miejscach pracy jako wygodne narzedzie do formutowania
i dowodzenia twierdzen, ale to za mato, aby twierdzié, ze te dwie wyzej wymienione czesci
pracy sa jako$ ze soba powiazane. W szczegdlnoéci, w pracy nie ma w ogdle wynikow,
w ktorych proces czaséw powrotu bylbym gléwnym obiektem badan.

G1éwna motywacjg dla pierwszej grupy najwazniejszych wynikéw rozprawy jest bada-
nie dynamiki przesunigé¢ Z-wolnych dla ustalonego zbioru # C N (bez straty ogdlnosci
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mozemy przyjaé, ze zadna liczba w £ nie jest wielokrotnoécia innej liczby w tym zbio-
rze). Mowimy, ze liczba calkowita n jest #-wolna jezeli zaden element b € A nie dzieli
n. Zbiér wszystkich liczb %-wolnych oznaczamy Fg a jego dopelnienie w Z oznaczamy
Mg i nazywamy zbiorem wielokrotnosci %. Przesuniecia AB-wolne (AB-free shifts (sys-
tems)), czyli uktady symboliczne (podprzesuniecia {0,1}%) generowane przez zbiory liczb
PB-wolnych otrzymujemy rozwazajac funkcje charakterystyczng zbioru F 4, oznaczang da-
lej przez 7, jako element petnego shiftu {0,1}% i definiujac X, jako domkniecie w {0, 1}2
orbity 1 wzgledem operatora przesunigcia w lewo o na {0,1}%. Zbiorami wielokrotnosci
zajmowali sie tacy matematycy jak Besicovitch, Chowla, Davenport, czy Erdés. W roku
2010 Peter Sarnak zaproponowal badanie wilasnoéci uktadu symbolicznego skojarzonego
z kwadratem funkcji Mobiusa p2, ktéra jest funkcja charakterystyczna zbioru liczb bezkwa-
dratowych (liczb, ktére nie maja kwadratéw liczb pierwszych wsréd swoich dzielnikéw).
Zbiér liczb bezkwadratowych jest zbiorem Z-wolnym dla zbioru £ zlozonego z kwadratow
liczb pierwszych. Obserwacje poczynione przez Sarnaka na temat ukladu symbolicznego
skojarzonego z p? stanowity impuls do badan nad rodzing uktadéw symbolicznych (prze-
sunieé), ktére moga byé wygenerowane przez zbiory %B-wolne. Jednym z najciekawszych
wynikéow tych rozwazan jest uzyskany przez Joanne Kulage-Przymus, Mariusza Leman-
czyka i Benjy’ego Weissa opis zbioru miar niezmienniczych na domknigciu dziedzicznym
symbolicznego uktadu ZAB-wolnego (Scisle rzecz biorac, oryginalny wynik Kulagi-Przymus,
Lemanczyka i Weissa dotyczyl tylko pewnej podklasy uktadéw ZB-wolnych i zostal rozsze-
rzony do podanej tu postaci w pracy A. Dymek, S. Kasjana, J. Kutagi-Przymus i Mariusza
Lemanczyka). Zgodnie z tym opisem, kazdej mierze niezmienniczej domkniecia dziedzicz-
nego uktadu B-wolnego odpowiada stacjonarny proces stochastyczny Z indeksowany przez
zbiér Z o wartoSciach w zbiorze {0, 1}, ktéry mozna zapisaé jako punktowy iloczyn X -Y,
gdzie X to stacjonarny proces stochastyczny indeksowany przez zbiér Z o wartosciach
w zbiorze {0,1}, a Y jest stacjonarnym procesem stochastycznym indeksowany przez
zbiér Z o wartosciach w zbiorze {0,1} odpowiadajacym mierze Mirsky’ego (naturalnie
pojawiajacej sie w teorii zbioréw liczb Z-wolnych). Rodzi to naturalne pytanie o zacho-
wanie i wlasnosci procesow postaci X - Y. Wyniki otrzymane w pracy mozna nastepnie
zastosowaé¢ do badania uktadéw Z-wolnych. Autor otrzymal szereg wzoréw na entropie
warunkowa H(X - Y|Y) procesu X - Y pod warunkiem Y. Podstawowy wzdr zawarty
jest w twierdzeniu 3.2.1, a nastepnie wywiedzione sg z tego wzoru kolejne jego specjal-
ne postacie otrzymywane przy dodatkowych zalozeniach. Dalej, przedmiotem badan jest
ci$nienie rodziny proceséw postaci X - Y przy ustalonym procesie Y o zerowej entropii.
Otrzymane przez Autora wzory wykorzystane zostaja do badania entropii i ci$nienia miar
niezmienniczych uktadéw Z-wolnych w kolejnym rozdziale. Autor wykorzystuje je do po-
dania nowych dowodéw znanych wlasnosci uktadéw Z-wolnych, ale uzyskuje takze nowe
i interesujace wyniki o jedynosci stanéw rownowagi pewnej klasy potencjaléw oraz o braku
wtasnosci Gibbsa dla miary o maksymalnej entropii dla shiftu #-wolnego, gdy 4 jest zbio-
rem nieskonczonym. Szczegdlnie ten ostatni dowdd jest krotki i elegancki. W mojej opinii
jest to tematyka aktualna, wyniki sg interesujace a dowody nie sa trywialne. Rozwiazane
w pracy problemy otwarte nie nalezg jednak do kluczowych probleméw w tej tematyce
i ich rozwiazanie nie stanowi jakiego$ przetomu w dotychczas prowadzonych badaniach.
Druga cze$¢ rozprawy poswiecona jest szczegdlnym nieréwnosciom w typie nierdw-
noéci Bernsteina. W teorii prawdopodobienstwa nieréwnosci koncentracyjne zapewniaja
ograniczenia na to, jak zmienna losowa odchyla sie od pewnej wartosci (zazwyczaj jej
wartosci oczekiwanej). Prawo wielkich liczb klasycznej teorii prawdopodobienstwa méwi,
ze z duzym prawdopodobienstwem sumy niezaleznych zmiennych losowych sa, przy bardzo
ogolnych zalozeniach, bliskie ich wartosci oczekiwanej. Takie sumy sa najbardziej podsta-
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wowymi przyktadami zmiennych losowych skupionych wokét swojej éredniej. Ostatnie wy-
niki pokazuja, ze takie zachowanie jest wspolne dla innych funkcji niezaleznych zmiennych
losowych.

Klasyczna nieréwno$¢ Bernsteina szacuje prawdopodobienstwo odchylenia sumy nie-
zaleznych, ograniczonych i scentrowanych rzeczywistych zmiennych losowych o identycz-
nych rozktadach i skoficzonej wariancji. W rozprawie znajduja sic nowe wersje nieréwnosci
Bernsteina, w ktérych odrzuca sie zalozenie niezaleznosci oraz zastepuje wariancje przez
wariancje asymptotyczna. Nowe nierownosci w typie Bernsteina sg sformutowane procesow
m-~zaleznych i ich funkcji oraz do ogdlnych geometrycznie ergodycznych tancuchéw Mar-
kowa. W tym drugim przypadku jest to pierwsza nieréwno$¢ w typie Bernsteina, ktora
z dokladnoscig do statych odzwierciedla graniczne zachowanie gaussowskich funkcjonaléw
addytywnych. Problem znalezienia takiej wersji nieréwnoéci Bernsteina zostal postawiony
przez R. Adamczaka i W. Bednorza w pracy Ezponential concentration inequalities for
additive functionals of Markov chains opublikowanej w ESAIM Probab. Stat. 19 (2015),
str. 440-481. Nie bedac specjalista w tej dziedzinie nie jest w stanie ocenié¢ istotnosci
prezentowanych w rozprawie wynikow. Wiem o tych problemach tyle, ile dowiedziatem
sie z rozprawy. Problem w tym, ze Autor rozprawy niewiele mi w tej sprawie rozjasnit.
Dowiedziatem sie bowiem, ze nieréwnosci Bersteina sa wazne i zajmuje sie nimi wielu
matematykéw (co zostalo potwierdzone przez podanie dlugiej listy artykuléw poswieco-
nych tej tematyce). Nadal jednak nie wiem, dlaczego warto mie¢ nieréwnosci Bernsteina
dla tych nowych klas proceséw. Troche intuicyjnie, wyniki te wydaja mi sie dobre, ale
podobnie jak w przypadku pierwszej grupy wynikéw, nie wydaje sie, ze sa przetomowe.
Na duzy plus (z punktu widzenia laika) nalezy zaliczyé Autorowi bardzo jasne i intuicyjne
wyjasnienie roli réznych sktadowych wystepujacych po prawej stronie nieréwnosci typu
Bernsteina oraz znaczenia pojecia optymalnosci nieréwnosci Bernsteina.

Pora przejs¢ do uwag. Zakres tematyczny pracy jest do$¢ szeroki i obejmuje zagadnie-
nia zwigzane z co najmniej dwoma duzymi dzialami matematyki, co wymusza stosowanie
roznorodnych technik dowodowych. Opanowanie tak obszernej tematyki bardzo dobrze
$wiadczy o kandydacie do stopnia doktora. Docenié¢ nalezy takze wysitek jaki Autor roz-
prawy wlozyl w uzupetnienie rozprawy o wypowiedzi wykorzystywanych w pracy twierdzen
i pojeé. Niestety mimo staran Autora, rozprawa nie jest tatwa w odbiorze. Wydaje sig, ze
gltownymi powodami takiej sytuacji byty:

1. Zabieg Autora polegajacy na dosé ogdlnym oméwieniu wynikéw rozprawy w dwdch
pierwszych rozdziatach, a detali i szczegdléw rozumowan w czterech kolejnych rozdzia-
tach. Autorowi nie udalo sie przy tej organizacja materialu uniknaé powtoérzen, no i
sam podzial co jest detalem a co nie, nie jest specjalnie udany.

2. Brak dobrze napisanego wstepu (rozwijam te uwage ponizej).

Jezykowo praca napisana jest na dobrym poziomie, nie miatem probleméw ze zrozu-
mieniem o co Autorowi chodzi, nie dostrzegtem tez zadnych istotnych lub powtarzajacych
sie¢ uporczywie btedow jezykowych, mato jest literowek i drobnych usterek stylistycznych.
Dowody przedstawionych w rozprawie twierdzen wymagaja sporej biegtosci w postugiwa-
niu sie metodami teorii proceséw stochastycznych i teorii ergodycznej i sa do$é¢ starannie
zredagowane.

Jak juz wspomnialem, praca wlasciwie nie ma wstepu, bo cigzko uznaé kroétkie stresz-
czenie zawarto$ci rozprawy zamieszczone na stronie 11 za wstep. Roli proceséw powrotu,
ktére maja jakoby taczyé wyniki podane w pracy w wieksza calo$é Autor poswiecit jedna
linijke u goéry strony 11. Co wiecej, najlepiej i najdoktadniej opisang czescig rozprawy w tej
namiastce wstepu na stronie 11 sg dodatki — opis zawarto$ci poszczegdlnych Appendices
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zajmuje tyle samo miejsca co opis zawartoéci wiasciwej cze$é rozprawy. Co prawda Au-
tor zatytulowal pierwsza cze$é swojej rozprawy (obejmuje ona dwa pierwsze rozdzialy)
sWprowadzenie” (Introduction), ale w tej czesci nadal nie znajdziemy wiadomosci, ktére
powinny by¢ zawarte w solidnie napisanym wstepie, czyli motywacji dla rozwijanej teorii
oraz przedstawieniu jej na tle dotychczas znanych wynikéw. Nalezy odnotowaé, ze poje-
dyncze wyniki przedstawione w dalszej czedci rozprawy sa czesto opatrzone odpowiednim
komentarzem (na przyklad, powody zainteresowania si¢ miarami Gibbsa sa opisane w Re-
mark 4.1.40 na stronie 70), ale pogltebia to tylko wrazenie, ze mamy do czynienia ze zszywka
prac przerobiona na rozprawe post factum. Role wstepu moéglby pelié Autoreferat, ktéry
otrzymaltem wraz z rozprawa, ale jak rozumiem Autoreferat nie jest formalnie czescia
rozprawy i w zwiazku z tym nie podlega ocenie w tej recenzji.

Ponizej wymieniam pewne dodatkowe, mniej istotne uwagi, ktére nie mialy wpltywu
na pozytywna ocene pracy.

e Wydaje mi sig, ze w sformutowaniu Wniosku 4.1.33 brakuje zalozenia, ze chodzi o nie-
trywialna miare Mirsky’ego, tzn. miare Mirsky’ego, ktéra nie jest miara Diraca skon-
centrowang na punkcie stalym zlozonym z samych zer. Taka miara moze wystapié
w ukladach #-wolnych, ktére nie sa jednopunktowe i wtedy (o ile dobrze zrozumialem
definicje) nie jest ona nasycona jedynkami (ones-saturated).

e Uwazam, ze nazwanie wlasnosci ze wzoru (2.1.1) wlasnoscig Gibbsa jest co najmniej
niefortunne. Rozumiem, ze Autor czyni tak nasladujac Ryana Pecknera, ale poza arty-
kutem Pecknera nie spotkatem sie z taka terminologia. O wiele bardziej rozpowszech-
niona jest pojecie miary Gibbsa przypomniane w uwadze 4.1.40 i uzycie obu tych
terminéw powoduje, ze dla potencjatu ¢ = 0 kazda miara Gibbsa ma wtasnos$¢ Gibbsa,
ale nie kazda miara z wlasnoscia Gibbsa jest miara Gibbsa, co moze prowadzi¢ do
nieporozumien.

e Remark 4.1.40 blednie cytuje wynik z pracy Weissa Subshifts of Finite Type and Sofic
Systems (pozycja [101] w bibliografii rozprawy). Lemma 2 w przywolanej tu pracy We-
issa zawiera wazne zalozenie ergodycznosci miary , ktore jest niezbedne do otrzymania
tezy, w rozprawie to zalozenie jest pominigte.

e W dowodzie Theorem 4.2.1 Autor rozprawy najpierw stwierdza, ze moze przyjaé, ze
shift 2, ktory rozpatruje sktada sie z pojedynczej orbity okresowej. To prawda. Nastep-
nie Autor zauwaza, ze w takim przypadku z wynikéw znanych z literatury wynika, ze
domkniecie dziedziczne 2 shiftu 2 jest wewnetrznie ergodycznym shiftem soficznym.
To tez prawda. Ale zupelnie nie rozumiem dlaczego z faktu, ze shift v jest wewnetrznie
erodycznym shiftem soficznym mialoby wynikaé¢, ze jego miara o maksymalnej entro-
pii mialaby mie¢ wlasnos¢é Gibbsa? Rozpatrywany shift 2 nie jest mieszajacy, jest
zaledwie topologicznie tranzytywny, wiec nie mozna tu skorzystaé¢ z faktu, ze miary
o maksymalnej entropii dla mieszajacych shiftéw soficznych sa miarami Gibbsa. Wta-
snos¢ Gibbsa dla miary o entropii maksymalnej tranzytywnego shiftu soficznego mozna
udowodnié¢ uzywajac metod z pracy Weissa Subshifts of Finite Type and Sofic Systems,
ale uzyty w pracy Weissa warunek wydaje sie by¢ mocniejszy niz tranzytywnosé (Weiss
zaktada, ze rozwazany shift jest irreducible, co implikuje wlasnos¢ specyfikacji, czyli
topologiczne mieszanie). W kazdym razie wydaje mi sig, ze rozumowanie w rozprawie
jest niepotrzebnie skomplikowane. Zbedne jest odwolywanie si¢ do dowodu wewnetrznej
ergodycznosci w pracy Kulagi-Przymus, Lemanczyka (Mariusza) i Weissa [61]. Wystar-
czy zauwazy¢, ze jezeli v jest miarg okresowsg, a 2~ jest orbita okresowg na ktérej jest
skoncentrowane v, to wlasnos¢ Gibbsa dla miary £ = vx B /5 jest natychmiastowa kon-
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sekwencja obserwacji, ze kazda ergodyczna miara okresowa ma wtasno$é Gibbsa (zob.
Remark 4.1.43) potaczonej z uwagami 4.1.38 i 4.1.39 (zob. wzér 4.1.41). Po zrobieniu
tego komentarza odkrylem, ze Autor tez to zauwazyl w Remark 4.2.2. Zdecydowatem
sie jednak na jego pozostawienie, zeby pokazaé, ze podany w pracy dowdd twierdzenia
4.2.1 nie jest naturalny. Teraz, zeby dosta¢ wewnetrzna ergodycznoéé A wystarczy tyl-
ko zauwazyé, ze  jest ergodyczna miarg o maksymalnej entropii dla 2~ (mozna tego
dowie$¢ w sposéb zupelnie elementarny odwolujac sie tylko do definicji) i skorzystaé
z cytowanego juz w tej recenzji wyniku Weissa (Lemma 2) z [101]. Uzycie Corollary
3.2.9 i Theorem 3.2.1 w Remark 4.2.2 do sprawdzenia, ze k jest ergodyczna miara
o maksymalnej entropii dla ' jest jak liczenie pochodnych do znalezienia ekstremum
funkcji kwadratowej f(z) = ax® + bx + c.

W Thm. 2.2.19 nie jest dla mnie jasne jaki jest sens zalozenia, ze proces Y jest staba
granicg proceséw okresowych. Wydaje mi sie, ze kazdy nieokresowy proces binarny
Y jest staba granica procesoéw okresowych, ktorych okresy daza do nieskoniczonosci.
Oczywiscie, okres p, wystepujacy w tym twierdzeniu, musi by¢ okresem podstawowym,
ale tego mozna si¢ domyéleé¢ z kontekstu.

Idea aproksymacji okresowej funkcji charakterystycznej ciggu %-wolnego i wykorzy-
stania twierdzenia Davenporta-Erddsa do pokazania, ze miary Mirsky’ego sa granicami
stabo zbieznego ciaggu miar okresowych generowanych przez skonczone aproksymacje
zbioru £ nie jest nowa. Fakt ten byl znany mnie i moim wspdtpracownikom od mniej
wiecej czerwca 2015. Méwilem o tym na seminarium z teorii ergodycznej na UMK
w Toruniu w styczniu 2016. Nie mam watpliwosci, ze Autor rozprawy o tym nie wie-
dzial i odkryl to wszystko od nowa. Przypomnijmy, ze piszemy % = {b1, ba, ...}, gdzie
b1 < by < ... 1 definiujemy A(k) = {b1,...,bx}. Wowczas 2} jest orbita okresowa,
ktoéra jest rownoczesnie orbita funkcji charakterystycznej ny, zbioru liczb Z(k)-wolnych.
Ciag miar generowanych przez punkty 7 stabo zbiega do miary Mirsky’ego wygene-
rowanej przez 7, czyli funkcje charakterystyczna F» (méwiac Scidle, czasami trzeba
moéwi¢ nie o generowaniu, a o quasi-generowaniu). Obserwacje t¢ mozna wykorzystaé
do podania jeszcze krétszego dowodu twierdzenia 4.1.23 niz ten podany w pracy.

W sformulowaniu i dowodzie lematu 4.2.8 brakuje tyld, bo zawieranie 2k O Zky1 nie
jest na ogoét prawdziwe. Chodzi o 2 O Zki1-

Proposition 4.1.7 i Theorem 4.1.9 sa doskonale znane (zob. Lemma 3.17 w ksiazce
Furstenberga Recurrence in ergodic theory and combinatorial number theory lub Thm.
4.4, 4.9, 4.10 w pracy cytowanej w rozprawie pod pozycja [62]).

Nie podzielam zdziwienia Autora wyrazonego przed Theorem 4.1.8 na stronie 61 roz-
prawy, wiec nie rozumiem tez czemu ma shuzy¢ przytoczenie tego twierdzenia w tym
miejscu.

Konkluzja

W mojej ocenie omawiana tu rozprawa doktorska pana Michata Lemanczyka pt. ,,Czasy

powrotow procesow stochastycznych w problemach koncentracji miary oraz entropii” spel-
nia wymagania stawiane pracom doktorskim przez ustawe z dnia 20 lipca 2018
r. Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. 2021 poz. 478 z p4Zn. zm.).
Uwazam, ze rozprawy zawiera oryginalne rozwigzania nietrywialnych probleméw matema-
tycznych. Po zaznajomieniu sie z rozprawa jestem tez przekonany, ze jej Autor opanowal
wiedze teoretyczng i metody badawcze niezbedne do samodzielnego prowadzenia badan
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naukowych. Wnosz¢ wiec o dopuszczenie pana Michata Lemanczyka do dalszych etapéw {UNIWERSYTET
postepowania o nadanie stopnia doktora w dyscyplinie matematyka.
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