Recenzja rozprawy doktorskiej pana Mateusza Rapickiego

Rozprawa doktorska Pana Mateusza Rapickiego po$wiecona jest zastoso-
waniom metody funkcji Bellmana. Wykorzystujac ta metode autor dowodzi
kilku analitycznych nieréwnosci. Wszystkie te nieréwnosci sa oryginalne i
opublikowane - czes¢ z nich wspoélnie z promotorem, a cze$¢ samodzielnie.
Metoda funkcji Bellmana, wprowadzona do analizy przez Burkholdera przy
okazji pieknego dowodu bezwarunkowosci bazy Haara, na trwate zagoscita w
analizie dzicki pracom Nazarova, Treila i Volberga z lat dziewigé¢dziesigtych.
Od tego czasu jest wykorzystywana z powodzeniem przez wielu autorow.
Jej niepodwazalng zaleta jest mozliwos¢ znajdowania optymalnych statych
w wielu dowodzonych nieréwnosciach. Piszac w wielkim skrécie, sprowadza
ona dowod nierownosci do skonstruowania specjalnej funkceji kilku zmiennych,
spetniajacej kilka aksjomatycznych wtasnosci, majoryzujacej funkcje koduja-
ca szukang nieréwnosc¢. Znajdywanie takiej funkcji, zwanej funkcja Bellmana
jest niejednokrotnie do$¢ skomplikowanym wyzwaniem, dalekim od algoryt-
micznego rozwiazania. Wymaga zwykle duzej biegtosci i potaczenia wielu
trickéw bioracych sie zwykle z duzego doswiadczenia w tego rodzaju kon-
strukcjach. Pokresli¢ nalezy, ze promotor pana Rapickiego jest w tym temacie
Swiatowe] klasy specjalista.

Nieréwnosci ktorym poswiecona jest rozprawa to nieréwnosci typu maksy-
malnego. To bardzo wazna klasa oszacowan, ktére np. kontroluja normy ope-
ratoréw singularnych. W pracy udowodnionych jest pie¢ takich nieréwnosci
i kazda z nich jest ciekawa. Kolejne rozdziaty dotyczg kolejnych nieréwnosci
1 w zasadzie mozna je czyta¢ niezaleznie.

Niezaprzeczalnym walorem rozprawy jest rozdziat drugi poswiecony opi-
sowi metody funkcji Bellmana w ktorym autor doktadnie wyjasnia te techni-
ke. Napisany jest w bardzo przystepny sposob co jest specjalnie pozyteczne
dla czytelnika nie obcujacego z ta metoda na co dzien. Dodatkowym jego
walorem jest odniesienie do dwoch cech ktore dotycza nieréwnosci objetych
praca. Pierwsza z nich jest to, ze wickszo$¢ nierownosci to nierownosci z
wagami - a jedna z nich nawet z dwoma wagami. Niejednokrotnie wprowa-
dzenie do nierownosci wagi powoduje, ze potrzebny jest catkiem nowy, duzo
subtelniejszy dowdd, a nie jakie$ proste uogélnienie. Drugg jest fakt, ze roz-
patrywane sg tak zwane diadyczne funkcje maksymalne, czyli takie ktore, w
swej najwiekszej ogblnosci, do swojej definicji wykorzystuja usrednianie po
zbiorach z ustalonej wstepujacej rodziny o-cial tworzacych kombinatoryczna



strukture drzewa. Opis z drugiego rozdzialu bierze pod uwage obie te rze-
czy. 7 cata pewnoscig bez tego wstepnego rozdziatu rozprawa, zachowujac te
same wyniki, stracita by jednak wiele na swojej przystepnosci.

Przejdzmy teraz do omoéwienia poszczegdlnych rezultatéw. Pierwszy z
nich to uogdélnienie znanej nieréwnosci maksymalnej Kotmogorowa ktéra ma-
joryzuje p-ta norme funkcji maksymalnej dla 0 < p < 1 przez pierwsza nor-
me funkcji ze stata (1 — p)~/?. Podstawowa trudnoscia tego uogélnienia na
przypadek z waga jest juz samo znalezienie odpowiedniej nieréwnosci, gdyz
proste przepisanie okazuje sie by¢ fatszywe. Autor proponuje tu dodanie spe-
cjalnego cztonu opisujacego "blad” zawierajacego w sobie catkowanie funkcji
wzgledem potegi funkcji maksymalnej wagi. Okazuje sig, ze dla tak zmody-
fikowanej nieréwnos¢ mozna pokazaé¢ - co autor czyni - ze zachodzi ona z
optymalnymi statymi: tg z oryginalnej nierownosci bez wagi, oraz nowa po-
jawiajaca sie przy czlonie z bledem. Autor podaje algebraicznym wzorem
funkcje Bellmana dla tej nierownosci dowodzac wszystkich jej potrzebnych
wtlasnosci. Dodatkowo autor opisuje jak doszedt do tej konkretnej funkcji,
nie ukrywajac ze zostata odnaleziona w drodze eksperymentu. Praca z tym
wynikiem zostata opublikowana w Anal. Math. w roku 2018.

Kolejny rozdzial po$wiecony jest ”transferencji” nieréwnosci bez wagi
do odpowiadajacej jej nieréwnosci z waga. Przyktadami takich konkretnych
nierownoéci sa nieréwnos¢ Feffermana - Steina oraz pewna logarytmiczna
nieréwnosé¢ udowodniona przez Osekowskiego. Autor wytuskat z tych przy-
ktadéw bardzo ogoélny abstrakcyjny schemat ktoéry ma rozliczne zastoso-
wania. Konkretnie rezultat wyglada nastepujaco: jesli dla pewnych dwoch
niemalejacych nieujemnych funkcji ® i ¥ okreslonych na dodatniej potosi
z ktorych pierwsza jest wypukta druga potciggla z lewej zachodzi nieréw-
nos¢ | WM f)lleray < N1PUfD) ey, wéwezas nieréwnosé |[W(Mf)| i) <
(£l 21 (Mmw) zachodzi dla w dowolnej przestrzeni probabilistycznej z do-
wolng struktura drzewa i z dowolng waga w. Pierwsza nieréwnos¢ jest naj-
prostszym mozliwym przypadkiem z miarg Lebesgue’a na odcinku i zwykta
filtracja diadyczng. Na uwage zastuguje ze jest to transferencja doktadna -
z identyczng staly. Idea dowodu polega na ”odzyskaniu” funkcji Bellmana
(zadanej implicite) odpowiadajacej pierwszej, prostej nieréwnosci i zdefinio-
waniu przy jej pomocy funkcji Bellmana dla nieréwnoéci drugiej. Caty dowod
jest bardzo elegancki, a na koniec autor podaje przyktady jego zastosowan -
miedzy innymi do ”geometrycznego” operatora maksymalnego, oraz do od-
powiedniej optymalnej nieréwnosci wagowej dla przestrzeni Lorentza LP>°.
Praca z tymi wynikami zostata opublikowana w Arch. Math. w roku 2019.



Kolejny rozdzial rozprawy poswiecony jest wagowym nieréwnosciom sta-
bego typu (1, 1). O wagach zaktada sie tu iz spelniaja warunek Muckenhoupta
A,. Taka nieréwno$¢ dla wagi z klasy A; byla udowodniona przez Lernera,
Ombrosi’ego i Pereza, i ma posta¢ w{Mf > w} < [w]a, | f]l1. Okazuje sie,
ze warunek by waga nalezata do A; mozna zamieni¢ na nalezenie do A,,
1 < p < oo i wowcezas otrzymuje si¢ stalg 2e[w]4,. Nie jest to stata optymal-
na, jakkolwiek optymalna jest liniowa zaleznos¢ od normy A,. Tutaj dowod
jest dosy¢ chytry. Najprzod uzywa sie¢ optymalnej nierownosci dla normy
operatora maksymalnego w przestrzeni LP(w) dla wagi z klasy A,, udowod-
nionej przez Osekowskiego aby ”odzyska¢” z niej nieréwnosé catkowa dla
odpowiadajacej jej funkcji. Nastepnie, wykorzystujac tg nieréwnosé definiuje
sie funkcje Bellmana implicite. To podejscie umozliwia przeprowadzenie rela-
tywnie abstrakcyjnego dowodu, bez drobiazgowej analizy konkretnej funkcji
Bellmana ktora w tym przypadku prawdopodobnie bytaby niezwykle skom-
plikowana. Praca z tym wynikiem jest wspélna z promotorem i ukazata sie
w czasopismie Mathematika w roku 2021.

Kolejny rozdzial poswiecony jest diadycznej nieréwnosci maksymalne;
miedzy przestrzeniami Lorentza LP% ¢ = 1,2 bez wag. Przypadek gdy
q1 = q2 zostal rozpatrzony przez Melasa i Nikolidakisa ktorzy pokazali, ze
optymalna stata operatora maksymalnego wynosi p/(p — 1). W rozprawie
dowodzi sie, ze || M fl|rra2: < C(p, q1,q2)|| fllzrar dla p < ¢ < g2, oraz ze wy-
liczona norma C'(p, q1, g2) jest optymalna. Trzeba przyznaé, ze uzyskany wzor
na te norme robi wrazenie. Dowdd jest dosé skomplikowany, czego gtownym
powodem zdaje sie by¢ fakt, ze nie mozna zapisa¢ nieréwnoséci maksymalnej
w przypadku dwoch roznych przestrzeni Lorentza jak réwnowaznej nieréw-
nosci catkowej dla odpowiedniej funkcji. Aby obejsé te trudnos¢ ustala sie
konkretng wartos¢ jednej z catek definiujacych norme i traktuje ja jak do-
datkowa zmienna funkcji Bellmana. Poszukiwang funkcje odgaduje si¢ jako
wzér ktory jednak zawiera czesé zdefiniowana implicite dla ktorej znajduje
sie kodujace jg rownanie rozniczkowe. Caly dowdd jest bardzo ztozony i, sa-
dzac z postaci optymalnej stalej raczej nietatwo by byto go uproscié¢. Praca,
wspoélna z promotorem, zostata przyjeta do Studia Math.

Ostatni rozdzial rozprawy dotyczy ograniczonosci tak zwanego harmo-
nicznego operatora maksymalnego, zdefiniowanego supremum odwrotnosci
srednich odwrotnosci funkcji po elementach pokrycia diadycznego zawiera-
jacych argument. W tyn przypadku ograniczonosé¢ operatora wynika wprost
z ograniczonosci zwyktego operatora maksymalnego ale oczywiscie pozosta-
je kwestia najlepszej statej. Podkresli¢ nalezy, ze rozpatruje sie tu operator



maksymalny dziatajacy miedzy przestrzeniami LP(w) i LP(u), 0 < p < oo,
dla dwéch réznych wag. Znana jest z pracy Cruz-Uribe et all, posta¢ ”"nor-
my” [u,v]4_, gwarantujacej skonczonosé normy takiego operatora maksymal-
nego. Autorzy przenosza te definicje na przypadek diadycznego operatora
maksymalnego oraz dowodza optymalnego oszacowania jego normy posta-
ci (p+ 1)P+H/rp=1y, v]z/fp). Dowdéd nasladuje dowdd Sawyera analogicznej
nierownosci dla klasycznego operatora maksymalnego. Harmoniczng funkcje
maksymalna ttumaczy sie na funkcje minimalng, dowodzi sie oszacowania
bez wag, po czym wprowadza pewien warunek do testowania ograniczonosci
ktérego zachodzenie jest gwarantowane przez warunek [u,v]4 , < c. Nastep-
nie stosuje sie argument ze zmiang miary inkorporujac do niej jedng z wag.
Dowodd optymalnosci wymaga osobnego przemys$lnego argumentu.

Podsumowujac: rozprawa doktorska pana Rapickiego prezentuje soba bar-
dzo wysoki poziom. Opanowanie technik dowodowych w zakresie metody
funkcji Bellmana jest mistrzowskie, a liczba nietrywialnych rezultatow, jak
tez subtelnosci pojawiajace si¢ w ich dowodach sa imponujace. Jestem pewien
ze wspolpraca z promotorem zaowocowata uksztaltowaniem dojrzatego ma-
tematyka ktory ”odziedziczyt” po nim bieglo$é¢ w stosowaniu technik dowo-
dzenia nieréwnosci analitycznych. Rozprawa oczywiscie jest znacznie wigcej
niz dostateczng podstawa do przyznania panu Rapickiemu stopnia doktora,
o co wnioskuje. Dodatkowo wnioskuje o przyznanie panu Rapickiemu za te
rozprawe wyrdznienia.
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