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Rozprawa doktorska mgra Mateusza Rapickiego liczy prawie sto stron i sktada
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[1] M. RAPICKI, A weighted inequality for a dyadic-like maximal operator,
Analysis Mathematica 44 (2018), 577-585.

[2] M. RAPICKI, Fefferman-Stein inequalities for the dyadic-like maximal ope-
rators, Archiv der Mathematik 113 (2019), 81-93.

[3] A. OSEKOWSKI AND M. RAPICKI, A weighted mazimal weak-type inequ-
ality, Mathematika 67 (2021), 145-157.

[4] A. OSEKOWSKI AND M. RAPICKI, Sharp Lorentz-norm estimates for dyadic-
like mazimal operators, Studia Mathematica 257 (2021), 87-110.

[5] A. OSEKOWSKI AND M. RAPICKI, Sharp weighted inequalities for harmo-
nic mazimal operators, ztozona.

Zatem rozprawa zostata opublikowana w czasopismach matematycznych o bar-
dzo dobrym poziomie. Trzy prace sa wspotautorskie, napisane wspolnie z profeso-
rem Adamem Osekowskim. Oprocz tego mgr Rapicki jest autorem i wspotautorem
dwoch innych prac niewchodzacych w sktad rozprawy:
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Rozprawa poswiecona jest badaniu wagowych i niewagowych nieréwnosci mak-
symalnych w kontekscie optymalnych statych i metody Bellmana. Opis dziatalnosci
naukowej w autoreferacie w bardzo przejrzysty sposob przedstawia istote osiagnieé



kandydata i swiadczy o jego dojrzatosci naukowej. Kazde osiagniecie jest jasno opi-
sane, ponadto przedstawione sa nie tylko zastosowane metody, ale réwniez szerszy
kontekst badan, co jest bardzo wartosciowe.

Pierwszy rozdzial stanowi wprowadzenie do rozprawy, gdzie autor bardzo sta-
rannie motywuje swoje badania poprzez nawiazanie do klasycznych rezultatow
w analizie harmonicznej i teorii prawdopodobienistwa. Zapoznajemy si¢ z defini-
cja diadycznych i quasi-diadycznych operatorow maksymalnych, wag Muckenho-
upta, przestrzeni Lorentza oraz przestrzeni miarowych wyposazonych w strukture
drzewa, ktore stanowig wazna klase przestrzeni w dalszych rozdziatach.

Drugi rozdziat jest po$wiecony metodzie funkcji Bellmana, ktora jest nieocenio-
nym narzedziem w dowodzeniu réznych typow nieréwnosci w analizie i rachunku
prawdopodobieristwa. Metoda ta pozwala wywnioskowaé zadane oszacowanie z ist-
nienia pewnej funkcji specjalnej, spelniajacej odpowiednie warunki majoryzacji i
wklestosci. Zwykle znalezienie tej funkcji specjalnej sprowadza sie¢ do rozwiazania
odpowiedniego problemu ekstremalnego i jest dalece nietrywialnym zadaniem, o
czym bedzie sie mozna przekona¢ w dalszych rozdziatach tej rozprawy. Waznym
aspektem metody Bellmana jest jej szeroki wachlarz zastosowan. Metoda Bellmana
w wielu przypadkach daje optymalne state, co jest zawsze bardzo delikatnym pyta-
niem. Autor w bardzo przystepny sposob wyjasnia istote metody funkcji Bellmana
w kontekscie dalszych rozdziatow. Ta czesé rozprawy jest bardzo pomocna zwlasz-
cza dla kogos kto pierwszy raz spotyka sie z metoda Bellmana, ktora w swojej
istocie jest bardzo prosta, ale zarazem bardzo subtelna.

Rozdzial trzeci dotyczy wazonych nieréwnosci Kotmogorowa dla funkcji maksy-
malnych z pracy [1|. Gléwnym wynikiem tego rozdziatlu jest nastepujace twierdze-
nie:

Twierdzenie 1. Zatézmy, ze f,w € LY(Q) sq nieujemne oraz 0 < p < 1. Wtedy
dla diadycznej funkcji maksymalne; M mamy
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jest funkcjq btedu, ktora jest rowna zero, jesii || f||p1||w||r = 0. Ponadto state ﬁ

i 2 sq optymalne
1-p :

Biorac w = 1 otrzymujemy E7(f,w) = 0 co daje nam niewagowa nieré6wnos¢
Kolmogorowa. W tym miejscu rozprawy czytelnik ma wrazenie ze dzieje si¢ co$
tajemniczego i to jest wlasciwe wrazenie. Dowdd powyzszego twierdzenia opiera sie
na wykorzystaniu metody funkcji Bellmana. Rozumowanie jest krotkie, bardzo ele-
ganckie w rezultacie daje dowod z optymalnymi stalymi pod warunkiem, ze mamy
kandydata na funkcje Bellmana. Jak juz wczesniej bylo wspomniane znalezienie



odpowiedniej funkcji Bellmana jest w wielu przypadkach duzym wyzwaniem. Tu-
taj nalezy doceni¢ warsztat kandydata tym bardziej, ze funkcja Bellmana ma dosé
niespotykang postac.

W rozdziale czwartym, ktory jest czescia pracy [2], autor rozwaza bardzo ciekawe
pytanie. Przypusémy, ze mamy dwie funkcje @, ¥ : [0,00) — [0,00) spelniajace
nastepujaca nieréwnosé catkowa
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Pytanie czy istnieje wagowy odpowiednik tej nieréwnosci w duchu nieréwnosci
Feffermana—Steina
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Autor udziela pozytywnej odpowiedzi na to pytanie dowodzac nastepujacego
twierdzenia:

Twierdzenie 2. Niech @,V : [0,00) — [0,00) bedqg niemalejgcymi funkcjami ta-
kimi, ze ® jest wypukta, a W jest lewostronnie ciggta. Zatozmy, ponadto zZe nie-
TOWNO0SC
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zachodzi dla wszystkich funkcji f € L'(0,1). Wtedy dla kazdej przestrzeni proba-
bilistycznej (2, 1) wyposazonej w strukture drzewa, dla dowolnej wagi w i funkcji
catkowalnej f na 2 mamy

Mz w) < IPADI 2 M)

Jest to imponujacy rezultat bedacy pewnego rodzaju metoda transferencji nie-
rownosci catkowych do ich wagowych odpowiednikow. Istotna cecha tego wyniku sg
optymalne state, mianowicie jesli pierwsza nieréwnos¢ zachodzi z optymalna stata
to rowniez ma to miejsce dla jej wagowego odpowiednika. Ponadto autor otrzymuje
szereg aplikacji powyzszego twierdzenia, np. biorac ®(z) = x, V(x) = Ax(,00) ()
dla A > 0, dostajemy klasyczng nier6wno$é Feffermana—Steina, réwniez w przy-
padku przestrzeni wyposazonych w strukture drzewa. Dowdd jest réwniez oparty
na metodzie funkcji Bellmana.

W rozdziale piatym, ktory jest czescia pracy [3|, autor uzywa metody funk-
cji Bellmana do badania nier6wnosci stabego typu (1,1) z wagami A,. Gléwnym
rezultatem jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3. Niech (2, p) bedzie przestrzeniq probabilistyczng wyposazong w
strukture drzewa T. Jesli 1 < p < oo oraz w € A, jest wagqg na 2, to wtedy dla
kazdej funkcyi f € LY(Q) mamy

wfe € Q: Mf(@) > w@)}) < 2epluls, [ F@)du(e

Ponadto liniowa zaleznosé od [w)]a, jest optymalna.



Dowo6d powyzszego twierdzenia opiera sie na pokazaniu pewnych nieréwnosci
wagowych dla tzw. operatora diadycznego przesuniecia “dyadic shift”, ktore w
konsekwencji pozwalaja skonstruowaé¢ odpowiednig funkcje Bellmana. To pokazuje
duzy wachlarz metod jaki posiadl autor.

Rozdzial szosty, oparty na pracy [4], jest poswiecony badaniu norm diadycznego
operatora maksymalnego miedzy réznymi przestrzeniami Lorentza, gdzie poka-
zano:

Twierdzenie 4. Niech (2, p) bedzie przestrzenig miarowq wyposazong w strukture
drzewa. Niech parametry 1 < p < q1 < qa < o0 bedg ustalone. Wtedy dla kazdej
funkcji f € LY () mamy

HMfHLP*%(Q) < Cp,ql,qQHfHLp*ql(Q%
gdzie
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Jest to bardzo ciekawy wynik, ktory rozszerza rezultat Melasa i Nikolidakisa,
ktorzy pokazali, ze || M||ro@)—rra@) = ;57 dla wszystkich 1 < p < oo oraz
1 < ¢ < 00. Dowdd opiera sie na bardzo pomystowym dostosowaniu metody funk-
cji Bellmana do badania przestrzeni Lorentza. Metody tego rozdziatu sa bardzo
delikatne, a zarazem bardzo eleganckie. Ten rozdzial rowniez dobrze obrazuje jak
mozna szukaé funkeji Bellmana majac zadany konkretny problem, co ma duze zna-
czenie dydaktyczne. W pierwszym kroku pojawia sie kandydat ktory okazuje sie
byé superrozwigzaniem pewnego problemu ekstremalnego, co daje powyzsza nie-
rownos$¢ maksymalng. Nastepnie dokladniejsza analiza prowadzi do konkluzji, ze
Cp.q1.q. jest faktycznie najlepsza stala.

W ostatnim rozdziale, opartym na pracy [5], badane sa nieréwnosci wagowe dla
harmonicznego operatora maksymalnego. Niech (2, 1) bedzie przestrzenia proba-
bilistyczna wyposazong w strukture drzewa 7. Niech

M f(@) =sup {(|f| )l : QeT, z€Q}
bedzie harmonicznym operatorem maksymalnym. Autor odpowiada na pytanie
optymalnych szacowaii na [[M™|| 1o - 1r(w). Mianowicie,

_ qa(p—1)
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Ponadto powyzsza stata jest najlepszq z mozliwych.

Twierdzenie 5. Niech 0 < p < oo oraz (u,v) bedzie parg wag na Q spetniajqcg

[u,v]4_, = sup {(u)Q#(vl/(pH))éﬁ:l Q€ T} < 00.
Wtedy

pt1
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Ponadto powyzsza stata jest najlepszq z mozliwych.

W tym rozdziale kolejny raz widzimy niesamowita site metody Bellmana w do-
wodzeniu tego typu nieréwnosci.

Przechodzac do podsumowania rozprawy stwierdzam, ze wyniki oraz rozumo-
wania prowadzace do ich uzyskania sa bardzo wartosciowe. Dotycza one zagadnien
wywodzacych sie z klasycznych pytan analizy harmonicznej, ktére nadal sg inten-
sywnie rozwijane przez czotowych badaczy na caltym swiecie. Pytania o optymalne
stale nalezg do jednych z najtrudniejszych w analizie rzeczywistej. Niejednokrotnie
wymagaja subtelnych metod i narzedzi z réznych dziedzin. Otrzymanie tych wy-
nikow wymagato, poza pomystowoscia, sporej specjalistycznej wiedzy i swobody
w postugiwaniu sie zaawansowanymi narzedziami wspotczesnej analizy harmonicz-
nej. Kandydat wykazat sie duzym warsztatem i uzyskal nowe znaczace wyniki, jak
i wzmocnienie wynikéw znanych z literatury matematycznej, dzieki wyrafinowa-
nym metodom analizy harmonicznej. Uwazam, ze mamy do czynienia ze $wietng
rozprawa doktorska. Jesli chodzi o formalna strone rozprawy, to zostala ona napi-
sana w catosci w jezyku angielskim z wyjatkiem streszczenia, ktére jest napisane
w jezyku polskim. Uwazam, ze redakcja jest bardzo staranna, autor wlozyt duzo
energii w ekspozycje, ktora zostata bardzo dobrze przemyslana. W mojej ocenie
dowody uzyskanych rezultatow sa kompletne, réwniez nie mam zadnych zastrzezen
co do poprawno$ci prezentowanych argumentow.

Uwazam, ze przedstawiona rozprawa doktorska stanowi znaczny wktad do ana-
lizy harmonicznej i przedstawia bardzo wysoki poziom naukowy, ponadto spetnia
z nadwyzka wymagania stawiane rozprawom doktorskim, w szczegélnosci wymogi
ustawy: O stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w
zakresie sztuki z dnia 14 marca 2003 wraz z po6zZniejszymi zmianami. Wnosze o
dopuszczenie mgra Mateusza Rapickiego do dalszych etapow przewodu doktor-
skiego. Nie mam watpliwosci, ze kandydat do stopnia doktora jest obiecujacym
mlodym badaczem, zdolnym do rozwigzywania trudnych matematycznych zagad-
nien, i biorgc pod uwage wysoki poziom merytoryczny rozprawy, zgtaszam wniosek
0 jej wyrdznienie.

Z powazaniem,
Mariusz Mirek
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