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Przedstawiona lozprawa doktorska, zgodnie z tytułem, dotyczy szacowań
nolm pewnych naturalnyc}r klas rvektorów losowych. Jest to centralna część
probabilistyki i pomimo wielu znanych klasycznych juz wyników, jest dyna-
micznie rozwijana i zawiera szereg waznych wciąż nierozwiązanyclr problemów.
Jednynr z kierunków badań jest porór,r,nanie mocnych i słabych momentów
norm wektorów losowych.

Rozprawa, oprócz wstępu, skłacla się z trzech c:zęści, których wyniki oparte
są na pracach
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Szczegółowe omówienie wyników. Rozdział drugi poświęcony jest
uogólnieniom nierówności Paourisa. Oryginaln1, r.ł,ynik, pocłrodzący z 2006
roku, móni, ze dla losowego wektora X e IR" o rozkładzie log-wklęsłym jego
mocne i słabe moment1,, norm są porównywalne lv sensie ponizszej nierówności:
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Naturalnym pytaniem jest czy, powyzsza nierórvność jest równiez prawdziwa.
gdy rrorma euklidesorł,a zostanie zastąpiona przez inną nolmę w skończenie rvy-
niarowej przestrzeni. Ponadto interesującc bvłoby,wyjście poza klasę losowych
lvektorów log-wklęsły,ch, Do tei pory- znal}e są jedynie częściowe wyniki. Jed-
nym z kluczowych problemów jest rórł,nież otrzl,manie szacowań niezaleznych
od nymiarl, bądź też ze stałą, które.j u,zrost rnoże b1,,ć dobrze kontrolowany.

Pierwszy głórvny wynik prac},, przedstawion1,, jako Twierdzenie 2.3, pocho-

dzize wspóInej placy z R,. Latałą (1) i zawiera uogólnienie nierówności Paourisa
do losowlrch wektorów log-rł,klęsłych o rvartościach w unormowanej przestrzeni
(F, ll .|]), która moze być włozona lzomeŁrycznie w l':
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Dowód tej nierówności zawarty jest na kilkunastu stronach i jest chyba najtrud-
niejszą częścią rozprawy. Schemat dowodu jest podobny do argumentów zawar-
tych we wcześniejszy-ch pracach R. Latał1,, niemniej jednak specyfika modelu
i przyjętych założęń w},maga przeprowadzenia szeregu dalece nietrywialnych
rozumowań. Kluczowa w dowodzie jest Propoz.vcja 2.16 zawierająca oszaco-
rł,anie r-tvch momentórv obciętych do mniejsz1,,ch zbiorów, po której następuje
eleganckie rozumowanie kombinatoryczne,

Kolejnym waznym wynikiem jest Tr,vierdzenie 2.9, pochodzące z pracy (2).

Zalryieraono szacowanie wl,razeń powiązanych z normą postaci supl*7. 
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dla 7 będącego niepustyrn podzbiorem ]R". DIa niezaleznych zmienny,ch ]oso-

wych o średniej 0 i przy założenlu warunku regularnego lvzrostu momentów
pokazano nierówność typu Paourisa
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dla p > l oraz T C R.". Co rvięcej, dla rriezalezn,vc}r zmiennych losowych poka-

zana jest opt_v-malność założeń (Tu,ierdzenie 2.10). \\iarto zalważyć, że wynik
ten zac}rodzi dla dorvolnych zmiennych losor,vvch. a u,ięc wychodzi poza ramy
losow1,,ch log-wklęsły,ch wektoró1,, uogólniając w ten sposób wcześniej znane

wyniki dla zmiennych gaussowskich. Berrroulliego1 czy wreszcie symetrycznych.
Dowód polega na precyzyjnej analizie, lv której symetria odgrywa istotną rolę.

Dlatego tez najpierr,v dowodzi się powyzszej nierówności dla symetrycznych
zmienn\rch losowvch oraz pewnej klas_v s1,,metrJ,cznych zbiorów 7, a następnie
w kolejnych krokach przy pomocy delikatnych rozumowań założenia dotyczące
symetrii są redukowane do ogólnego prz"vpadku.
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Rozdział 3 oparty jest na rvspółautorskiej pracy (3) i dotyczy on wypu-
kłych nierówności dla tzw. splotu infimunl. Jest to zagadnienie pochodzące
z klasycznej już pracy Nlaurey'a i jego celem jest opis par (X. /), gdzie r/ jest
funkcją kosztu, dla których spełniona jest nierówność

p,./rł,(X)p" /(X) < 1.

dla dowolnej funkcji testowej /, a splot infimum jest zdefiniowany następującą
formułą J'aó(r) : tnf ,{f (11)+ó("-y)}. Twierdzenie 3.1 uogóInia rvcześniejsze
wyniki i pokazuje, że pol,vyższa nierówność jest spełniorra dla dowolnei syme-
trycznej zmiennej losowe.j X o log-lvklęsłych ogonach oraz odpolvicdniej funkcji
p (zdefiniowanej jako przeskalowana transformata Legendre'a funkcii generują-
cej momenty zmienne.j losor,vej X). Jako wniosek przedstawione są nierówności
porównujące słabe i nocne noln}y. Ponadto przeliczony jest przykład, wskazu-
jący tż przyjęte założenta są bliskie optymalnym. Dowód twierdzenia korzysta
częściowo z charakteryzacji otrzymanej w prac1,, [9].

W ostatnim rozdziale opisane zostały wyniki pochodzącc z samodzielnej
pracy (4). Dotyczą one nierówności norm operatorowych macierzy losowych,
a umotyrvo\Mane są chęcią głębszego zrozumienia maksymalnej lvartości wła-
snej dużej macierzy losowej. W 2000 r. Seginer pokazał, że jeżell, elementy
macierzy są iid, to wartość oczekiwana noln].y operatororvej (t'r+ t') jest po-
rólvnl,walna ze średnimi z rnaksymainej długości kolumn i wierszy. }iiedawno
w pracy [11] otrz1,-mano podobr}e oszaco\vania dla norm tP r+ {q macierzy gaus-
sowskich. Główn5,,wynik przedstawiony w Twierdzeniu 4.1 opisuje analogiczną
nierówność dla macierzy losowych, których kolumny,są losowyrni izotropowymi
iog-wklęsłymi wektorami o tym saln},m rozkładzie. Jest to wartościowy wynik
pokazujący w szczególności, że założenie rriezależności pojau,iające się w po-
przednich pracach moze być istotnie osłabione. Schemat dowodu przypomina
nieco argumentv zawarte w pracy, |11], jecinak kolejne element.v dowodu oparte
na trudnych, samodzielnie przepror,vaclzonyclr rozumowaniach.

Podsumowanie. Rozprawa doktorska dotyczy trudnych i aktualnych za-
gadnień. Tematyka rozplawy porusza problemy, którymi zajmują się renono-
wani matemat1,,cy i biorąc pocl uwagę oglornnv wysiłek r,vłozon1, w ostatnich
latacłr u, opis nierówności stoclrast1,,czn_v-,ch niezwykle ciężko zna],eźć tu wolne
pole do zagospodarowania. Ty,nr bardzie.j należy docenić powyżej omówione
wyniki i rvkłacl pani \,Iarty Strzeleckiej w badaną problematykę nierówności
stochastycznych. Przedstalvione w pracy lozumo\Ą,ania często prowa<lzą przez
trudne i zmudne analitvczne obliczenia. Jednak nieiednokrotrrie kolejne kroki
wymagają błyskotliwych obserr,vacji. Porvvżej opisane zostały jedynie główne



wyniki. Praca zawiera jedrrak opis znacznie szerszego kontekstu i wiele dal-
szych r,vnioskólv, twierdzeń. Został1, zaprezentowane zarówno hipotezy, znane
wyniki jak i kontrprzvkład;,, pokazujące, że przedstawione wyniki są juz bliskie
optyrnalnym. Przedstawione dowody wl,magają r:zęsto niezwykle subtelnyc}r
rozumowań i c}roć rriejednokrotnie są oparte na znanych już technikach dowo-
dowych, to są lv duzej mierze oryginalne.

Rozprawa składa stę z, czterech publikacji i choć wszystkie dotyczą nie-
równości stochast1,,cznych, poruszają często dosyć odległe od siebie zagadnie-
nia. Pozwala to rra zaprezentowanie róznych problemów, rozmaitych technik,
a przede wszy,stkim umożliwiło Autorce na wykazanie się rozległą wiedzą w
badanej tematyce oraz umiejętnościami łączenla argumentów pochodzących z
różnych działólv matematyki, niezbędnymi w prac}, naukowej.

Autorka włoży,ła wieie w,vsiłku w prezentację wyników i pracę czy,ta się
dosyć dobrze pomimo natłoku notacji (często bardzo technicznej) i trudnych
analityczny,ch rozumowań. Chwilami zdarzają się drobne błędy literowe (a
nalvet wiele takich błędów). czs, tęż usterki redakcyjne (na str. 7 jest zbyt
duże natężenie podobnl,ch s,vmboli i cięzko odróznić np. IZl od ||Z ; na str. 17
wektory Ę nie są zdefiniowane; na str. 23 rł, 1. 7-B, 2/ powinno być zastąpione
przez )J+1, na str. 28 w i. 4 braku.je znaku sumy; na str. 47 w l.-5 powinno
być 'increase' zarniast 'decrease'; na str. 50 nie rozumiem przejścia pomiędzy
1.5-6, w sytuacji gdy 2rłe < 1). Czytanie placy niewątpliwie ułatwia dobrze
napisany wstęp, który wprowadza w ternatykę i prezentuje niezbędną notację.

Konkluzja.
Recenzowana rozprawa doktorska Estima,te.s for moments of random uec-

lors spełnia) a nawet znacznie przekracza, ustawowe l zwyczajowe wymogi
stawiane rozplawom doktorskim. Wnoszę o przyjęcie rozplawy i dopuszczenie
pani Nlarty strzeckiej do dalsz}rch etapów przewodu doktorskiego,
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