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Recenzja rozprawy doktorskiej
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pt. Estimates for moments of random vectors

Przedstawiona rozprawa doktorska, zgodnie z tytutem, dotyczy szacowan
norm pewnych naturalnych klas wektorow losowych. Jest to centralna czes¢
probabilistyki i pomimo wielu znanych klasycznych juz wynikéw, jest dyna-
micznie rozwijana i zawiera szereg waznych wcigz nierozwigzanych problemoéow.
Jednym z kierunkéw badan jest poréwnanie mocnych i stabych momentow
norm wektoréw losowych.

Rozprawa, oprocz wstepu, sktada sie z trzech czesci, ktorych wyniki oparte
sa na pracach
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Szczeg6lowe omoéwienie wynikéw. Rozdzial drugi poswiecony jest
uogolnieniom nieréwnosci Paourisa. Oryginalny wynik, pochodzacy z 2006
roku, mowi, ze dla losowego wektora X € R"™ o rozkladzie log-wklestym jego
mocne i stabe momenty norm sg poréwnywalne w sensie ponizszej nieréwnosci:
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Naturalnym pytaniem jest czy powyzsza nier6wnos$¢ jest rowniez prawdziwa,
gdy norma euklidesowa zostanie zastgpiona przez inng norme w skoriczenie wy-
miarowe] przestrzeni. Ponadto interesujace bytoby wyjScie poza klase losowych
wektorow log-wklestych. Do tej pory znane sa jedynie czeSciowe wyniki. Jed-
nym z kluczowych probleméw jest rowniez otrzymanie szacowan niezaleznych
od wymiaru, badz tez ze stala, ktorej wzrost moze by¢ dobrze kontrolowany.

Pierwszy gltowny wynik pracy, przedstawiony jako Twierdzenie 2.3, pocho-
dzi ze wspolnej pracy z R. Latalg (1) i zawiera uogoélnienie nier6wnosci Paourisa
do losowych wektoréw log-wklestych o warto$ciach w unormowanej przestrzeni
(F,|| - ), ktora moze by¢ wlozona izometrycznie w £7:
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Dowdd tej nieréwnosci zawarty jest na kilkunastu stronach i jest chyba najtrud-
niejszg czescig rozprawy. Schemat dowodu jest podobny do argumentoéw zawar-
tych we wczesniejszych pracach R. Lataly, niemniej jednak specyfika modelu
i przyjetych zalozen wymaga przeprowadzenia szeregu dalece nietrywialnych
rozumowan. Kluczowa w dowodzie jest Propozycja 2.16 zawierajgca oszaco-
wanie r-tych momentow obcietych do mniejszych zbioréw, po ktorej nastepuje
eleganckie rozumowanie kombinatoryczne.

Kolejnym waznym wynikiem jest Twierdzenie 2.9, pochodzace z pracy (2).

Zawiera ono szacowanie wyrazen powiazanych z norma postaci sup,cp ‘ Yo tX
dla T bedacego niepustym podzbiorem R™. Dla niezaleznych zmiennych loso-
wych o Sredniej 0 i przy zalozeniu warunku regularnego wzrostu momentow
pokazano nier6wno$¢ typu Paourisa
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dlap > 1 oraz T C R™. Co wiecej, dla niezaleznych zmiennych losowych poka-
zana jest optymalnosé¢ zalozenn (Twierdzenie 2.10). Warto zauwazy¢, ze wynik
ten zachodzi dla dowolnych zmiennych losowych, a wiec wychodzi poza ramy
losowych log-wklestych wektorow, uogodlniajgc w ten sposdb wczeSniej znane
wyniki dla zmiennych gaussowskich, Bernoulliego, czy wreszcie symetrycznych.
Dowod polega na precyzyjnej analizie, w ktorej symetria odgrywa istotng role.
Dlatego tez najpierw dowodzi si¢ powyzszej nieréwnosci dla symetrycznych
zmiennych losowych oraz pewnej klasy symetrycznych zbioréw T, a naste¢pnie
w kolejnych krokach przy pomocy delikatnych rozumowarn zalozenia dotyczace
symetrii sa redukowane do ogélnego przypadku.
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Rozdzial 3 oparty jest na wspolautorskiej pracy (3) i dotyczy on wypu-
klych nieréwnosci dla tzw. splotu infimum. Jest to zagadnienie pochodzace
z klasycznej juz pracy Maurey’a i jego celem jest opis par (X, ¢), gdzie ¢ jest
funkcjg kosztu, dla ktorych speiniona jest nieréwnosé

Ee/CoX)Re—f(X) <1,

dla dowolnej funkcji testowej f, a splot infimum jest zdefiniowany nastepujaca
formuly fO¢(z) = inf, {f(y)+¢(x—vy)}. Twierdzenie 3.1 uogélnia wezesniejsze
wyniki i pokazuje, ze powyzsza nieré6wnosc¢ jest spelniona dla dowolnej syme-
trycznej zmiennej losowej X o log-wklestych ogonach oraz odpowiedniej funkeji
¢ (zdefiniowanej jako przeskalowana transformata Legendre’a funkcji generuja-
cej momenty zmiennej losowej X). Jako wniosek przedstawione sa nieréwnosci
poréwnujgce stabe i mocne normy. Ponadto przeliczony jest przyktad, wskazu-
jacy iz przyjete zalozenia sg bliskie optymalnym. Dowdd twierdzenia korzysta
czesciowo z charakteryzacji otrzymanej w pracy [9].

W ostatnim rozdziale opisane zostaly wyniki pochodzace z samodzielne]
pracy (4). Dotycza one nier6wnosci norm operatorowych macierzy losowych,
a umotywowane sg checig glebszego zrozumienia maksymalnej wartosci wta-
snej duzej macierzy losowej. W 2000 r. Seginer pokazal, ze jezeli elementy
macierzy sg iid, to wartoéé oczekiwana normy operatorowej (£ — £?) jest po-
rownywalna ze $rednimi z maksymalnej dlugosci kolumn i wierszy. Niedawno
w pracy [11] otrzymano podobne oszacowania dla norm ¢ — {9 macierzy gaus-
sowskich. Gléwny wynik przedstawiony w Twierdzeniu 4.1 opisuje analogiczna
nieréwno$¢ dla macierzy losowych, ktorych kolumny sa losowymi izotropowymi
log-wkleslymi wektorami o tym samym rozktadzie. Jest to wartoSciowy wynik
pokazujacy w szczegblnosci, ze zalozenie niezaleznoSci pojawiajace sie w po-
przednich pracach moze by¢ istotnie ostabione. Schemat dowodu przypomina
nieco argumenty zawarte w pracy [11], jednak kolejne elementy dowodu oparte
na trudnych, samodzielnie przeprowadzonych rozumowaniach.

Podsumowanie. Rozprawa doktorska dotyczy trudnych i aktualnych za-
gadnien. Tematyka rozprawy porusza problemy, ktérymi zajmuja sie renomo-
wani matematycy i biorgc pod uwage ogromny wysitek wlozony w ostatnich
latach w opis nieréwno$ci stochastycznych niezwykle ciezko znalez¢ tu wolne
pole do zagospodarowania. Tym bardziej nalezy doceni¢ powyzej omoéwione
wyniki i wktad pani Marty Strzeleckiej w badang problematyke nieré6wnosci
stochastycznych. Przedstawione w pracy rozumowania czesto prowadza przez
trudne i zmudne analityczne obliczenia. Jednak niejednokrotnie kolejne kroki
wymagaja blyskotliwych obserwacji. Powyzej opisane zostaly jedynie gtéwne



wyniki. Praca zawiera jednak opis znacznie szerszego kontekstu i wiele dal-
szych wnioskow, twierdzen. Zostaly zaprezentowane zar6wno hipotezy, znane
wyniki jak i kontrprzyktady pokazujace, ze przedstawione wyniki sg juz bliskie
optymalnym. Przedstawione dowody wymagaja czesto niezwykle subtelnych
rozumowan i cho¢ niejednokrotnie sa oparte na znanych juz technikach dowo-
dowych, to s3 w duzej mierze oryginalne.

Rozprawa sktada si¢ z czterech publikacji i cho¢ wszystkie dotycza nie-
rownosci stochastycznych, poruszaja czesto dosy¢ odlegte od siebie zagadnie-
nia. Pozwala to na zaprezentowanie réznych probleméw, rozmaitych technik,
a przede wszystkim umozliwito Autorce na wykazanie sie rozlegla wiedzag w
badanej tematyce oraz umiejetnosciami taczenia argumentéw pochodzacych z
réznych dzialow matematyki, niezbednymi w pracy naukowe;j.

Autorka wiozyla wiele wysitku w prezentacje wynikow i prace czyta sie
dosy¢ dobrze pomimo nattoku notacji (czesto bardzo technicznej) i trudnych
analitycznych rozumowan. Chwilami zdarzaja sie drobne btedy literowe (a
nawet wiele takich btedéw), czy tez usterki redakcyjne (na str. 7 jest zbyt
duze natezenie podobnych symboli i ciezko odrézni¢ np. |Z| od || Z||; na str. 17
wektory Y; nie sg zdefiniowane; na str. 23 w 1. 7-8, 27 powinno by¢ zastapione
przez 2°*1; na str. 28 w . 4 brakuje znaku sumy; na str. 47 w 1.-5 powinno
by¢ ’increase’ zamiast 'decrease’; na str. 50 nie rozumiem przej$cia pomiedzy
1.5-6, w sytuacji gdy 2ae < 1). Czytanie pracy niewatpliwie ulatwia dobrze
napisany wstep, ktory wprowadza w tematyke i prezentuje niezbedng notacje.

Konkluzja.

Recenzowana rozprawa doktorska FEstimates for moments of random vec-
tors spelnia, a nawet znacznie przekracza, ustawowe i zwyczajowe wymogi
stawiane rozprawom doktorskim. Wnosze o przyjecie rozprawy i dopuszczenie
pani Marty Strzeckiej do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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